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第 二 版 序言 


这 一 版 ,文字 全 部 重新 写 过 。“ 复 变 函 数论 ”的 篇 罩 略 有 减少 。 
“ 傅 里 叶 展 开 ? 分 为 “信里 叶 级 数 * 和 “ 傅 里 叶 积分 ”两 章 。“ 数 学 驳 
理 方程 "的 “ 行 波 法 " 一 章 只 保留 了 一 维 波 动 的 达 朗 伯 公 式 和 端点 
的 反射 , 其 余 改 用 分 离 变 数 法 处 理 。“ 分 离 变 数 法 概要 ”一 理 分 为 
“分 高 变数 ( 传 里 叶 级 数 ) 益 ?和 “分 离 变 数 ( 传 里 时 积分 ) 蓝 ?两 漠 。 

第 三 篇 数学 物理 方程 是 全 书 中 心 ， 其 中 似 以 定 解 问题 的 提出 
《第 八 章 )\ 分 离 变数 法 以 及 紧密 相关 的 常 微分 方程 级 数 解法 、 球 函 
数 和 柱 丙 数 ( 第 十 章 一 一 第 十 四 章 ) 为 基本 内 容 ,教学 中 应 予 保证 。 
共 他 求解 方法 可 按 专业 要 求 基 酌 取 舍 。 

这 一 版 ,调整 并 增加 了 较 多 的 例题 , 还 配置 了 习题 ,附录 的 篇 
幅 也 有 较 多 增加 。 为 了 顾及 物理 各 考 业 ， 某 些 章节 (例如 831m 
8 36) 的 例子 、 例题、 习题 涉及 的 面 较 广 ,数量 也 多 了 一 些 , 教学 中 
可 根据 实际 情况 加 以 挑选 。 习 题 答案 ， 虽 经 核算 , 由 于 时 间 匆 促 ， 
仍然 难免 有 误 。 

初稿 写 出 以 后 , 北京 大 学 吴 凡 试 同志 、 讶 门 大 学 郊 建 安 同 志 、 
安徽 大 学 高 永 椿 同志 、 南 京 大 学 柯 善后 同志 提出 不 少 宝 贵 意 见 ， 
南京 大 学 陈 俊文 同志 校 核 了 很 大 一 部 分 习题 答案 ， 徐 世良 同志 括 
供 了 一 些 例题 。 特 此 志 谢 。 … 

————— FRR 
A e a a 
第 二 版 。 | 
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第 一 版 序言 


本 书 是 为 综合 大 学 物理 专业 编写 的 。 它 包含 三 个 部 分 : 复 变 
EDAM 傅 里 叶 展 开 和 数学 物理 方程 。 

对 于 物理 专业 来 说 , 我们 认为 , “数学 物理 方法 ”不 宜 单纯 作为 
数学 课程 来 进行 讲授 与 学 习 。 它 既是 数学 课程 ， 又 是 物理 课程 。 
在 这 桩 一 门 课程 中 , 固然 不 应 该 将 数学 的 廊 严 性 弃置 不 顾 , 另 一 方 
面部 也 不 宜 在 数学 道 严 上 作 过 多 的 要 求 。 虽 然 在 复 变 函 数 、 人 入 里 
扩展 开 和 数学 物理 方程 方面 已 有 不 少 著名 的 优秀 专门 著作 ， 我 们 
仍然 感到 , 在 数学 理论 上 不 花费 过 多 力量 , 以 鲜明 的 思路 引导 读者 
迅速 掌 担 这 些 数学 工具 并 应 用 于 物理 问题 ， 这 样 一 份 教材 还 是 很 
需要 的 。 本 书 就 以 此 作为 努力 目标 。 l 

第 一 篇 复 变 函数 论 , 除 基 本 原理 外 , ARANHA III 
留 数 定理 、 拉 普 拉 斯 变换 等 方面 的 应 用 。 

第 二 篇 傅 里 叶 展 开 是 为 第 三 篇 数学 物理 方程 的 分 离 变数 法 作 
谁 备 的 。 当 然 , 博 里 叶 展 开 的 应 用 并 不 限于 分 离 变 数 法 , 它 是 分 析 
许多 物理 过 程 的 有 力 工具 。 

， 第 三 篇 数学 物理 方程 是 全 书 的 中 心 内 容 。 它 研究 各 种 各 样 的 
- 葛 理 过 程 。 其 第 一 个 环节 在 于 将 物理 问题 “翻译 ”为 数学 问题 ,一 
盘 往 往 没 有 加 以 重视 ， 本 书 加 强 了 这 一 环节 。 其 第 二 个 环节 则 是 
求解 从 物理 问题 翻译 出 来 的 数学 问题 。 在 各 种 解法 中 ， 本 书 突出 
了 最 基本 的 重要 万 法 ~ 一 分 离 变 数 法 ， 系 统 地 讨论 了 各 种 不 同情 
襄 下 如 何 运用 分 离 变数 法 。 我 们 认为 ， 这 样 有 利于 学 生 热 练 地 用 
分 离 变数 法 去 解数 学 物理 问题 。 特 别 是 特殊 函数 与 分 离 变 数 法 塔 


为 一 体 ,从 分 离 变 数 法 引起 特 弥 函数 ,研究 了 特殊 函数 之 后 又 回 到 
® 2。 — 


-GKR TEREHE ERE Rd, EL ELE ERE, 也 有 利于 好 
” 养 学 生 运 用 特殊 函数 解决 问题 的 能 旋 。 

除了 分 离 变 数 法 之 外 ， 行 波 法 、 保 角 变 换 法 、 拉 普 拉 斯 变换 法 
也 是 很 重要 的 方法 。 其 次 ， 我 们 也 介绍 了 由 格林 公式 导出 的 解 的 
:积分 公式 , 介绍 了 近似 方法 。 

泛 定 方程 为 非 齐 次 的 情况 下 (强迫 振动 有 源 的 导热 或 扩散 问 
M. A REUS AD, SAU 95980) 489 2 [B ER Do £d, 也 是 本 


书 特色 之 


Ee ENEA RETINAS 
们 对 教育 章 命 的 精神 的 体会 ， 著 手 编写 这 份 教材 。 先 后 在 两 个 外 
级 中 进行 教学 实践 ， 又 根据 实践 效果 再 三 修改 补充 。 在 编写 和 修 
改过 程 中 ， 参 加 读 项 教学 实践 的 教师 与 学 生 提 出 不 少 意见 。 特 别 
是 姚 希 贤 , 柯 善 哲 同志 还 专门 进行 了 几 次 讨论 。 在 抄写 绘图 方面 ， 
1956 级 理论 物理 专门 化 全 体 同学 给 予 了 很 大 帮助 。 

编者 深 感 限 于 水 平 ,一 定 有 很 多 不 妥当 处 以 及 错误 和 缺点 , 非 
AID EB E ET ACH IEGE 

1959 年 10 H 1 日子 南京 大 学 


f 1963 年 的 印刷 前 , 对 本 书 做 过 一 次 勘误 。 这 一 工作 得 到 刘 . 
法 同志 的 大 力 帮 助 , 编 者 特此 志 谢 。 
1963 年 1 月 22 8 


第 一 篇 。 复 变 函 数论 
第 一 章 AEKA 


$1， 算数 与 复数 运算 
对 于 复数 和 复数 运算 , 本 节 作 一 次 扼要 的 复习 。 
一 个 复数 x 总 可 以 表 为 某 个 实数 x 与 茶 个 纯 虚 数 iy 的 和 ， 
z=g+ iy, (1.1) 

这 叫 作 复数 的 代数 式 , x y 则 分 别 时 作 该 复数 的 实 部 和 虚 部 ,并 
分 别 记 作 Rez 和 Imz, 

如 果 把 * 和 3 MES EM 4 0 0 2-2 
点 的 坐标 (图 1)， 复 数 z 就 跟 平 | 
面 上 的 点 一 一 对 应 起 来 。 这 个 平 
面 叫 作 复 数 平面 ， 两 个 坐标 轴 分 
gum echan deb. 

如 果 把 x M y HERRE 1 
角 坐 标 分 量 (图 1)， 复 数 * 还 可 以 用 来 表示 复数 平面 上 的 舌 量 。 

BH DES ER om o (图 DICE EUR AE x FU y, 


pm ay? noe (1.2) 
9 aretg(y/z), {y= psing, 
则 复数 z 可 表 为 三 角 式 或 指数 式 , 即 

2= p(cosq + sing), (1.3) 
或 z= pe'*. (1. 4) 


ae 4d o 


p 叫 作 该 复数 的 模 , 记 作 12[，9 叫 作 该 复数 的 辐 角 , 记 作 aez. 

复数 的 晤 角 不 能 唯一 地 确定 ， 它 可 以 加 减 2 的 整 倍 数 。 复 
BCE” IRRE e 和 虚 部 都 等 于 零 的 复数 ) 的 辐 角 没有 明确 
意义 。 

一 个 复数 > 的 共生 复 煞 zx*， 指 的 是 对 应 的 点 对 实 轴 的 反 鲜 ,， 
ay * 

z2*—g-—iy—p(cosgp — ising)— pe i?, (1.5) 

TE EIL FL Re 8 Ol a TR ODE CRESCE E EIER — — t 
应 起 来 ， 这 里 应 读 补 充 指出 : 通常 把 复数 平面 上 的 无 限 远 点 看 作 
一 点 ， 并 且 称 之 为 无 限 远 
点 。 关 于 无 限 远 点 ， 可 以 
如 下 理解 。 把 一 个 球 放 在 
复数 平面 上 ， 球 以 南极 必 
蹊 复数 平面 相 切 于 原 虑 。 
在 复数 平面 上 任 取 一 点 4， 图 2 
它 与 球 的 北极 愉 的 联 线 跟 球面 相交 于 4'. 这 样 , 复数 平面 上 的 有 
限 远 点 跟 球 面 上 丈 以 外 的 点 一 一 对 应 起 来 。 这 种 对 应 关系 叫 作 测 
地 投影 ， 这 个 球 叫 作 复 数 球 。 设 想 4 点 治 着 一 根 通过 原点 的 直线 
向 无 限 远 移动 ,对 应 的 点 Mr E EET TC Opa PE. 
近 。 如 果 4 治 着 另 一 根 通过 原点 的 直线 向 无 限 远 移动 , 则 AT 8 
另 一 根子 午 线 向 北极 下 各 近 。 其 实 ， 不 管 ATP ZEE B BR S] 
EREB, A 总 是 相应 地 沿 着 某 种 曲线 站 撑 于 如， 因此 , 可 以 
把 平面 上 的 无 限 远 乔 作 一 点 , 即 通过 测 地 投影 而 跟 复数 球 上 北 汲 
下 相应 的 那 一 点 。 我 们 把 无 限 远 点 记 作 <o， 它 的 模 为 无 限 大 ， 它 : 
fro d f E BUE LL 

现在 再 来 说 说 复数 的 运算 。 

Mz xis 与 好 二 和 十 1 的 和 zi 十 2 的 定义 是 
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zi+zz= lsi +æ) + ily ty). (1. 6) 
由 此 明显 可 交加 法 的 交换 律 和 结合 律 成 立 。 从 对 应 的 矢量 来 看 ， 
. 两 个 复数 的 和 对 应 于 两 个 矢量 的 合 矢量 。 从 而 可 以 知道 
latz slitt iezi (1.7) 
复数 s mmebiniirstiy) WE 21 一 2 被 定义 为 o5 
一 322 二 一 Wa 一 iy2 的 和 , 即 


2 —237 (2 —32$) T i(gi— y). (1.3) 
从 而 可 以 知道 
zziz lzi. (1.9) 
复数 2,9 mim 与 42 二 X22 十 iys 的 积 z122 的 定义 是 
2,2; — (423 — fiys) + iio + yi )- (1.10) 


从 这 个 定义 出 发 ,很 容易 验证 ,乘法 的 交换 律 、 结 合 律 与 分 配 律 都 
成 立 。 这 样 ,定义 (1.10) 可 以 理解 为 
2,2, = (£H $i) ra iy) =818 iyu t ity ya 
= (283 yiya) + iQuys t Xi. 
复数 x ma ipn 与 za= 人 好 十 1 的 商 21/2 AEE 


21. Zilo tH yita 十 Eoy — X12 
过 = HAR, 1.11) 
和 


人 队 这 个 定义 出 发 , 很 容易 验证 ,除法 确 是 乘法 的 送 运 算 。 
定义 《1.41) 可 以 理解 为 
2. moin (xi igi (n —iya) Vv ty ye iEn Xo 


Za Xacdga (artiy) (Tz—iyğ2) szty? aic yi 
复数 的 乘 、 除 、 乘 方 和 开 方 等 运算 ， 采 用 三 角 式 或 指数 式 往往 
比 代 数 式 来 得 方便 。 例 如 , 乘积 的 定义 (1. 10) 就 化 为 
23237 pi pol eos (p, - 92) sin (p, 92)] (1.12) 
— p,pye emiten, (1.13) 
. 帘 的 定义 (1.11) 就 化 为 
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3i a PIC oos(p,—9;) + istn (p,—492)] (1.14) 
944. pa 
= Pleim, (1.15) 
pa 
这 样 , n OO VUE 好 应 是 
z= p'( cosng + isinng) (1.16) 
= prei"r, i (1.17) 
T n (整数 ) 次 根 式 V x 则 应 是 
Ur- V z (cos 2 V isin 9) (1.18) 
ES et, (1.19) 


我 们 知道 ， 复 数 的 辐 角 9 不 能 唯一 地 确定 , 它 可 以 加 减 2x 的 整 
以 数 。 这 样 , 报 式 Vz 的 辐 角 pin ASERT DL mai 22 [n 的 整 倍数 ， 
从 而 对 于 给 定 的 x, MV x 可 以 取 ? ARAE. 
注意 区 别 |z| ?与 #2?。|z|? 是 复数 % 的 模 p 的 平方 , 由 (1,12) 
和 (1.13) 可 知 25* — |z [55 z^ WERE REC = 的 自 乘 , 即 oa z, 
以 上 是 关于 复数 与 复数 运算 的 复习 。 
既然 复数 可 以 用 实 部 和 乾 部 表 出 ， 复 数 的 研究 往往 就 归结 为 
一 对 实数 ( 即 该 复数 的 实 部 和 虚 部 ) 的 研究 。 
例如 , 复 变 数 2—x-- iy LM m E zo to - iyo Bl 
&-» Z9 | 
的 问题 ， 完 全 可 以 归结 为 一 对 实 变数 和 3 分 别 和 逼 近 实 常 数 z 和 
go, 即 | 
$9, Y> 
的 问题 。 这 样 ,关于 实 变数 的 和 、 差 , 积 、 商 的 极限 的 定理 ， 关 于 实 
变数 的 极限 是 否 存 在 的 判 据 ， 显 然 全 都 适用 于 复 变 数 ， 不 必 一 一 
EUM 


3 E 
4， 下列 式 子 在 复数 平面 上 各 具有 怎样 的 昼 义 ? 
(1) FIESA (2) Iz—-s| zi2—5](a, o ERR), 


(3) Her, (4) |s] -Rersi, 


(5) a-argz-B,a-cRe: «b(a, B, a 38 b 为 实 常数 )， 
s~iz z—1 
(8) Re(1/5) 52, - (9) Rea? =a: (a ARKH), 
a0) [2 +2: |? 125, -e |* 2212. |? F2]; [*. 
2. JdEF PIX UU IC, m fm GN LRUE E DE, 


(1) i, (2) —1, 
(3) 14i /3, (4) 1—«osa- ísina (a 是 实 常数 )， 
(5) z*, (6) eiti, 


(€) —- 0/0). 


3， 寺 算 下 列 数值 ，(a, b, 入 为 实 常数 》 
a) a ib, (2) YXi,. 
Q) PH, (4) 43, 
(5) eos59, (6) sin5g, 


(7) cosp + coa2p + cos 3 + = + eostip, 
(8) sing + sin2p+ sin3g -+--+ sinnp, ' 


$2. ASAA 
当 复 变数 在 复数 平面 的 某 个 区 域 孔 上 连续 变动 时 ， 如 果 复 
变数 包 的 值 随 着 z 的 值 而 变 ， 我 们 就 把 如 册 作 区 域 号 上 的 革 变 数 
£ 的 函数 , z MIE w fo SR i 
本 107 f). : 
我 们 规定 区 域 呈 是 连通 的 ， 就 是 说 并 不 划分 为 互 不 连 遂 的 小 : 


r 
reg 9 
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块 。 如 果 区 域 如 不 包括 境 失 上 的 点 而 只 包括 内 点 2, 就 叫 作 开 区 
域 ( 也 简称 为 区 域 ); 如 果 区 域 既 包括 内 点 又 包括 境界 上 的 点 ,就 
n EB. 

这 里 举 妃 个 复 变 函数 的 例子 。 

多 项 式 

Gota tat e Ha" (n 为 正 整 数 )， (2.1) 

有 理 分 式 

E pee (mma AER), (2.2) 
A/z—a, (2.3) 

XB co el Ga tty Aus Dos 0, b,, b, a EAR TAAR LT 

初等 函数 的 定义 式 : 


WA 


€! zz g^ *— e*e' met cosyt ising), (2. 4) 
sin 2 3 (e^), (2. 5) 

cos T (ee), (2.6) 

Sha lGtoes), ; (2.7) 

chao d (e+e), (2. 8) 
Inz-zIn(|2|e'*&)— In |z| +iargz, (2.9) 
a'—6'* (8 为 复数 )。 (2.10) 


HEXA SJA 6) 不 难看 出 ，sinz 和 cosz 具有 实 周 期 
27, BN ; 
sin (z -- 2x) — sinz, calet enye gies, (2.11) 


O NFARAXImTEX: 内 点 不 仅 本 身 属于 这 区 域 ， 而 且 有 一 个 邻 洁 , X 
中 各 发 都 易于 这 区 壤 : 在 出 界 点 的 长 意 小 铝 域 中 心 有 区 域 的 内 点 。 


> :3 e . 


大 案 知 道 ,在 实数 领域 中 ,| sinz|«t,leosxi «1. EEA. S5) 
和 (2,. 6) 按 照 (2.4) 展 开 为 实 部 和 虚 部 ,就 求 得 模 


isin zs | 一 li (e?t--e7?5) 4-2(sin?x — cos?x) — (2.12) 


Ícosz | =: iV (e?! --e7?9) --2(c08?7x — sin?z)» — (2.13) 


XX TE, 1sinz| 和 |cosz| 完 全 可 以 大 于 1. 

由 定义 式 (2.4),(2.7) 和 (2.8) 不 难看 出 ,e’, shz fn chz 具有 
纯 虚 数 周期 Zwi, E 

ee, sh(z-2zi):shs, ch(z+2ri)=chz. (2.14) 

辐 角 argz 不 能 唯一 地 确定 , 它 可 以 加 减 2x 的 整 倍数 。 因 此 ， 
按照 定义 式 (2. 9) 对 于 给 定 的 z, 对 数 函数 Inz — In |z| 十 iargz 有 
无 限 多 个 值 。 

在 实数 领域 中 , 负数 的 对 数 没有 意义 。 但 是 ,按照 (2.9), Hz 
为 负 实 数 时 , 揽 变 函 数 Inz PARL, BI 

| 1nz-: In( [2] e'7*:27*) 9 In|z| - i(2n--1)a. 
把 复 变 函数 fs) 的 实 部 和 虚 部 分 别 记 作 uey) dno, y), 
fiz)2u(z,y) + iv(z,g). (2.15) 

KER RAS ERU RT EAE — 3 EREA DRUG, 实 变 国 数 
论 的 许多 定义 ,公式 ,定理 都 可 以 直接 地 移植 到 复 变 函 数论 中 。 

例如 , 复 变 函数 f(z) 在 点 zo。=xo 十 iyo 连续 的 定义 是 

3b zz, f()yf(n). (2. 16) 
这 可 以 归结 为 一 对 二 元 实 变 国 数 (n, yM on, y) TE RR (29, yo) 
EA 
din us Pide 
y^ yo vr, y) 9 v(zo, yo). 
48 X, 揽 变 国 数论 着 重 研 究 的 是 解析 国 数 (关于 “解析 函数 "一 
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词 参看 $ 5)， 而 解析 函数 的 实 部 和 点 部 是 互相 关 计 着， 并 不 独立 
bio KRETE REH Eik HE m a e T k g N 论 。 
“尤其 重要 的 ， 成 为 我 们 认识 事物 的 基础 的 东西 ， 则 是 必须 注意 
它 的 特殊 点 ”< 于 盾 论 ;)。 学 习 复 变 包 数论， 应 当 着 重 研究 它 的 特 
殊 性 。 


3j H 


1、 试 验证 (2.13) 一 (2. 14) 几 个 式 子 。 
2. 计算 下 列 数 值 。(s 和 4 为 实 常 数 ,x 为 实 变数 ) 


(1) sin(at ib), (2) cos(a+ ib), 
(3) ln(—1), (4j hêz —sh? g, 
(5) eosizt, ^". ` €6) sinfiy, 
{7) chiz, (8) Iiz, 


(9) [eieeibsins|, 


3. 求解 方程 sinz-2. 


$ 3， 多 信函 数 


(1.19) 式 指出 , 对 于 给 定 的 zn 次 根 式 Vz 可取 个 不 同 的 
值 。(2.9) 式 指出 ,对 于 给 定 的 2, 对 数 函数 Inz 可 取 无 限 多 个 值 ， 
这 类 复 变 函 数 叫 作 多 值 函数 。 

Sx HOC fll. Min 对 于 给 定 的 实数 值 *, 二 次 根 式 
M3 dx da x 两 个 值 。 但 是 , init adn 2 
作 两 个 函数 看 ,它们 各 自 是 单 值 的, 而且 互相 独立 。 

现在 研究 多 值 的 复 变 函数 。 考 虑 一 个 简单 的 例子 

w—A/ z = pe" —/ p e't. © (8.1) 
对 于 给 定 的 zo= poe Open), 二 次 根 式 w= z 有 两 个 
值 : 

pete 与 p eteti 0s (8&2) 


a 11e 


， 设 想 z 从 z= psem' 出 发 ,oo=A/ 从 (3.2) oit — A EE 
vpet 出 发 。 令 z WANA z= poei” 逆 时 对 绕 行 一 图 和 而 回 到 
原 处 。 在 这 过 程 中 , 2 HEA pA po 变 到 po 二 2r, Ti wm z 就 
相应 地 变 到 MV po e teto Bl peitti", js (3. 2) 的 后 一 个 值 。 
从 (3.2) 的 前 一 个 值 出 发 可 以 达到 后 一 个 值 ! 

令 z 沼 着 涟 周 s= ove" 再 递 时 针 绕 行 一 图 。 在 这 第 二 圈 上 ， 
z 的 辐 角 比 在 第 一 加 上 大 2r, T we 2 KRAK ms PRG, w 
在 第 二 国土 的 值 不 同 于 在 第 一 圈 上 的 值 。 等 到 第 二 圈 结 束 ，z 再 
次 回 到 原 处 ， 它 的 辐 角 已 变 到 po 十 4r， 而 w—A/ z 相应 地 变 到 
A/ p, e Eotn Hn A py eerte, 亦 即 eitr, XE (3.2) 的 前 一 
个 信 。 从 (3.2) 的 后 一 个 值 出 发 可 以 六 到 前 一 个 值 ! 这 样 说 来 , 多 
值 的 复 变 函 数 / 2 不 能 分 解 为 两 个 独立 的 单 值 函数 , 不 像 多 值 的 
实 变 函 数 Vz 可 以 分 解 为 独立 的 单 值 函 数 十 V2 和 一 MY. 

再 令 z BANA := ooe'* 逆 时 针 绕 行 第 三 圈 。 在 这 第 三 较 
E, z 的 辐 角 比 在 第 一 贺 上 大 4r， 而 w=Vz HAUK 22, A 
此 ww 在 第 三 轿 上 的 值 同 于 在 第 一 图 上 的 值 。 

为 了 论说 方便 ,上 面 让 z 沿 着 贺 周 z= poei" 纱 行 。 其 实 , 只 要 
4 围绕 着 原点 运行 ,不 管 沿 着 什么 曲线 ,上 面 的 结论 全都 成 立 。 

一 般 地 说 ,对 于 多 值 函数 ,存在 这 样 的 点 ， 宗 量 z 绕 它 运行 一 
AMARRE, 多 值 国 数 并 不 回复 原 值 ,这 样 的 点 蚂 作 支点 。 如 果 
RE? 绕 支 点 % 周 而 回 到 原 处 , SERRAR, RRR 
点 是 % 一 1 阶 的 。 例 如 ,原点 z=0 RESERV 的 一 阶 支点 。 

继续 考 虚 Vz 这 个 例子 。 令 z 绕 无 限 远 点 运行 一 局 。“ 绕 无 
限 远 点 运行 ?是 什么 意思 ? 原来 ,复数 平面 上 的 无 限 远 点 对 应 于 复 
数 球 的 北极 (图 2), 如 果 在 复数 球面 上 作 一 小 网 环绕 北极 , 这 小 网 
就 对 应 于 复数 平面 上 一 个 很 大 的 贺 。 因 此 ,“ 绕 无 限 远 点 运行 ” 不 
过 是 说 在 复数 平面 上 党 着 很 大 的 贺 运 行 。 从 (3.1) 不 难看 出 ; 宗 量 

. 12 * 


fH 35 


z US GUIAS LAS — E, 多 值 函数 Mz 并 不 回复 原 信 ; z 沿 着 很 大 
ARAE, Vz 才 回 复原 值 。 因此 , 无 限 远 点 z= co 也 是 多 值 
Fez 的 一 阶 支点 。 
现在 试用 一 种 形象 化 的 方式 来 描述 多 值 函数 /2 的 值 的 变化 
情况 。 在 z RE ER, 函数 V 的 值 不 同 于 绕 第 一 围 的 
I e, 因此 不 妨 设 想 ，s 的 第 一 圈 和 第 二 图 分 别 在 “不 同 的 ”复数 平 
面 上 运行 (图 3e)。 第 一 网 在 复数 平面 四 上 , z 的 辐 角 限制 在 Po 
与 po 十 2r Zii, .所 以 应 从 支点 z=0 洪 辐 角 为 po 的 直线 作 切 割 ， 
， 直 指 另 一 支点 + 二 oo, 切割 的 上 岸 对 应 于 辐 角 Po 下 岸 则 对 应 于 辐 
H pot2r. 55 AWELE T, 上，z 的 辐 角 限制 在 po 十 2x 
与 po 十 4x 之 间 ， 所 以 度 从 支点 2=0 沿 辐 角 为 po-+27 的 直线 作 
切割 , 直 指 另 一 支点 z= oo, 切割 的 上 岸 对 应 于 辐 角 pota, TE 
则 对 应 于 辐 角 potir. 2 在 人 ,上 弹 完 第 一 图 接 营 就 进入 ;去 缕 
第 二 图, 所 以 T. 的 下 岸 应 与 多 的 上 岸 连接 起 来 〈 图 35); z 的 第 
三 圈 间 于 第 一 圈 ， 这 是 说 , z 在 ?上 绕 完 第 二 圈 又 回 到 T, 所 以 
针 , 的 下 岸 应 与 的 上 岩 连 接 起 来 。 这 样 ,我 们 科 到 交叉 连接 起 来 
的 双 时 复数 平面 ,如 图 35 所 示 , 这 叫 作 多 值 函 数 I 的 里 曼 面 。 
从 里 受 面 的 某 一 时 来 看 , 多 值 函 数 成 为 单 值 函 数 , 这 单 值 函数 
* 13 3 


WWE AM RULES A OO C. I 就 有 两 个 单 值 分 支 , 即 o ete 


与 WP e'irtiz。 但 是 ,从 里 曼 面 的 构造 很 容易 看 出 ， 两 个 单 值 分 
支 交 叉 街 接 ,并 不 独立 。 


3 E 
指出 下 列 多 信函 数 的 支点 及 其 阶 , 并 作出 里 遇 面 。 
(1) Vs—a, (2) Vs—q) (2 —b), 
(3) Ins, (4) In(z2— à. 
$4. 导数 ( 微 商 ) 


WETE A 按 什么 方式 逼近 零 ,比值 
f(s+Az)—f(z) 
Az 


总 是 逼近 同一 个 有 限 的 极限 , 这 个 极限 就 叫 作 函数 了 (z) 在 点 2 的 
导数 (或 微 商 ), 记 作 f(z) 或 是 jaz， 这 时 , 我 们 说 函数 f(z) 在 点 
2 是 可 导 的 。 显 然 , 函数 必须 在 点 2 连续 才 有 可 能 在 点 = 可 导 。 

复 变 函 数 的 导数 定义 , 在 形式 上 跟 实 变 函数 的 导数 定义 一 样 ， 
因而 实 变 函数 论 中 关于 导数 的 规则 和 公式 往往 可 应 用 于 复 变 函 
数 ,例如 


to +w) 二 一 一 e xm, = z*-ngtl, 
E(w) = £e iet =e, 


d ainz -—Cc082, 


CANTA dz 
1 d ; 
zT 4; 7954 — — sin, 
» 
dw LN 1 
d pn)= AF. dw. dz "M 
dz dw dz! 


必须 指出 ， 复 变 函 数 和 实 变 函 数 的 导数 定义 ， 虽 然 形 式 上 一 
样 , 实质 上 却 有 很 大 的 不 同 。 这 是 因为 实 变数 Ar 只 能 沿 着 实 轴 逼 
近 零 ， 复 变数 Az 却 可 以 沿 复数 平面 上 的 任 一 直线 有 逼近 零 。 因 此 ， 
- 报 实 变 函 数 的 可 导 相 比 , 复 变 函数 的 可 导 是 一 种 严格 得 多 的 要 求 。 
现存 让 我 们 比较 As 洛 实 轴 朋 近 零 和 沿 虚 轴 逼 近 零 两 种 情况 。 
AB As 沿 实 狂 盘 近 零 的 情况 。 这 时 Ay= 0 而 Az=Ax>0， 
-于 是 
m "As, y) + iv (rt Az, y) un, ^ iv(z. y) 
år : 


Baz 


noua GA, g) —u(z,y) , vig E Az. y) —v(x, y) 
= lim lp —— Ayo LÁ RANDE T \ 


EF al) 


Qu, 3v 
= 十 13 (4.1) 


再 看 Az 沿 虚 轴 送 近 零 的 情况 。 这 时 Ax 三 0 而 Az—iAg0, T E 
iini eG Eton on ag uyin 


ET AU 


Siim pmnta v(x,y) Lp np can) 
Ay 


FTLIU 
ZH (4.2) 
如 时 了 妙 数 f(z) 在 点 z 可 导 ，(4.1) 和 (4. 2) 两 个 极限 必须 都 存在 而 
EE LE MIU 


Du | i ;v W ;29 
ar^ Oe dy '2y 


这 个 等 式 两 边 的 实 部 和 虚 部 必须 分 别 相等 , 即 


(4.3) 


* 15 *. 


ETCLPLDUDDDLAELDELEXLITDELI 3 3 
Tid: kic CR Ew Rez — n 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 ule y) mmo Gy) 
S =Q. TE 
2n 2u av 2v 
2; "^ w^ 479 dy 
在 任 一 点 帮 存 在 ， 但 在 任 一 点 都 不 满足 科 和 项 -里 曼 方程 ， 所 以 处 处 韦 续 函数 


w=Res PAART Gi TX b. Cb As=Az 0 时 ， Aet eis, 请 


~ 


B Azs i Ayo ij, AE eT T$ B4 RRIEK. 


Nep Az Sc loe d FD E AE E t, 
AfT^z 到 近 同 一 极限 ,并 不 保证 Az iE X E Eit, Af/Az 
A ROB EIS] — RR. EHE, FR-BR ETTER DANE BAY 

352 I f. 


Tli & A6 ik t fU) m Rez -Imz 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 wz, y) m ag, 
vv, 三 9， 在 点 zuo, 


2 = lim SA 0) (0,0) _ lim = lim 0=0 
8X|..o ay Ax asro ÀX sero i 
Sel = lim KLAD UOO gn, 0 Jim 0=0, 
Pylsa asso Ay arni ÂY sero 

到 ~ 

ex] .0 

z| =0 

dy amọ ’ 


IG unm fa-u jg, 

[IER TI PIOLIMUTEITE A PEIICETET ETE Ar 的 
4578 o RHE mi HE Apo, M Az — e'"Ap—0, M Af/Az 的 报 限 

lim 0+4 -~f(0) = lim VU p) cosp(Ap)sing „V op aing aing, 


Ai Li £"Ap eie 
RR B5 AEG v 的 不 同 而 不 同 ; 可 见 HOLJ VLIE I 
.如果 As 沿 实 轴 或 虚 轴 通 近 等 ， 则 ps0 d x/2. 在 这 两 种 情况 下 ， 
AF [As 的 极限 相同 (都 是 零 ), 这 是 科 希 -里 蔓 方 程 所 保证 的 。 尽管 如 此 ， HX 
MET S. 
:tI6 。" 


qum 28 9" 90 4, 20 i E 
如 果 仿 导数 2v ay 2c P ay HRE, TH3-188 5 ERE 
SE IR UE I S. 

ZERA 1 03:1 E T;8-1 Med EE Ra 

ow ow a W 99 
Auccdum s Az p Ag, Avossdo gart aya 

因而 | 

=Au+ idv 2 24 ;( 9*. 3v 
Af 2 ^u-F iAv (as E e Az + ary ). 
根据 科 希 -里 并 为 程 ,上 式 即 


2,99. i 99 i e 3u 9v p 
Af~ 9 (As ig) 十 ie (Ao Ag) (A i55 


这 样 , 不管 M 按 什 么 方式 逼近 您,Af/Az 总 有 网 一 个 极限 
39 1,99. 
im Ae Him A a “ti 

我 们 说 过 ， 复 变 函 数 的 可 导 比 实 变 函数 的 可 导 是 严格 得 多 的 
雪 求 。 其 具体 表现 之 一 就 是 函数 的 实 部 和 虚 部 通过 科 希 - 星 曼 方 
程 历 联系 起 来 。 . 

复 恋 国 数 药 导数 可 用 (4.1) 或 (4 2) 表 未 。 

在 极 坐 标 系 中 ,比较 As ABEE (A A= eA) 和 
TEBUSDBSCAE CRI Az — pA) = i pe'*^p 0) pit F Af/Az 
HRR Bt PLA Fs X ERE - 7 RE 


| (4.4) 


或 者 从 直角 坐标 系 中 的 科 希 -里 曼 方 程 (4,.3) 出 发 ， 按 照 变换 公式 
(1.2) 变换 到 极 坐标 系 ， 也 可 得 到 极 坐 标 系 中 的 科 希 -里 受 方 航 
ICT) 
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9 E 
试 推导 极 坐 标 系 中 的 科 希 - 单 曼 方程 (4. 4)。 


55. MIRA 


EER bbb ec 5$ 95 Ce ES HH EE DC E 09 8E ST A 9 
'《 但 有 时 也 把 “ 某 点 和 它 的 分 域 上 的 解析 函数 "简称 为 “在 该 点 的 解 
UE.) 

”解析 函数 的 实 部 和 虚 部 通过 科 和希 - 里 曼 方 程 互相 联系 ,并 不 独 
立 。 因 此 ,只 要 知道 解析 函数 的 实 部 (或 司 部 ), 就 能 米 出 相应 的 虚 
BRRR) KERERE TIARD. 

£1 已 知 解析 函数 了 (z) 的 实 部 uy-a—y, d 
v(x,y) 和 这 个 解析 函数 了 (2). 
WE 先 计算 w(x,9)==z? 一 六 的 偏 学 数 ， 


2x 

AD, acu 
按照 科 第 -里 党 方程 (4.3)， e. 

x " 

ac 2 »- -2x. 
于 是 
dv= -ea 2yde + 2zdy — d(2xy). 

Wi, 


v(2, y) —-2zy + BITE C, 
fí-G?-—y?)ri(2x5 3-0) sz) iC. 
例 2 已 知 解 析 函 数 f OB BEBE vag) V aN a y, 
求实 部 w(x, 扩 和 这 个 解析 函数 有 (zx). 
WELLS PLI DU LM 


e 18 >» 


v —4/ -— pcosq + p-4/ p(1 — cosp) =~ 2p sin, 
D VI 的 偏 导数 ， 


2e JT ne are [3 
-一 m sin 3p g 608r 


于 是 
du D dp+ Ade - does dp -y sin Lap 
=V Toos a p Zpa( cos $ )=d 8p cost). 
Wst, 
u—A/ 2p cos. + [^ mA au xig 0, 
1()7 2p cos S --O i / 2p sin 


=V Zp (cose sin) C =s 2z4C. 


5 UE ERICH IE BEL B9 SLUEEUT ER. METER IU EU h 
H FERED ARREK AER AAH EA KA DC 
4) 和 5《%,#) 具 有 下 列 性 质 (5.1) 一 一 (5. 3), 

把 科 希 ~ 里 曼 方 程 (4. 3) 的 两 边 分 别 相 线 ,得 


du Je _ 2u 2» . 
àe or^ Oy Oy 
^" Z 9o 9s wo, (5.1) 


这 是 说 , BOE vuOCfUUb S DOS SE 和 90 IR OE ve OE 


BERRA 25 和 ED 正 交 。 我 们 知道 ,Vu 和 vo 分 别 是 曲线 
入 = 常数 "和 各 = 常数 "的 法 向 矢量 ,因而 (5.1) 表明 “u=: 常 数 " 和 
“= 常数 "是 互相 正 交 的 两 曲线 族 。 

5 9 将 证 明 , 某 个 区 域 上 的 解析 函数 在 该 区 域 上 必 有 任 总 阶 的 


SU. oH, 二 阶 偏 导数 32， 20e Zu 2e, Ono us 当然 都 


”的 前 一 式 对 z 求 导 ,后 一 式 对 9 求 导 , 然后 相 加 ; 这 就 消去 了 To 而- 
得 到 | 


2 
às apr (5.2) 
同 理 消去 * 可 得 
2 2 
E10 (5.8) 


这 是 说 , w(x,9) 和 和 v(x, 了 9) 都 满足 二 维 的 科普 拉 斯 方程 ,换血 话说， 
它 拉 都 是 调和 子 数 。 出 于 它们 是 同一 个 复 变 函数 的 实 部 和 叭 部 ， 
所 以 又 特别 岂 作 共 乞 调和 机 数 。 


E a 
1. 3E CIR LAARI ER 70 SIE ER B, 试 证 它 必 为 常数 。 
2. TARI t8 f f o fo SCRI uC, y) vo h vlr, y) ORTAM Dr ER TC, 
(1) w:e'*siny, (2) wze*(zcosy —ysiny), f (0) =0,. . 


D E 2sin2cr E 
(8) « €i? + e7!1 — 2c0s 2x* f(9 20, 


je 20 « 


= y j Lj 
《4) v pP f(2) 29, 


S Mane H m 
(5) u Gy)? f(o9) 20, 


(6) w-a*—y*-Frg, f(0)20, 

(7) usc! — 32y, f(0)—0, 

(8) a= wt texy —-3zy^ —2y*, f(0)-0, 

(9) u-—zi-—6z'y? t-y', f(0)=0, 

(10) w=Inp, f(1)-0, 

(11) «29, f(1)-0. 

3$. WOAB GER XP ST ERERCL dB ds v. 

本 晤 答案 就 是 拉 普 拉 斯 方程 (5. 2) 在 极 坐 标 系 中 的 表示 式 。 


§ 6， 平面 标量 场 


先 说 静电 场 。 既 然 真实 的 空间 是 三 维 的 ， 静 电场 当然 总 是 之 
推 的。 不 过 ,如 果 静电 场 只 在 cy 平面 上 变化 ,而 在 垂直 于 sy 平面 
前 方向 上 并 不 变化 , 我们 只 要 在 xy 平面 上 研究 它 就 够 了 。 这 样 
的 静电 场 叫 作 平面 钥 电 场 。 所 谓 平 面 甬 电场 其 实 是 一 种 特殊 的 三 
维 肯 电场 的 横 痢 面 ， 在 垂 家 于 痢 面 的 方向 上 静电 场 没有 变化 。 内 
此 ,对 于 平面 场 ,凡是 讲 到 “曲线 ”， 其 实 指 的 是 跟 剖 面相 垂直 的 标 
面 ,该 曲 线 正 是 它 的 截 口 ; 凡是 讲 到 “点 ”, 其 实 指 的 是 通过 该 点 而 
垂直 于 剖面 的 直线 。 | 

了 研究 静电 场 时 ,通常 研究 其 电势 (电位 ) 分 布 , 因为 电势 是 标 
是, 研究 起 来 比较 方便 ,而 且 一 旦 知道 了 电势 分 布 , 其 它 问题 如 电 
力 线 , 电 疹 密 度 等 都 可 迎刃而解 。 至 于 电势 的 分 布 ,在 没有 电 宵 的 
区 域 上 ,应 满足 拉 普 拉 斯 方程。 

平面 静电 场 的 情况 也 是 这 样 。 通 常 是 研究 其 电势 分 布 ， 而 这 
在 没有 电 共 的 区 域 上 应 满足 二 维 的 拉 基 拉 斯 方程 。 照 此 看 来 ， 某 
个 区 域 上 的 任 一 解析 函数 TC) m Go, y) ior y) 的 实 部 或 虞 部 


* 21,* 


t 


总 可 以 表示 该 区 域 上 某 种 平面 静电 场 的 电势 。 我 们 把 这 解析 函数 
岂 作 该 平西 静电 场 的 复 势 ,四 为 它 的 实 部 或 虚 部 就 是 电势 。 

为 倪 述 的 确定 起 见 , 不 妨 说 wz,3g) EBR, hR “ul, y) 
一 常数 "是 等 势 线 族 。 从 (5.1) 知 道 ,曲线 族 “o(z, ORE I WE 
TERR ula, y) = AR, Rm oa, y) = 常数 " 正 是 电力 线 族 。 
不 仅 如 此 ，v 的 值 本 身 就 具有 物理 
意义 。 取 定 两 点 A yB Ez 


y;), 任 作 一 曲线 联接 4 和 B( 图 4)。 XN E 
试 计算 穿 过 曲线 AB 的 电 通 量 (这 
其 实 指 的 是 通过 一 块 柱 面 的 电 通 B 
量 ， 这 块 柱 面 跟 我 们 所 研究 的 平面 图 4 
”相交 于 曲线 AB, 柱 面 的 母线 委 直 于 所 研究 的 平 而 ， 柱 高 为 1) 
n=|. E dis : 


曲线 AB 的 切线 的 方向 余弦 是 宇 n d£ UV. 所 以 法 线 于 的 方向 余弦 是 


3u Jy_ Har 
人 Ox ds Əy ds 


于 是 


_ [9u, 9u,._ [PW 2» 
N= | as | reete 
e [ 4o oC y) olang). 


这 是 说 , v(z,y) TE ALB PR PLC E 2E RUE AURILB PR CZ IRI 
穿 过 的 电 通 量 。 函 数 >(x, 幻 吗 作 通 量 函 数 。 由 此 可 见 ， 只 要 给 出 
` 复 势 , 就 不 仪 给 出 了 电势 分 布 , 而 且 还 直接 给 出 电力 线 族 的 方程 、 
225 


电 通 最 密度 并 从 而 给 出 电荷 密度 。 

同 理 ,在 液体 的 无 旋 流动 中 ,有 所 谓 平面 无 旋 液 流 。 由 于 没有 
涡 旋 , 速度 矢量 可 以 表 为 某 个 标 县 的 梯 谋 ， 这 个 标量 叫 作 速度 势 。 
借助 于 速度 势 就 把 平面 无 旋 液 流 问 题 表 为 平面 标量 场 问 题 。 在 没 
有 源 和 汇 的 低 域 上 ,速度 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 (参看 流体 力学 书籍 
或 本 书 8$ 31)。 因 此 , 某 个 区 域 上 的 解析 函数 

fizya, y) tiol, y) 

的 实 部 或 虚 部 总 可 以 表示 该 区 域 上 某 种 平面 无 旋 滚 流 的 速度 势 。 
解析 函数 fO) 就 叫 人 该 平面 无 旋 液 流 的 复 势 。 为 确定 起 见 ， 设 
eo, y) ER Jie $5, Wii Pu (n, y) — ECC" BL DERI un y) 
HAAR, iA BPHBORSBILIXEASBPIRZRZ 
过 的 流量 。 

同 理 , 在 物体 的 稳定 温度 分 布 中 ， 有 所 谓 平面 温度 场 。 均匀 物 
体 中 的 稳定 温度 分 布 满足 拉 普 拉 斯 方程 (参看 本 书 $ 31)。 因 此 ， 
某 个 区 域 上 的 解析 孙 数 f(z)=w(w, 拉 十 iv(z,9) 的 实 部 或 虚 部 总 
可 以 表示 该 区 域 上 某 种 平面 温度 场 的 温度 分 布 。 为 确定 起 见 ， 设 
(x,) 是 温度 分 布 ; 则 和 曲线 族 和 v(x, 四 二 常数 ”就 是 热流 线 族 ,v(x， 
9) 是 热流 量 函 数 ， 它 TUN PENA AEE MERT ATR 
AZ AE k. 

38 EDT m iR ER C € hR “u (zy) = 常数 ”和 
“v(x,y) 二 常数 ” 叫 作 等 温 网 。 

例 1 并 平面 上 的 解析 函数 

fG)22 = (zy) t i2xg 
的 实 部 和 起 部 分 别 是 
E y) =g? = y, 
.Uv(m,9) —2zy. 
5 用 虚线 描画 阳线 族 “w(z, y) — 1837, ARER EXE 
«23 * 


“(zx,9) 二 常数 ”, 后 者 包括 实 轴 和 虚 轴 在 内 。 

作为 平面 静电 场 看 ， 这 是 两 块 互相 垂直 的 很 大 的 带电 导体 平 
面 ( 实 轴 和 虚 轴 是 它们 的 截 口 ) 的 静电 场 , 实 线 是 等 势 线 , 虚线 是 电 
力 线 。 


一 DR 过 
TE 
6 

VE29 3E ei 7C Me CRI s Xo PA HE lg - eor ig doo, 被 ? 
轴 阻 拦 而 分 向 两 方 流 去 的 情形 , 实 线 是 流 线 , 虚线 是 等 速度 势 线 。 
例 2 已 知 平面 静电 场 的 电力 线 为 抛物 线 族 
六 二 0: 十 2cw%w (参数 o0) 
〈 见 图 6 中 的 虚线 ), 求 等 势 线 。 
R ”从 电力 线 方程 解 出 参数 ¢， 
ema I. 
BECHER] 0770, KRSR S, Bp 
—a RT c. 
TUB b oun S EAE e (s y) S EC, SOX BLU 
比较 , 似乎 可 以 得 到 
v(z,y) o —zxM a b y. 
但 这 是 完全 错误 的 ! 道理 很 简单 , "(z, 妇 必须 是 调和 函数 ( 即 满 呈 
拉 普 拉 斯 方程 )， 而 一 x 十 Mz? 十 更 并 不 是 调和 函数 。 这 里 只 能 说 
à v-F(0)  (t-—aluiy), 


te 24v» 


Jr FRA HBDEDSERSCOSR, MOEDDUIE EXXILA =% 
数 "同样 可 得 电力 线 方程 一 2 十 s b y^ c. 
现在 根据 v(%, 扩 是 调和 函数 这 个 条 件 来 确定 函数 F). 


Er Oz Zh 
AO -十 «ra : d 
=r Oirr TEER EP” 


1 f z — o 
一 (1) [vir | LP Oval jus 
同 理 ， 


a " r xi 
=r opa] ror ye 
MS 


z ; . 1 rF 
-| d+) =0, 


即 atat eI (DFP)=0, 
EG) 1 

亦 即 FO 2t 

积分 一 次 ， 
FG). 


于 是 求 得 
o—F(1) CT 40,- C, —ax A ad y! Cs. 
引用 $5 例 2 的 结果 就 求 出 
u—OC 2p cos S Cs. 
JA ifa ^8 354375 £278 


.25 «| 


C / 2p. cos A C, — Ht 


变换 到 直角 坐标 , 得 


g^-—c?--2em (c>0). 


这 世 是 抛物 线 族 ， 如 图 6 的 实 线 所 描画 。 这 是 一 块 很 大 的 带电 人 金 
RFRA KME CHR A HE y. 


读者 可 以 注意 到 , 本 节 只 是 任 取 某 个 解析 函数 , RENN eH 
写 什么 样 的 平面 场 ， 最 多 也 不 过 从 等 温 网 的 两 族 曲线 中 的 一 族 出 
发 阐明 所 描写 的 是 什么 样 的 平面 场 ， 因 此 具有 很 大 的 局 限 性 。 实 
际 上 更 重要 的 问 夺 是 针对 具体 的 平面 场 找 出 适当 的 复 势 ， 关 于 这 
个 问题 参看 本 书 第 十 七 童 保 角 变换 法 。 


a y t$ m 


3 P 


. Bat% fé) 2 1/(G 722-0, 试 描画 等 温 网 。 
.OBAmKOOK IS BOO" y/o — ROC ORA. 
、 已 知 等 势 线 族 的 方程 为 "z? ty = 常数 ”, REAA, 


.已 知 电力 线 为 限 实 轴 相 切 于 不 点 的 贺 族 , 求 复 势 。 
5. 


企 阅 柱 1s]=ER 的 外 部 的 平面 静电 场 的 复 势 为 1(z)  i2oIn (R/2), 


求 柱 面 上 的 电荷 面 密度 。 
6. 有 两 个 乎 行 而 均匀 带电 的 线 电 荷 , 每 单位 长 度 所 衫 电量 分 别 是 十 9 和 
—4 PERHE 26. 求 这 个 平面 静电 场 的 复 势 , 电 力 找 和 等 势 线 。 


+ 26 * 


第 二 章 “ 复 变 函 数 的 积分 
$ 7， 复 变 函数 的 积分 


设 在 复数 平面 的 某 根 逐 段 光滑 的 曲线 1 上 定义 了 连续 函数 
fco». 在 i 土 取 一 系列 分 点 zo (Bf S), Zis 225 V ZCBD dE 5, Im 
Laan ABE, 3648 —á BE ziz 上任 取 一 点 C mf E hid 


pe Zi). 
kel 


F noo i EAE EE ERER 2 BE, XA Tof BR Ue f C2 iit 
着 ! 的 路 积分 ， 记 作 [ fonus 


f fes lim DFE sz). (7.1) 
d vt eui 


把 zw 和 jf(z) 都 用 实 部 和 虚 部 表 出 ， 
2 一人 f(:)-u(z,q) iv(x,y), 


则 | feoda | wr de Gr gy i| os iode uos ydy. 


(7.2) 
这 样 , ns ERONCHO BA 2) Wf CLR EI PP o ERU ED 
DERRAMARE. [3 i Scoe ERE ER BL TI VE e FRU 
路 积分 成 立 ,例如 
1， 常 数 因子 可 以 移 到 积分 号 之 外 ， 
2. 函数 的 和 的 积分 等 了 各 个 函数 的 积分 之 和 ， 
3， 反 转 积 分 路 径 , 积 分 变 号 ， 


Q ZAR dris Sielts-voO. MIRI y 具有 逐 段 连续 导数 。 
> 27 » 


4. 全 路 径 上 的 积分 等 于 各 段 上 积分 之 和 。 
从 二 维 矢 量 场 的 角度 来 看 , 复 变 函数 的 路 积分 具有 鲜明 的 物理 意义 。 试 
把 «(z, y) fn —e(, y) HERRAN AQ y) 0 c HIE 4, M y 分 量 ALL 
WD y) =A, (ry),  —v(z, y) mA, (m, y). 
于 是 , AXAN PUO mu) tivit, y) m AL— 6A, 的 路 积分 


f foa m [da d 计 vat udy 
-f A da Ay il — A dz - Addy 


-| Ads *if A ds, 


b A, 和 如 分 别 是 矢量 A 沿 积分 路 径 切 向 和 法 向 的 分 量 ，ds 是 线 积 分 的 
曲线 元 。 这 是 说 , DD. 0119 135 2-187] 1.1.5.5 1-12 
相交 的 通 量 , 即 路 径 1 D R 


$8. HAER 


实 变 函数 线 积分 | wdx 一 wzy 只 取决 于 起 点 和 终点 而 限 路 径 


无 关 的 条 件 ,或 者 换个 说 法 , 它 沿 闭合 路 径 的 积分 为 零 的 条 件 是 偏 


导数 ELT IE BL 


m 3(—v). 
2 =0, (8.1) 


实 变 函数 线 积分 | vdz+wdy 眼 路 径 无 关 亦 即 沿 闭合 路 径 积分 为 
THREE Um DE 连续 ,而 且 在 闲 合 路 径 所 图 闭 区 域 上 
一 和 = o. (8.2) 


按照 (7. 2)， 以 上 这 些 条 件 也 就 是 复 变 函数 路 积分 | f(z) dz m 


. 28 。 


路 径 无 关 的 条 件 , dina $: f(z)4z=0 的 条 件 。 


条 件 (8.1) 和 (8.2) 不 是 别 的 , 正 是 科 希 -里 曼 方 程 。 由 此 得 到 
RARER: 回路 ! 所 国 闲 区 域 上 的 解析 图 数 f(z) 沿 二 的 加 路 积分 
$ Ta)dz=0， (8.3) 


"从 二 维 矢 量 场 的 角 庚 来 小 ， 科 希 定理 是 很 容易 理解 的 。 条 件 (8. 1) 就 是 
WE VxA-O, 因而“ 功 函数 "中 Ade 为 等 。 条 件 (8.2) 就 是 天 座 Y AO, 


BEA I 所 用 区 城 发 出 的 通 量 即 “ 力 线 " 数 外 ,4.4s =0。 陪 然 实 部 和 碟 部 才 
Et. BRIZG fid: RS. 


如 打 揽 变 函数 及 z) 在 菜 点 不 可 导 , 这 点 就 叫 作 f(z) 的 奇 点 。 
如 果 f(2) 在 某 个 奇 点 的 有 限 小 邻 域 上 (不 包括 该 奇 点 ) 是 解析 的 ，- 
这 样 的 奇 点 就 叫 作 瑰 立 冰点 。 例 如 点 a 是 函数 1/(2— a) 的 孤立 
奇 点 。 

试 考察 这 样 一 个 情况 , 复 变 函数 f(z) 在 回路 i 所 围 闭 区 域 上 
为 解析 的 , 但 要 除去 菜 个 孤立 奇 点 。 在 这 情况 下 , PEEM (8.3) 
未 必 成 立 。 设 想 把 这 个 奇 点 和 它 的 小 邻 域 
—Ae ERG 这 就 形成 某 种 带 “ 孔 ?的 区 域 (图 
7), 所谓 复 道 区 域 ( 与 此 相对 照 ,不 带 “ 孔 ” 
的 区 域 则 呀 作 单 通 区 域 )。 EENE 4B 连 
接 外 境界 线 ; 和 内 境界 线 41, 这 割 线 把 复 
通 区 域 变 为 单 通 区 域 ,而 在 这 单 通 区 域 上 ， m7 
HOT DNE 可 以 引用 科 项 定理 (8.3)， 

f(Ddz--0, 
ABCDBAB?FA 


a f, fon. fcis |, fa)as+ d fa)dz=0， 


a 29 è 


在 内 外 境界 线 $81 EDBIO 7I ISO, 2 SUB SE SK br RS Br 
248 的 积分 跟 沿 BA 的 积分 相 消 , 科 和 希 定理 成 为 


$ KOLER f(z)dz-0. (8. 4) 
HI t É 


通常 这 样 规定 境界 线 的 正方 向 , SARERA AE, EE 
保持 在 人 的 左边 。 例 如 (8.4) 的 内 外 境界 线 上 的 积分 帮 是 沿 着 正 
方向 进行 的 。 我 们 约定 ， 凡 沿 正方 向 进行 的 回路 积分 今后 不 责 卫 
箭头 标明 方向 。 这 样 , 科 希 定理 (8. 4) 就 写成 


$ fcis $ fv :dz20, (8.5) 
i H) 


沿 内 外 境界 线 正方 向 积分 和 为 零 。 其 实 ，(8. 5) 也 可 以 看 作 就 是 
(8.3), 只 是 要 把 (8.3) 的 【理解 为 包括 所 有 的 境界 线 。 
把 科 希 定理 (8, 4) 左 边 第 一 个 积分 移 到 等 号 右边 , 得 


$ fox - $, faiz, 
即 
$ fons b foe (8.6) 


沿 内 、 外 境界 线 逆 时 针 方 向 积分 相等 。 
很 容易 从 单个 误 立 奇 点 推广 到 有 限 个 孤立 奇 点。 把 每 个 奇 点 
和 它 的 小 邻 域 一 一 挖 掉 ， 就 不 赴 一 条 内 境界 线 而 是 有 多 条 内 境界 
线 ,(8.5) 和 (8.6) 仍 然 成 立 ,只 要 把 11 理解 为 所 有 的 内 境界 线 。 
总 结 起 来 , 科 希 定理 说 的 是 
1， 闭 单 通 区 域 上 的 解析 函数 沿 卉 界线 积分 为 零 ， 
2， 闭 复 通 区 域 上 的 解析 函数 沿 所 有 内 外 境 界线 正方 向 积 
分 和 为 零 ， 
8. ADER LAITE CL PROBE RETE 
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等 于 沿 所 有 内 境界 线 逆 时 针 方 向 积分 之 和 。 

及 科 希 定理 又 知道 ， 对 于 某 个 闭 单 通 或 闭 复 通 区 域 . 上 为 解析 
HAR, 只 要 起 点 和 终点 固定 不 变 , 当 积 分 路 径 连 续 变形 (就 是 说 . 
不 跳 过 “ 孔 ”) 时 ,函数 的 路 积分 的 伪 不 变 。 

Büfgit y — 173 3E 8L, 即 回 路 积分 

$e (8.7): 
in feli RADER a, 则 被 积 函 数 11(z 一 a) 在 i 所 围 区 域 上 . 
是 解析 的 ,按照 科 希 定理 ， 回 路 积分 (8.7) 为 堆 。 这 里 需要 讨论 的 
是 回路 上 包 国 点 a 的 情况 。 | 

在 所 围 区 域内 部 ， 以 点 c 为 圆心 作 一 个 r 
MM (图 8)。 按 照 科 项 定 理 ， 

ES d(a 4- Re‘) 


:2—a =$ ut a Re'* D 
e 2? iReUdo _ 


sj Rer if dida: 


这 样 ， [ NE 

1 dz (0 GRAM a), 

sí E aM a). UY 
辣 样 还 可 以 证 明 

$ Ca—a)"dz=0 (Eg ne — 1). (8.9). 


《8.8) 和 (8.9) 很 有 用 ,从 它们 可 以 引出 一 系列 重要 内 者 果 ,例如 下 节 
的 科 希 公式 以 及 $ 16 的 留 数 定理 。 

从 二 维和 关 量 场 的 和 角度 来 看 , (8. 83) 具有 鲜明 的 物理 意义 。 考 虑 一 维 静电 

场 ,在 点 ax 一 % 十 刘 有 电量 为 ze 的 点 电荷 (二 维 静电 场 的 点 电荷 共 实 是 一 种 ， 

* 31 e 


三维 静 电场 中 的 线 电荷 ), LL LS. 


pm 
tU (z—-ay Fa oM 


Els M ; 
Gy-Mu-ig-pr VARMA 


1 z—a y—b 


z—a (x—o)'t(y—b)! NI E GS b)? 
正好 跟 这 个 电场 强度 对 应 。 既 然 电场 强度 是 无 旋 的 , $ Eds=0. iR 1 不 


UM a, MUERE. Eds EIP WEI 包 图 a, 则 电 通 量 应 为 3r， 因 此 ， 
AMA 
z$ Ecl paid na] 


2ail, 3—a Zmi 
ap ane 
0(1 PuMa). 


§ 9， 科 希 公式 


设 函 数 f(z) 在 以 1 为 境界 线 的 闭 区 域 上 为 解析 , 点 a 为 区 域 
:的 一 个 内 点 。 由 (8.8) 显 然 有 


mas LEITET 2zi Boha, e 


我 们 将 证 明 (9. 1) 积 分 号 下 的 了 a) 可 以 换 作 fz)， 为 此 ， 只 十 证 
L 


$, Fo-fe- 0. (9.2) 


仿照 图 8, 以 点 为 圆心 作 一 个 半径 e 很 小 的 圆周 C.， 把 CL ERR 
ERER. TELA C, 和! 为 内 外 境界 线 的 闭 复 通 区 域 上 , 复 变 函数 
[f(z) 一 f(a)]1(z 一 a) 是 解析 的 。 按 照 科 希 定理 ， 


$ ero icio Io» La) an, 
Os 
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左 进 的 积分 跟 e 的 大 小 无 关 ， 所 以 右边 的 积分 实际 上 也 不 依赖 于 
e 的 大 小 。 试 对 右边 的 积分 值 作 一 估计 : 
$, ir 1G)- a3, «maxifcz) Sla) loge, 

& 


这 里 max1f(z) 一 f(a)| 指 |f(s) 一 f(a)|l 在 C,. 上 的 最 大 值 。 令 - 

. e-90,B810 C, jr a. CT fCGORESTE f 0 fCK)0, i 
max|f(2) —/(a)|0. 

于 是 


0 


f(2) -f(a) 
Ce 2 一 六 


z -lim2zmax If(2}— fla) =0. 


前 已 指出 ， 这 个 积分 本 来 并 不 依赖 于 e 的 大 小 ， 可 见 它 根本 就 是 
零 。 这 样 ， 我 们 就 证 明了 (9.2)， 可 以 把 (9.1) 积 分 号 下 的 fc) 换 
作 f(z)， 


du MONS (9.3)- 


1 3 一 下 


这 叫 作 科 着 公式 。 只 要 知道 解析 函数 f(z) 沿 境界 线 ! 怎样 变化 ， 
科 希 公式 就 把 该 解析 函数 在 任 一 内 点 a 的 值 f(a) MERRIE 
的 回路 积分 表 出 。 这 不 奇怪 ， 因 为 解析 函数 在 各 点 的 值 并 不 是 莪 
立 的 ,而 是 通过 科 希 -里 曼 方程 互相 联系 着 的 。 从 物理 上 说 ， 解 析 - 
函数 紧密 联系 于 平面 标量 场 ， 而 平面 场 的 边界 条 件 决定 着 区 域内 
部 的 场 。 

因为 a 是 任意 取 定 的 ,所 以 通常 把 a 改 记 作 z, 积分 变数 刘 改 
用 表示 以 免 混 淆 。 于 是 , 科 希 公式 (9,. 3) 改 写 为 


TCD)= 于 中 fae. (9. 4)- 


上 式 的 ?为 区 域 的 内 点 ,积分 变数 2 则 在 区 域 的 境界 线 上 ,所 
以 “一 5 不 会 等 于 替 , 从 而 被 积 函 数 是 处 处 连续 的 。 因 此 ， 可 在 积 . 
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-分 号 下 求 导 , 得 到 一 阶 导数 


fG)-35$ dla 2 E 


RIEKIE, n iF 


E =i "1 aes 


-9.5) 也 加 作 科 着 公式 。 tm, 解析 函数 的 任意 阶 导 数 部 存在。 
- 换 句 话说 ,在 某 个 闲 区 域 上 , 复 变 函数 只 要 处 处 都 有 一 阶 导数 ， 也 
就 处 处 都 有 任意 阶 的 导数 。 由 此 可 见 ， 复 谈 冰 数 的 可 导 是 个 很 严 
格 的 要 求 , 这 是 在 $4 介绍 导数 定义 时 就 已 指出 的 。 

科 钙 公式 还 可 以 推广 到 无 界 区 域 的 销 况 。 设 fO TERIBR LV 
外 的 无 外 区 域 上 为 解析 ,再 加 上 条 件 lanf(2) 一 0, 就 有 科 和 项 公式 


dt. (9.5) 


1 £ f 
fa) d$. fae. (9.6) 


(9.6) MEDEIA 三 顺 时 针 进 行 的 。 对 于 ?以 外 药 无 界 区 
域 米 说 ,这 个 方向 是 正方 向 。 

以 下 吓 科 项 公式 的 两 个 推论 。 

RERE 设 J(z) 在 甚 个 闭 区 域 上 为 解析 , 则 | 了 Cs) | AREER I 
IRRA. : 

WE HAKE] 应 用 科 希 公式 ， 得 


Ur ou. UG at (9.7) 


EIHGILSES IRI E MISI HERED ð THRA s, WAO.) 
可 估计 出 


1 M' 
2s à ^ 

NT 
dg Ico a z) 
5 n-3oc, 即 得 


~ e 


lHf(z) | «M. (9.8) 
AERE T BOR URBL, (9.8) EUR 4 f(z) 为 常数 时 才 适 用 等 导 。 
刘 维 定理 各 f(z) 在 全 平面 上 为 解析 ， 3EB Ef RERO PC | NL WU 
FN 必 为 常数 。 
证 Xf GO RD FH AL 


fa p . (9.9) 


以 2 20 BO (E 3E 4£225 RONA, 拿 这 阿 周作 为 C, 可 从 (9.9) 估 计 出 


If Ge Ere. e (9.19- 


号 是 任意 选 定 的 , THE Ro oo, 于 是 从 (9. 10) 884m 
Cf'i)mo,. 
DI f(z) 等 于 常数 。 


L E Jud Vr, a) menn 把 z 当 作 参 数 ， CU RJDENG W 
应 用 科 希 公式 把] 表 为 回路 积分 。 
对 回路 积分 进行 积分 变数 的 代 换 + =-.z, 并 借以 证 明 


oy 
8t* PET 


(本题 的 V Cc, c JE JURE RAO E RUE, 见 附录 十 七 。) 
2. BRER V (2) e eio70/0—1). Ea MERI, IL SA 
复 变数 , REMRAAREZE] 。 表 为 回路 积分 。 
对 回路 积分 进行 积分 变数 的 代 换 t= Go jc, 并 借以 证 明 


p 
ai" M 


《本 是 的 V Cr, a) Je IR RACE ERE, 见 附录 十 八 。) 


-(— Der en Y 


d* , 
meras nte 5), 
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第 三 章  TRREOBUROGT 


读者 已 经 熟悉 实 变 函 数 展开 为 恤 级 数 , 那 是 很 有 用 的 。 例 如 ， 
截取 和 痪 级 数 的 前 面 有 限 项 可 作为 函数 的 近似 表达 式 〈 项 数 取决 于 
要 达到 的 近似 程度 )。 又 如 ， 当 微分 方程 往往 可 用 级 数 形 式 解 出 。 
本 章 研究 复 变 函 数 的 千 级 数 展开 。 


$10. MRR 
设 有 复数 项 的 无 穷 级 数 
Zv, =w Hw d eepto, -H e, (10.1) 
它 的 每 一 项 都 可 分 为 实 部 和 虚 部 ， 


W, =u Tév,. 


WA, (0.1) fii n Hif wo 2c 25279 从 而 
- 1 hai 


lim Dw, 一 lim Dun + ilim Sv, 3 
MM TE a7 bel n humi 
XR RHES DEI C10. 1) 的 收敛 性 问题 就 归结 为 两 个 实数 项 
-Hk | 
Eu 5 S, (10.2) 


hej h-1 
:的 收银 性 问题 。 于 是 ， 实 数 项 级 数 的 许多 性 质 和 规律 常 可 移 用 于 
复数 项 级 数 , 现在 列举 一 些 如 下 。 
科 希 收效 兰 据 成 立 。 这 是 说 ， 复 数 项 级 数 《 10.1) 收敛 的 充 
:分 必要 条 件 是 ,对 于 任 一 给 定 的 小 正 数 e, 4n N TEE, 使 得 aN 
e 36 + ' 


时 ， 


5 mj<e, 
à k=s+1 
AB POEEGEXN. | 
如 果 复 数 项 级 数 (10. 1) MHR GE E P CO HR RC RC. 
Ele SNET, (20.3) 
bui bai 


收敛 , 就 把 复数 项 级 数 (10.1) 叫 作 绝对 收效 。 绝 对 收敛 的 复数 项 、 
级 数 必 是 收敛 的 。 绝 对 收敛 级 数 备 项 先后 次 序 可 以 改变 ， 其 和 并 - 
不 因此 改变 。 

SR 


E Pa 5 三 q,» (10. 4} 


je T9 HRS, A 
Pili (pg tgi) t (uds - poti pagi) 4-9. (10,80). 
《10.5) 也 是 绝对 收敛 的 ， 而 且 它 的 和 就 等 于 (10. 4) 那 两 个 级 数 的 . 
和 之 积 。 
”特别 讨论 复 变 项 级 数 


Sew,z) =202) was) + tt — (10.6) 
h=l 


它 的 各 项 是 z 的 函数 。 如 果 在 某 个 区 域 B( 或 某 根 曲 线 1) 上 所 有 
的 点 ; 级 数 (10.6) 都 收 有 化 ;就 叫 作 在 BOR D Eck. ESFERA 
据 , 复 变 项 级 数 (10.6) 在 B( 或 D. ECOSSE VERE, EBE 
(或 1) 上 各 点 z, 对 于 任 一 给 定 的 小 正 数 e, VA NEE, 使 得 
n—N()BM, 


5 ma) 


bw»a*l 


«e, 


s-37 >» 


Rpr AEREEK MENRE, REALTA RNE 
B( 或 D 上 一 致 收 北 。 | 
TE B -— $c Bin Ar TETUR c9 49 — L3 B E (5 36 HE HR 
数 , 则 级 数 的 和 也 是 马上 的 连续 函数 。 
在 1 上 一 致 收敛 的 复 变 项 级 数 的 每 一 项 都 是 1 上 的 连续 函 
数 ， 则 级 数 的 和 也 是 4 上 的 连续 函数 ， 而 且 级 数 可 以 沿 ! 逐 项 
积分 。 
如 果 对 于 某 个 区 域 8( 或 曲线 1) 上 所 有 各 点 :， 复 变 项 级 数 
10. 6f) 4 AIE 1o, Co) | m, 而 正 的 常数 项 级 数 
Em, 
k=l 


收敛 , 则 复 变 项 级 数 在 B D) E508) H.— Scl Sc. 


$11. FRA. 
本 节 专 门 研究 这 样 的 复 变 项 级 数 , 它 的 各 项 都 是 等 函数 ， 


Dalz)’ =a taz) tazze (11.1) 


其 中 Zos 00,01,02, 7t BER o PERRE ERA za 为 中 心 
HERR. ， 2 
试 考察 出 (11.1) 各 项 的 核 所 组 成 的 正 项 级 数 
[a + 101112 zol + jaz] 12— 26] t lal 12— zolte. 
: (11.2) 
应 用 正 项 级 数 的 比值 判别 法 ( 达 朗 他 判别 法 ) 可 知 , 如 果 


lim 1222] 12—2,|**! —]lim O1 
zao Ia] |z— zol* 5e |. Gy 


|2— 2o] «1, 


9 (1. 2)8696, BEC11. 1) £o ak, STA R, 
*343 s 


R=lim 


itm 


2- ; (11. 3) 
0,44 


RTU 
3035 12— sl «Re, 则 (11.31) 绝 对 收 敏 。 (11.4) 
- 另 一 方面 , WEll 5, WILLS CRI RR 


- Lad! 
AT 
这 是 说 ,级 数 (11.1) 的 相当 后 面 的 项 的 模 越 来 越 大 , 因而 必然 是 发 
. 散 级 数 , 即 
20 8Iz-x B, MULDER fX. (11.5) 

以 zo 为 回 心 作 一 个 半径 为 的 圆周 Ca， 从 (11.4) 和 (11. 5) 
- 知道 , 震级 数 (11.1) 在 圆 的 内 部 绝对 收敛 , 在 加 外 发 散 。 这 个 阅 因 
测 叫 作 圭 级 数 的 收 剑 贺 ， 它 的 半径 则 电 作 收敛 半径 ， 收 各 半 径 由 
(11.3) 式 给 出 。 至 于 在 收 合 固 周 上 各 点 ,震级 数 或 收 化 或 发 散 , 需 
要 分 别 具 体 分 析 。 

对 于 正 项 级 数 (11.2)， 除了 比值 判别 法 以 外 ， 还 可 以 应 用 根 值 
:判别 法 


如 tim Ta [iz s ]* «1, WI. 2), (11. D 8 c0 


in lim Y Ja, ] Iz— z |^ 77 3, MOL 1) 2230 85 881 mR. 
XH, R ids icd 


Rlim 11.6 
im 了 PT (> ( ) 


所 请 “加 的 内 部 ? 指 的 是 比 这 个 加 稍稍 缩小 一 些 的 闭 区 域 。 因 
此 ,以 和 为 圆心 作 一 个 半径 站, MEF ROR Cr Æ Cs 所 
HihSPIBUE E, WC. Died REDI la C 2)! I ls LR. 
对 正 的 常数 项 级 数 


. 395 


D lalki 
kag 


应 用 比值 判别 法 ， | 
Lac x ru 


这 个 正 的 常数 项 级 数 收效。 按照 上 节 最 后 一 段 ， 和 这 是 说 ， 署 级 数 
《11.1) 在 收敛 国 的 内 部 不 仅 绝对 而 且 一 致 收 全 。 

B1 GERE LHRH PHP UAE, (9L 
变数 。 | | 
”和 解 ” 本 例 所 有 系数 4, =1， 应 用 (11.3) 求 收敛 半径 


R= lim ee -Im|1| 21. 
ke 


ke | By41 
因此 , KAELA £— 0 为 更 心 而 半径 为 1， 收敛 贺 的 内 部 可 以 表 为 
UCS 


Xxx 本 例 是 几何 级 数 ， NT í ,所 以 前 项 的 和 


nl 
> "ESI ži 
Z- 1-1 
dul t1 «cL, 则 | | 
n 1- ="! L 
lim ry ge 1 


这 是 说 ， ERKAMA, 5 309 029 1/(1— 0), 


DECR e Pd C1£]1 1). (11.7) 


$02 RERE I— 212 253 BSUESEIRL c 为 复 变数 。 
w**odEzdnbtn psi SE BL tHe REH 
为 +1 和 一 1。 应 用 (11， 3) 求 平面 上 的 收敛 半径 


Gs 


R=1i lim "XR =4, 


bc 


m 


E 
这 样 , cOERL ER BOR Bo V 百 亦 即 1 收敛 加 的 内 部 可 表 为 
42] «1. 
其 实 , 本 例 也 是 几何 级 数 , 公 比 为 一 4。 在 |z|<1 的 条 件 下 ， 
咨 易 求 出 这 个 几何 级 数 的 和 为 17(1 十 22)， 


EP TE FINEM IM 
1—2354-:*— 25 - = 了 IT 二 页 131 一 1)。 (11.8) 


PREL 1) feu SEI P3 BAR EE. RA, ER, E 
EARMA 0;, 上 一 致 收效 。 因 此 ， 它 可 以 沿 Cr 3€ 
项 积分 。 为 了 应 用 科 希 公式 (9, 4)， 把 (11， 1) 的 z 改 记 作 &, 并 把 
级 数 的 和 记 作 w, 


w(5)-eta(£—z)ta(f—z)H-4. (11.9) 
BUE 2, MERAN r i 1.9), 
A w) 
Zai ~z 
1 a , 1 al-z) 二 z l 92(6—40) |. 
=mil —2 2a -rz ni i—z : 
这 级 数 仍 然 在 Cr, 上 一 致 效 敛 ,可 以 沿 "ái 逐 项 积分 ， 
1 we) gr 


Zai On, =z 


me 2o 7 1 E— 
"ij. £4 Ut». à; di 


£—3 
z, SZ. 
2x$ =z 


加 涵 数 在 开平 面 上 是 解析 的 ， 上 式 右 边 备 项 可 以 分 别 应 用 科 希 公 
式 (9.4), 得 


* 


. 4] +% 


PU, es E zu ede = —ay- aia —2)) 十 G2(2 一 —n)yue 
ni Chi j t 


这 是 说 , SERUÉCCLL. 1) 的 和 可 以 表 为 连续 函数 的 问 路 积分 , 而 连续 
获 数 的 回路 积分 可 在 积分 号 下 水 时 任意 多 次 ， 亦 即 是 解析 函数 。 
这 梯 , 客 级 数 的 和 在 收敛 贺 的 内 部 是 解析 函数 , 在 收敛 贺 内 不 可 能 
TIE o o 

(11.8) 给 出 乔 级 数 1 — zh e! 284 的 和 是 1/ (0104-2), 这 个 和 具 行 


MFR EUNSUEREMTNN EE: xk STEUAR RITES 
ACETA 1 BAM. ' 


如 果 限 制 在 实数 领域 里， 《11.8) 就 成 为 


1 
lattest mm (zl<bD: 


|e} 91 ræt ERE, 条 件 1e| ct AFH 么 容易 理解 
了 。 
MINI o eiim. .9), 
ni w(£) 
2zi (£—2)y! 


-i ai acm 
2ni Ka 2zi ($-—z)"*! 


n! as(6£—2)* |... 
SM : 


Ht iB Cu, 逐 项 积分 并 应 用 科 希 公式 (9.5) 得 
w'?(2)— [as]? - LaiCz 29) "+ arla — 25)? + 
KEN AUN IEIUCICBUA T DUE TCR SERE f K. 


因为 收敛 回 的 内 部 是 单 通 区 域 ， PLA TER BEE A ONS 
以 逐 项 积分 。 


请 读者 自己 验证 ， NBOYUESARN EROR IGAR 
e 42.- 


3 HH 
i, gi OIL DXNDKSS, RBS E Octa, DECR UE AUR 
GET dU Macr des 


2， 把 图 级 数 (11. 1) 逐 项 积分 ， — 挫 此 蛤 证 还 项 积 
分 并 不 改变 收敛 类 径 。 


3. RCF PU TEZRRE SUC ARI, 


(1) Ei- (2) CP em (s —2)5, 
b-i k-t 
/sb ~ ry 
o 2X1). wv Zefi). 


(5) 9k G-3*. 


bai 


4. E MER D T t i Dbz (oie o oy gl & R, M Ra 求 下 


kump k= 
FINA NO Dc 5 
a) Ss hor, (D $a b», 
k-0 Ke 
(3) Dab, ^w (Q0 xe Q, £0). 
ke-0 bag 
$12. SAN. 


TUE, HEREDLE SERO ERO Xe ATIRA RDA 
数 。 既 然 解析 函数 的 任意 阶 导 数 都 存在 ， 自 然 可 以 期 望 把 解析 函 
数 展 为 复 变 项 的 泰 勤 级 数 。 这 果然 很 容易 作 到 ， 欠 要 把 解析 函数 
用 科 希 公式 (9.4) 表示 ， 并 把 公式 中 的 1/(6 一 2) MICA 
就 行 了 。 


* 455 


设 复 变 函 数 f(z) 在 点 zo 的 邻 域 
上 是 解析 的 ,以 zo 为 攻心 ,以 zo BRE 
邻近 的 奇 点 之 间 的 距离 互 为 半径 作 贺 
€, (图 9)。 现 在 期 望 在 这 个 圆 的 内 部 
把 (2z) 展 为 泰勒 级 数 。 

为 了 避免 涉及 泰勒 级 数 在 圆周 
Ca 上 的 收 敏 或 发 散 问题 ， 又 把 Cs 稍 
DTP p DNE DE PE. m 
(9. 4), 


| Kon 
fae e p (12.1) 


接 下 去 的 工作 是 把 1/ (6 一 x) 展 为 矫 级 数 。 考虑 到 展开 式 应 
DEG dian: om 


1 
pa -ER ya" PM 4. IER 
i—fi-a 


wt ?7 比较 ,可 知 
cix (ene) 


E 一 20 


把 这 代入 (12.2) 得 


1 (z— 25 )* (G-5)» 
gaT s ES ue 


Xjf(12.3)/&A (12. DHAMBI, 


f(z)= Ea) zx. qiia. 


根据 科 希 公式 (9. 5), ERRE zo Api Pa Eh o E 
* 44 + 


fo) S 09 a cay 12 一 201 <B). (12. 4) 
Ke 


MUPTLPILDIDITUEE D ME LG LOL "E 
为 中 心 的 不 同 于 (12. 4) 的 泰勒 级 数 


fo - $1G-s)*, (12.5) 


就 应 当 有 


a, T a,(2 —5,) Fa, (a 729)? t 


afe) + 09 ee-e) + Ase) Ges na (12. 6) 
在 (12. 6) 中 令 cz, 
fo = fin). 
把 (12. o9, 然后 令 imnV dd 
-Le 


把 {12. 6) 再 求 导 一 次 , PUR e omn HM 
"ETC 
21 - 
照 这 样 作 下 夫 , BUR IUE JR C12. DARF OZAR. 
”上 节 已 经 证 明 等 级 数 的 和 是 解析 函数 ， 这 里 又 证 明 解 析 函 数 

可 以 展开 为 唯一 的 素 勒 级 数 。 由 此 可 见 ， SERERE 
着 不 可 分 的 联系 。 

例 1 在 有 =0 的 邻 域 上 把 f(z)=e' 展开 。 

解 函数 1z)=e’ 的 各 阶 导数 (4) 二 e', 而 

f f^Go) =f(0) =1. 

按照 (12, 4) [81H e f£ 2,20 的 邻 域 上 的 泰勒 级 数 


emt ith DU cix He TE 


e 4$ > 


应 用 (11.3) REDE TEDAR BRECOCIHECD CRUCE 
说 , 只 要 2 BARK, PPRA. 7A. i 

(52 在 zo=0 的 邻 域 上 把 fila) sinz 和 fa(z)= cosa 
展开 。 

WR HUE fio sinz 的 前 四 阶 导 数 是 有 (2z)= cosz, filz) 
= — sinz, f(9 (2) — — coez, fiH (2) &sinz, 5X fi GOIER fa) 
本 身 ,可 见 更 高 阶 的 导数 不 过 是 前 四 阶 导数 的 重复 。 

在 2,—0, filz) 和 前 四 阶 导数 的 值 是 fC0)=0，f(0)=1， 
fi (0020, fi0)— —1, fi*(0) 20. 

3 ER (12. 4) 9] E H4 sinz 在 2,—0 的 邻 域 上 的 秦 惑 级 数 
zo osx E ATP (12. 8) 
11:31 51 71 
应 用 (11.3) 求 得 这 个 泰勒 级 数 的 收敛 半径 为 无 限 大 。 
同 理 可 得 cosz 在 2,—0 的 邻 域 土 的 泰勒 级 数 

£2 gå 5 
cosz=l1- 5t Git。 (12.9) 


应 用 (11.3) 求 得 这 个 泰勒 级 数 的 收敛 半径 为 无 限 大 。 

例 3 在 x4=1 的 邻 域 上 把 f(z)=lnz 展开 。 

€ SERR fmn 的 支点 在 :=0， 现 在 的 展开 中 心 
zs =] 并 不 在 支点 。 从 里 轰 面 的 构造 容易 看 出 , 在 不 含 支点 的 区 域 
上 ,各 个 音信 分 支 是 独立 的 ;各 自 是 一 个 单 值 函数 。 


ginz- 


先 寺 算 展 开 系数 : 
fz) =1nz, FO :In1 二 rn2xi (n 为 整数 )， 
foL f'a)-45 
f'Gy- -全 f'ü)»-15 
Fae . JP 


. 46 * 


feG)-- j*a)--35 
TERRO OKH Inz 在 z;—1 的 锁 域 上 的 泰勒 慌 数 
Ins=lnl+4 (D+ (1) 


TgCG-D EA 3 G-1i jiha 


. 2 Ch (2—1)3 
z5n2z$4-(2 1) reque quu 
C21) 

4 


FUNUGLELUTEITITDTITTINT. 


nen a "em. 4 
MEC 25: E-D? w (2 zd " 


E IL 


Inzzn2zi-4-( 


(21-0. — 2.10) 
f (12.10) 的 洗 多 单 值 分 支 申 ，r=0 的 那 一 全 则 作 nz 的 


xk. 


$04 在 zo=0 的 邻 域 上 把 f= Lor 2? 展开 (n 不 是 整 


数 )。 


BO PEAR fO TO r2" 的 支点 在 2=: 一 1, 现在 的 展开 


中 心 ?=0 并 不 在 支点 。 
先 计算 展开 系数 ; 


fD =d+)", . fO 
JG) =m(1 4z)! [Í(0-ut 
TE TC i 


f'"(2)5m(im—1)(142)7? F'O) 2 n(m- 1)1*5; 


mim-— 1) 
TT (14 ürzji 


f?«(z) fco) 


|. m(m — 1) (m—2) 
TA (142)? fi» 


LIII M 2 2Ó2 2Ü 2 Ü12 Q1 Q1l""^hl^l^l IJ 


于 是 按照 (12. 4) 可 写 出 (1 十 z)" 在 8, —0 HMR Ei e RC 
(132)"-—1* tni d Diez 


—qmí(m-—1)(mn—2)1"r 


min 71) (m2) n 如 一 2) 1*2354- s.. 


Trenes Da 


按照 (11. 3) 可 求 得 这 个 泰勒 级 数 的 收敛 半 径 为 1, 因此 


orae (pa mo Da 
m(m— 1) (m—2) 
um on Ses] 


(2]—1). — (02.11 
式 中 的 
1"— (ei"2)"— pinos (n 为 整数 )。 
在 (12,.11) 的 许多 单 值 分 支 中 ，#=0 亦 即 1"=1 的 那 一 个 味 
作 (1 十 2)" 的 主 值 。(12. 11) 也 就 是 指数 为 非 整 数 的 二 项 式 定理 。 


3 HH 
在 指定 的 点 sv AER Ed FAL BUR TE HRK. 
(1) aretgs ££ s, =0, ORAT GI 
(3) lar Ermi, (4) XY: 
(5) ew 07? dg s, m0, (6) ln(L--e?)£ 1,0, 


(0) 02" {E 2,20, (8) sin?z 和 eos?z 在 n=). 
9 48 * l i 


§ 13， 和 解析 延 拓 


细 看 (11.7), (11. 8), (12. 10) 和 (12.11) 几 个 式 子 ， 这 些 式 子 
后 而 的 插 号 里 注 明 成 立 条 件 。 假 如 取消 所 注 的 条 件 ， 则 等 号 两 边 
并 不 完全 是 一 回 事 。 例 如 ，(11.8) 的 左边 是 朝 级 数 1 一 2 十 2 
一 下 十 …, 它 在 单位 网 |z| 二 1 内 部 收 化 ,其 和 是 解析 函数 ,但 如 超 
.出 单位 加 ， 级 数 就 发 散 而 无 意义 ; 右边 是 A++), CERE 
aci 的 全 平面 上 是 解析 函数 。 这 样 , 我 们 有 了 两 个 函数 ,其 一 
fi»Dz1-zi4i*—à49m«e (dzp«eD (13. 1) 
:在 一 个 较 小 的 区 域 上 是 解析 函数 , 另 一 


FG) (Bk 5 二 七 让 以 外 ) (13. 2) 


别 在 含有 上 述 区 域 的 一 个 较 大 的 区 域 上 是 解析 攻 数 ， 并 且 两 者 在 
.那个 较 小 的 区 域 上 等 同 。 

于 是 就 出 现 这样 的 问题 : 已 给 某 个 区 域 b5 上 的 解析 函数 
f(z), 是 否 能 找 出 另 一 孙 数 FG, CESARE 的 一 个 较 大 的 
rg B LERRA MEZER’ 上 等 辣 于 了 (z)? kA 
作 解 析 廷 拓 。 简 单 地 说 , 解析 延 拓 就 是 解析 函数 定义 域 的 扩大 。 

从 原则 上 说 ,解析 延 拓 总 可 以 利用 泰勒 级 数 进行 。 具 体 地 说 ， 
选取 区 域 六 的 任 一 内 点 2o, dE z 的 邻 域 上 把 解析 函数 (zs) 展开 
AMARE. Anguxa d a CSEIRU — 8523818 5 25h, 
解析 函数 f(z} 的 定义 域 就 扩大 了 一 步 。 这 样 一 步 又 一 步 , 定义 域 
逐步 扩大 。 

利用 泰勒 级 数 进行 解 术 延 拓 虽然 是 个 普遍 方法 ， 但 具体 用 起 
来 计算 很 繁 ， 所 以 通常 总 是 尽量 利用 一 些 特 殊 方法 ， 例 如 (13. 2) 
.就 是 (13.1) 的 解析 延 扩 。 不 管用 哪 种 方法 进行 解析 延 拓 都 可 以 ， 

。4。 


因为 解析 延 拓 是 唯一 舶 .关于 这 个 唯一 性 ， 下 而 给 出 简单 的 从 
Uto nuc 
OLI ob LiiR H 
两 PRAE ERS A 
域 志 的 一 个 绞 大 的 区 域 互 上 ， 假定 从 
通 秋 方 法 得 到 的 解析 国 数 是 不 同 的 ， 
2r 99 F1CO 3 Fla. EKR b 上， 
Fio) E)K AEF F), Vm 
Fitz) 一 Fi) f£ b RAMA, iX 
Tí. eR E FL C2) — Fo Co) EE B. ER fg 10 
Apr eR MU BJE AE, (EDO B i—i PDC 5 EAE. 
处 处 为 零 (图 10)。 选 取 的 境界 线 上 一 点 zo， 图 中 用 虚线 标明 
. Ao 的 -个 邻 域 ， 这 邻 域 的 一 部 分 c HUP b, 5) R a F 
6. 于 基 , 按照 上 述 假 定 ， 尔 数 玉 (2) 一 Fa(z) 在 w 上 处 处 为 零 ,在 
8 上 并 非 处 处 为 等 (否则 就 把 8 并 入 5)， 以 zo 为 中 心 把 解析 函数 : 
Fi(2) 一 F(z) 展开 为 奈 勒 级 数 
Fi(2) —F;(2)-ac-tai(2— 29) -az(2— z)? 
t - d a,(z—2zy)* * n. 
设 这 些 系数 中 第 一 个 不 为 零 的 是 a,(m TARK), RIT 
Fe) —Fi(2) 42 5)" La, 8, (2 20) 
(00 ckaQa(2— 29)* 4- 41. (13.9 
对 于 点 2o 的 紧邻 ?而 言 ， 1 一 z,! 很 小 ， 因 而 (13.%1 的 [ PRA». 
为 最 重要 , Bü Ca, "Fa, (2 29) -十 anta(z 一 20) 十]~ams 从 而 
Fi(z) —F;(2)2(z— 2))"a, E0. 
这 是 说 ,于 (z) 一 F(z) 不 可 能 在 a 上 处 处 为 零 。 这 样 ,在 a 上 处 处 ， 
为 零 要 求 所 有 的 系数 ao at as 7. ars e 无 一 例外 都 是 零 。 但 如 
果 所 有 系数 全 为 零 ， 势必 使 了 1(z) 一 了 sa(z) 在 8 上 也 处 处 为 零 ， 这 . 
I 50 *e 


Y 


JRBUED BULEOTUGEU. BARKUN, DURBD EUNUTENC `! 

F,(2) - Fia) 
在 子 区 域 5 上 处 处 为 零 , 必 在 整个 区 域 吕 上 处 处 为 零 。 换 句 话说 ， 
用 两 种 方法 进行 解析 延 拓 所 得 到 的 Fo Co) Po CO 56 6 al, 
即 解析 延 拓 是 唯一 的 。 - 


$14. PARK 

为 了 研究 函数 在 奇 点 附近 的 性 质 ， RERNA 2o T 
邻 域 上 的 展开 式 。 先 研究 几 个 例题 。 per 

例 1 在 zo=0 的 邻 域 上 把 (sinz)/z 展 开 。 

WE 函数 (sinz)/z 在 原点 没有 定义 ,zo=0 JE 

引用 sina 在 原点 的 邵 域 上 的 展开 式 (12. 8), m 


23 zg 4 
sinz—i—1 ETE (z<). 


ATEFA A MARTERA, MENSAE CALI REBCETRE E, 
用 4 BER sinz 的 展开 式 , 就 得 (sin 2)/2 Bg ROT C | 

i-i cim (0«iz|«ee) (14.1) 
Js, dne 3c 一 个 函数 (2)， 


sinz 
I a 


ib ou 


TO= 


im A -1 (2-0), 
出 f(z) 在 整个 开平 而 上 是 解析 的 。 从 (14.1) 直接 得 到 J(z) 在 
en OBRA LEUR | 
! (om -1-E RE Zee - o Oxo), (14. 2) 


«1. 2) 正 是 解析 函数 所 3) 的 泰勒 级 数 。 
P » 515 


98/12 fs-iü$91x EIBBEfG-1/G—-1)(G-—2)- 
展开 。 

解 zo=1 是 f(z) 的 奇 点 。 

先 把 A 


sas "G-DG-g- -二 + 二 
第 二 项 在 251 的 邻 域 上 是 解析 的 ， 可 以 展 为 泰勒 级 数 。 利 肌 - 
《11.7) 即 得 | 
za -DE (lz—11<1). 


于 是 


a. 


fG) = + (1)"!— *iG-0D* 


hot 
= 一 £ (4—0* (0«|z—1]«1). (14. 3» 
hel 
这 个 属 界 式 出 现 一 1 KET. 
例 3 在 zo=0 的 邻 域 上 把 e 展开 。 
解 IH e 在 原点 邻 域 上 的 展开 式 (12.77 


et- Se =1 iet taste 【15| oo), 


把 z XE 1/2 即 得 


ERG 


Ó.e 852 € 


TICCSU PRUEBA WE R7 0T Mm 


An 1 2 i " 14.4) 
“之 这 和 (0<1s1), | (1. 
:这 个 展开 式 出 现 无 限 多 负 需 项 。. 


94 在 z=0 的 邻 域 上 把 o PRR 
解 ” 由 (12.7) 和 (14.4) 得 绝对 收敛 级 数 


ASETA PA < (14.5) 
$ zx ) dem, 


T ÉD aie (04121). (14. 6) 


—CBOICREUHICOLA. 5) 和 (14. 6) 可 以 逐 项 相 乘 ， 乘 积 中 噬 有 无 
MIERDA EREMAN. DAIR RPR ER sten 0) 
项 ， 应 取 (14. 6) 所 有 各 项 而 分 别 用 (14. 5) 中 的 nem XR, 
为 得 到 乘积 电 某 个 负 祝 27^ 0-0), 应 取 (14, 5) 所 有 各 项 而 分 别 
用 (14.6) 中 的 n=4+ RE X, 

JUD on jey, 
bI £) | 

n ( 1) + & MEI " 
E = Xu 2) | 


(0 |z|«co). 


dE — pel E m, 改作 n, 则 
1.) (z1) LÀ aa | 
e? -I Eem eE ) | 


(—1» 1m 22 z" 
xs n uem. ) | 


wm 


(0« | 2| «oo). (14.7) 
e 53.5 


O NEUE We. (14.7) 的 [ TIGE Ao e ep PH f m RC 
塞 耳 函数 j(z)， 因 此 (14.7? 也 可 写成 : 


eC a SJ)". 


展开 式 (14. 1),(14.3), 04. DAUA DAHR Cr 
WOOL DC NU RE eT EURO EDU, HERR CEARR 
Ho 04.1) RAERD, (14.3) 出 现 有 限 个 负 等 项 ，(14.4) M: 
《14,7) 则 具有 无 限 个 负 寓 项 。 

现在 仿照 $ 12 对 孤立 奇 点 邻 域 上 的 展开 式 作 一 番 研 究 。 

设 ze 是 函数 fs) 的 孤立 奇 点 。 以 zo 
为 圆心 , 以 ze 跟 最 邻近 的 奇 点 之 说 的 距离 
RAPER CB 11)， 并 把 它 稍稍 缩 
小 为 Ca。 又 以 26 为 回 心 ， 以 任意 的 小 举 
IAR: ET DET TES E 
贺 之 问 的 回环 域 上 是 解析 的 。 应 用 复 通 区 


域 上 解析 函数 的 科 希 公式 ， 
1 IG» 1 f) à 
fo-X pr E+ a 2z$ CNET (14.8) 


接 下 去 的 工作 是 把 1/(6 一 z2) RAR R Y IFE C4 的 积 . 
iE DL d i i 


ee (14.9). 


对 于 沿 Ce, 的 积分 ， m 11)， 应 改 按 : 
下 列 方式 把 1/(6 一 z) 展 开 : 


Fp 
5— (£—29) —(z—z)) 2—891. 5 — 29 


£—29 


2o lo xz). - $4 Ah. Zo)! (14.10) 


i TT 
z- aig (3 一 Zo) red (2 Zo) 


LNA 10) 分 别 代 人 (414. 8) 右 边 的 两 个 积分 ， KEM 
P. 


f(2) = 52 O ES KED ar 


Sr Zi J em Czo) 


-ao Lh g- 
-£ee Aur, E-O. 


ft EXCEL Br, KA k= (t) RE I 作为 求 和 指 
标 , 并 根据 科 和 希 定理 (8. 6) 把 积分 回路 改 为 Ce M 


f(z)= S a(-2)*, (14.11) 


h--- 


其 中 


zc ($) 
a, 一 了 AT iy qiue (14, 12) 


AEEA LA AGE RS PER, ERRI IR BLU PARN, 
注 疮 不 要 误 用 科 希 公式 (9. 5) 把 (14. 12) 写 成 os= pf C). 


这 是 因为 在 Cn, 所 围 区 域 上 存在 着 奇 点 2 
REDRE, 罗 朗 级 数 也 是 唯一 -的 。 


习 n 
在 挖 去 奇 点 zo 的 环 域 上 或 指定 的 环 域 上 把 下 列 函 数 展 开 为 罗 朗 级 数 。 
(1) ze E naD, (2) MEUSE £e -1, 


(3) 1/s(z— D d£ 2,70, d£ 2,71, 
(4) ev97? 1| 2| 1, 
(5) 1/(2-2) (2-32 1&1 2|773, 


e $5 > 


(6) (2—1)(2-72)/(2 3) (2  4)f£ R|s| oo (OR RK). 
(7) 1/G? -322)E 102] 2, 

(8) 1/(z? 一 3 十 2) 在 2« | 2| & oo, 

(9) e'/z 在 奇 点 ， 

0) (1— eos z)/a ERA, 

《11) sin (11#) 在 奇 点 ， 

(12) etg 2 EAS, 

3) z/(5—-1) (0-2)! f£| z| «1, Æ 1| e] «2, 3€ 2| 2], 
04) 2/G-—1)G—-2) d£] 2] <1, Æ 1 [2] «2, £ 2«] a], 
(15) 1/2? (zz 1)? f£ 0 jz| 1, dE 1 | e| oo. 


8 15， 奇 点 分 类 


上 池 已 经 证 明 , 在 挖 去 扳 立 奇 点 zo 而 形成 的 环 域 上 的 解析 
硝 数 f(z) 可 展 为 罗 朗 级 数 


fae F al-z). 05.1) 


PARKS. DISIERERE A UFRB, MERYIHEERE 
分 或 无 限 部 分 , (2—2) B cai 由 于 据 有 特别 重要 的 地 位 ( 参 
看 $16), 因而 专门 起 了 名 字 , MERA (OERA x 的 留 数 。 

一 般 地 说 , 罗 斋 级 数 的 主要 部 分 有 无 限 多 负 宕 项 。 但 具体 情况 
各 有 不 同 。 例 如 (sins)/z 在 0 天 si<co 上 的 罗 朗 级 数 (14.1) 没 
有 负 禾 项 ,1/(z 一 1)(z 一 2) 在 0<<|z 一 1|<<1 上 的 罗 衣 级 数 (14. 3) 
FUBG— D^ 这 样 的 负 晨 项 ，e: 在 0<<1z1 上 的 罗 衣 级 数 (14. 4) 
则 有 无 限 多 负 需 项 。 | 

在 挖 去 孤立 奇 点 20 而 形成 的 环境 上 的 解析 函数 了 zs) 的 罗 朗 
级 数 或 则 没有 负 等 项 ,或 则 只 有 有 限 个 负 和 震 项 ,或 则 有 无 限 个 负 等 


项 。 在 这 三 种 情况 下 ， 我 们 分 别 把 zo UER f(2) 的 可 去 奇 点 ， 
+ 56 » 


极点 或 本 性 奇 点 。 

如 果 zo E SORTERA, WEIREN 2 为 圆心 而 内 半径 
为 零 的 辐 环 域 0| 2— zR R 是 某 信 有 限 或 无 限 的 数值 ) 上 的 

FARE 

于 (2) =a talt — zo) t ai(3—2:)* 4 ee 

(0 | z— 29 | «R). (195.2) 

据 此 显然 有 
im fx) 一 Go (15.3) 


CBS. XX AES, 函数 在 可 去 背 点 的 邻 域 上 是 有 界 的 。 
其 实 ,如 果 定 义 函 数 g(2) 以 代替 f), 
(2) (a2). 
do (2259), 
则 由 (15.2) 得 
g(z) 2a,*a,(2—2v)) Ha 2—2) +e (lz—#0|<R), 
这 就 是 CXTECIES MSUGEILUIE GLEICH LEES 
再 是 奇 点 。 这 正 是 “可 去 奇 点 "一 阅 的 来 历 。 可 去 奇 点 今后 将 不 作 
DAAR, | 
如 果 ze 是 拓 z) 的 极点 ,就 是 说 在 圆 环 域 0 和 13 一 2 一刀 上 的 
罗 朗 级 数 为 
f(2) 2a..(2—2))7* -a-.4(2—2,)7**! 
Tara 29) T: 


Ta (3—2)* (0«|2z—2z aR). (15. 4) 


ban-m 


据 此 显然 有 ; 
lim f(2) oe. (15.5) 


m 删 作 极点 zo 的 阶 。 一 阶 的 极点 也 简称 为 单 极 虚 。 


e $7 > 


如 果 zo 是 (2) 的 本 性 奇 点 , 就 是 说 在 贺 环 域 0 之 1s 一 z01 < 只 
上 的 软 朗 级 数 为 


(fO S azz) (0<lz2—20<B). (15.6) 


ke 


1 (15. 6) ep, A 2r SEU zo,f(z) 的 极限 随 z 趋 于 ze 的 方式 而 
定 。 参 看 (14. 4), zo= 0 ERM el“ 的 本 性 奇 点 。 当 2 WENA 
FE, N 1/22 oo, ifj e! oo; 34 z iiM RAFE, 则 1/z 一 
— co, jii e0; 3 z f i/2an(n 为 自然 数 1, 2 3,…) 的 序列 趋 
于 堆 , 则 et — 672 121. 

VES 13 1:3 $2 都 是 指 的 有 限 远 点 。 这 里 得 简单 说 说 
无 限 远 点 。 如 果 国 数 帮 z) 在 无 限 远 点 的 邻 城 1z1> 呈 上 是 解 折 的 ， 
， 旭 可 在 外 半径 为 的 回环 域 及 <1z| 二 oe (B 是 某 个 有 限 数值 ) 上 
展 为 罗 朗 级 数 


E Saa (Rz). (15.7) 
k=.“ 


E RRLICULS. 7) 89 38 38 02) PU MERECE RBAY, EFRA c ES 
分 或 无 限 部 分 。 

如 果 罗 朗 级 数 (05.7) 没有 正 赛 项 ， 就 说 函数 f(z) 在 无 限 远 
点 是 解析 的 。 如 果 罗 朗 级 数 只 有 有 限 个 正规 项 ， 就 把 无 限 远 点 叫 
作 f(z) 的 极点 , 最 高 宕 指数 叫 作 极点 的 阶 。 如 里 罗 朗 级 数 有 无 限 

MERD, 就 把 无 限 远 点 叫 作 f Co) f de A. 
| 其 实 , 只 要 作 变 换 上 = 1/2, 8 2 — oo 变换 为 5=0, JA C GE RC 
原点 来 看 , 这些 定义 都 是 显然 的 了 。 ` 

但 是 f(z) 在 无 限 远 点 的 留 数 却 定义 为 2-! 项 (注意 这 属于 解 
析 部 分 而 不 属于 主要 部 分 ) 的 系数 4-1 AIM-a. 这 是 为 了 全 


于 应 用 留 数 定理 t 参 看 (16, 6) 式 )。 
4 58 * 


E m - p z3 
€ Er rinse 22(71) QGRrDr 


cosz= 5 (ip 
Zu (2) 


狼 无 限 远 点 为 本 性 奇 点 。 多 项 趟 mo-aiz+… 十 asz" 则 以 无 限 远 
点 为 % 队 极点。 这 几 个 展开 式 没有 负 客 项， 所 以 这 几 个 函 娄 在 无 
Rz 5 EGER T. 

多 值 函 数 还 有 一 种 奇 点 即 挛 点 。 这 里 只 考虑 有 限 险 的 支点 ， 
Pium- Brit A. ASERR FOR m— 1 阶 支点 zo 为 图 心 
TAERA THIMIK, ARDT EJ PEE ERE DA LE, 函数 
在 这 交错 相连 的 圆 环 上 是 解析 的 。 引 入 新 的 自 变数 

t-VITA - VITA) ec 
拟 代 赤 原来 的 宗 量 2 。 由 于 “的 辐 角 只 是 2 一 zo 的 辐 角 的 1/m， 
所 以 相应 的 《 光 域 是 单 叶 回环 。 换 句 话说 ，z 的 多 值 函数 f(z) 是 
《 的 单 值 函数 。 在 平面 的 单 叶 图 环 上 把 ORIPA 


f(z)= 5 a,c*. (15. 8) 
kman 


PRAS 3A, I, sSLM CUBO RI, RA 
ICA TATE. ERZE F, 我 们 分 别 把 支点 zo 叫 作 团 数 
于 (z) 的 解析 型 极点 型 ,本 性 奇 点 型 支点 。 

以 原来 的 宗 量 z iLE. 8), 18 


fi02 $aG-3)'7. (15.9) 


IER e| m 是 分 数 , 这 正 是 支点 邻 域 上 的 展开 式 的 特征 。 


e. 57} * 


Bim f(2) - 1/44 z JU 20-9 为 一 阶 支点 。 支 点 的 邻 域 是 
二 叶 贺 环 。 引 入 新 的 自 变数 =V z, M, 


= 证 dqües 


-55 D 25/2 (|21 16). 


3 S 
设 函 数 (0219 CO 4 DUE, 7S 2, Jj m BEBE Er 问 对 于 下 列 销 数 而 


言 ,to 是 何 种 性 质 的 点 ? 
D FEDI), (2) flz) jg9(2), (3) fe t g(n. 


eh N. 


第 四 章 ” 留 数 定理 


816. BATE 
科 希 定理 (8. SRM, AARE f) 在 回路 1 ARAE 
上 是 解析 的 , 则 问 路 积分 中 fGods TS. BU, RARS E 


回路 BEA f(z) 的 奇 点 的 情况 。 
kil 只 包围 着 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 2o TELA zo 为 圆心 而 
内 闪 答 为 零 的 贺 环 域 上 把 了 (2z) 展 为 罗 朗 级 数 


fo) SaG-m*. — n 
在 罗 朗 级 数 (16.1) 的 收敛 环 中 任 取 -- 个 紧 紧 包围 着 z 的 小 回路 
lU 12)。 按 照 科 希 定理 (8.6)， 1 

$, f(z)ds = $ fdz. b 
把 罗 妆 级 数 (16.1) 代 入 上 式 右 边 , 逐 项 积分 ， 四 


~ 图 12 
$ fes Zaf, (2— zi} dz. 


FAAS. 8) 和 {8.9), ERALA TRA k= 一 1 的 一 项 之 外 全 为 
零 , 而 = 一 1 的 一 项 里 的 积分 等 于 2x 1， 于是， 


$, f(z)dz=2xia_i, (16.2) 


T BA (16.1) 的 (2 29)! TRES RA 9-， 就 这 样 具有 特别 重要 
的 地 位 ,因而 专门 起 了 名 字 , UERR f CA) TE FR 2o 的 留 数 ,通常 记 


* 61 * 


作 Resf (#0)。 这 样 ， 
中 fos =2niResf (zo). (16.3) 


现在 讨论 ! 包围 着 f(z) 的 % 个 孤立 奇 点 br bas b, 的 情况 。 
作 回 路 分 别 紧 紧 包围 着 b, bi, bas 按照 科 希 定理 ， 


$ foam d tene toon foie. 


以 (16.2) 代 入 上 式 右边 ， 得 
$, f(G)dz - 2x i[Resf (5) + Resf (b) - +Resf(b,)]- 


(16. 4} 
这 叫 作 留 数 定理 。 它 把 回路 积分 归 
结 为 被 积 函 数 在 回路 所 围 各 点 的 留 
数 之 和 。 

对 于 无 限 远 点 ， 留 数 定理 也 成 
立 。 事 实 上 , 如 果 函 数 f) 在 无 限 
远 点 的 邻 域 Rajz <o 上 是 解析 
的 ， 则 可 在 外 半径 为 co 的 圆 环 域 


R<|z|< 上 展 为 罗 朗 级 数 m 13 
f(2)= Soa (R« [2| a}. (16.5) 


EARR Rajj «oo 中 任 取 一 个 回路 2, 仿照 (16. 2) 5508. 
$, fida 22ia.,. 
AR 3 £C PR US 18 69 3E 75 181 FJ WEE EF 89, 因此 又 把 上 式 改 写 为 
$, f(z)dz 2mi(—a.,). (16. 6). 


* 62 * 


一 a-1 被 定义 为 1(z) 在 无 限 远 点 的 留 数 Resf(oo)。 这 样 ， 留 数 定 
理 对 于 无 限 远 点 也 成 立 。 注 意 , 即使 无 限 远 点 不 是 奇 点 , Resf (oo) 
也 可 以 不 为 零 。 

E ERR E, UR fO 只 有 有 限 个 奇 点 ， 所 有 有 限 远 的 奇 点 必 
在 某 个 贺 的 内 部 1z1 二 BR， 让 我 们 在 贺 环 域 二 |z| 二 内 任 取 一 
个 间 路 0, 则 由 (16. 4), 


中 f(e)az= 2n iG YIEBECHTRIS 4E ALS RENI, 


5k EXPRCI. 6)3879, 得 

02a i(f ERARA MR (16. 7) 
MAR f(z) 在 全 平面 上 所 有 各 点 的 禄 数 之 和 为 霍 。 这 里 说 的 所 
有 各 点 包 拘 无限 远 点 和 有 银 远 的 奇 点 。 

绛 然 贸 数 定理 把 回路 积分 归结 为 被 积 函数 在 回路 所 圈 各 奇 点 
的 留 数 之 和 ,这 里 就 讨论 一 下 如 何 计算 留 数 。 从 一 般 原 则 来 说 , 只 
要 存 以 奇 点 为 圆心 的 圆 环 域 上 把 函数 晨 开 为 罗 妆 级 数 ， 取 它 的 负 . 
一 次 天 项 的 系数 就 行 了 。 但 是 ， 如 果 能 够 不 作 罗 朗 展 开 而 直接 算 -、 
出 留 数 ,计算 工作 量 可 能 减轻 不 少 。 事 实 上 ,对 于 极点 ， 确 实 可 以 . 
HAZ — A 

先 设 z 是 fz) 的 单 极点 。 罗 朗 级 数 应 是 

fs cas d-ai(2 — 29) taz 29)? t ee 
HiG-— 20) 3838 43i, 
(2— 2:91 C2) 2a-i as(2 — 29) Hals — 9)? i. 
在 上 式 右 边 令 zzo， 得 到 非 零 的 有 限 什 即 留 数 cs. X E, 
limt(z— 20)f (2)] - dE PR LIÉ, 即 Resf(zo). (16.8) 


《16.8) 可 用 来 判断 zo Rb d ERE f C) D LER S, EEH RA 
数 f(z) 在 单 极 点 zo 的 留 数 的 公式 。 
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BH zo AE fO mU S. FARR E 


L8--» | Gett o (4.4921 
fout.  EECES Aer 和 


十 6o 十 aa(3 一 50) 十 6z(Z 一 20)2 十 …。 (16.9) 
VA Ge— 20)" 38 3E (16. 9) T, | 
(2— 20)"f(2) = ,amri(z— 29) t 4-a(z—-2)"7 
Ta(z—2,)" ai (z—29)"* ar 
(16. 10) 


1E (16. 10) (67538 7 2 2, 得 到 非 零 的 有 限 值 4-，， 
limLG —2)"fG)3— 3E FARI, (16. 11) 
运用 (16. 11) 可 以 判断 zo ded? mr AA 
(16. 1005 81 UE AE ER CCS — 2,0" f C2) 118 RH RS iet 
TCE m Bri S cuf BLUResf Cz) Bla A 3x A RA Cz — 2)" 7! 
项 的 系数 。 参 其 (12. 4), 这 个 系数 可 以 表示 为 


m-l 
Resf (s) = limon pr (Es— a]. (16.12) 


HT (16. 8), (16.11) f8(16. 12)， 不 必 把 函数 f2) RAPA 
级 数 就 可 以 浏 断 极点 的 阶 ,并 算出 函数 f(z) 在 极点 的 留 数 。 

例 1 发 Ko)=1/(z* 一 D) 在 zo=1 的 留 数 。 

解 limj(z)=c， 因 此 ,za=1 是 函数 的 极点 。 事 实 上 , 把 分 
母 分 解 为 因 式 即 得 


EE WE 
f(z2)= Za 一] (z# 一 1)(2*-1 二 2"? 十 十 2 十 1)? 


hf I, 20— 1 是 单 极 点 。 
用 (16.8) 计 算 留 数 


1 re 
Resf(D = lim G | 
4 64， 


C€— S: 
二 n 


SE 不 把 分 母 因 式 分 解 ,而 应 用 罗 毕 达 法 则 计算 极限 
im G- DL jtm Wes 


QR ^ n’ 
[RUE , 2, —1 是 单 极点 , 在 这 个 极点 的 留 数 是 17m. 
例 2 确定 函数 了 (z)=1/sinz 的 极点 , 求 出 嚼 数 在 这 些 极点 
的 留 数 。 
解 于 z>nn(n 为 整数 ,包括 零 ), 有 sinz0, f(2)—oo. IR 
此 ，zo=nar 是 极点 。 
lim [(z—n2x) f(z)1 = lim E CH 
应 用 罗 毕 达 法 则 确定 上 式 右边 的 极限 ， 


lim [(z2—nz) f(z)] = lim 1 lim -Ccnp. 
(CI &3ET SIBI. Ib. zo—n« Æ f(2 —1/sinz 的 单 极点 ， 
了 (3) 在 单 极 点 sona 的 留 数 就 是 (一 1)". 

例 3 CER f(z)= (G20/ GP Az) B8, JEoR LL FR 
数 在 这 些 极 点 的 留 数 。 

解 ” 先 折 出 分 县 的 因 式 , 并 与 分 子 约 去 公 因 式 , 得 


1 
CUEGUEA) z(zq42i)2—2i) | 23(z—24)* 

Cosi, f(2) o5, 因此 ， 29724 是 极点 。 

lim [(2—2i) f (2)]= limo - gp 

出 此 可 见 , 2, 26 是 单 极 点 , 留 数 就 是 6/8. 
于 #0, 也 有 f(z} 了 oo、 因 此 ,zo=0 也 是 极点 。 
g ; 1 
-lim[asf(z)] ^ limz taro g 
. 65 » 


虫 此 可 见 ，z=0 是 三 阶 极点 。 应 用 (16.8) 计 算 f(z) Æ 2920 fi 
留 数 ， 


Resf(0) - lim: Lr taf} = limzc laz? z- zi] 


1 
cn 
例 4 计算 沿 单位 图 Ie] =1 的 回路 积分 
dz 
EID (0-ce«c1). 
解 令 被 积 函 数 f(z) = "ungr 528. A 二 次 代数 


方程 ez? 十 2z 十 e= 0, THRRET EV, anta) 


的 两 个 单 极点 。 
一 1 一 WI 一 好 一 1 一 wWI 一 好 | 141—225. 1 
paani e pg IVe 一 1 一 > 二 


e € 


>1, 所 以 这 个 单 极点 在 单位 圆 外 , 不 为 积分 回路 所 包围 , 从 而 在 计 
算 回路 积分 时 不 必 考 处。 


y | Emm 


€ 


 i-Aüdx2ü-s za a 
ACE I 1 d-9 1 pr. Tx PI 


——— 
TETE LH ENV), 
€ 


e 


这 容易 计算 在 这 个 要 点 的 留 数 : 
Res (  EEVE-E)- y lim [G—2) f(2)] 


c 66 + 


1 


1 z 
Tae (a SE) Viner 


€ 
应 用 贸 数 定理 ， 
dz : ENT 1 EE 
$ 322 下 25 二 2 =2niResf (2) —2ni, I wien 
3i 5 

1. AEFIA HER, RERA LS ER C 

0) e», (2) z/(12—1)(2-2)*, 

(3) ejet), (4) e" [(? tat), 

(5) se/( —ay, (6) 1/(2—29, 

(€) zt GE D, (8) :£/ GT D*, 

(9) em, (10) 1/(14- 27), 


2 计算 下 列 网 路 积分 。 
dz 
ls our rp E 


(2) $ "Pu (3) $ eras, 


uaa 


zdz 
am 
3. EMERGERE RO P. 2ds, mak foy d som 
域 上 过 解 析 的 ,a 是 这 区 域 的 一 个 内 点 。 


§ 17， 应 用 留 数 定理 计算 实 变 函数 定 积分 


闭 数 定理 的 一 个 重要 应 用 是 计算 某 些 实 变 畏 数 定 积分 。 为 : 
此 ， 当 然 庆 要 设法 把 实 变 示 数 定 积分 跟 复 变 郊 数 则 路 猴 分 联系 起 
Ko 
iA E ERA ER TERRIER P: 定 积分 - 
* 567.5 


[FOARE BL, 5] 可 以 看 作 是 复数 平面 上 的 实 轴 上 的 一 


BELOB T, 于是， 或 者 利用 自 变数 的 
变换 殷 刀 变换 为 某 个 新 的 复数 平 而 上 的 
回路 ， 这 样 就 可 以 应 用 留 数 定 再 了 ; 或 
者 另外 补 上 一 - 段 山 线 2， 使 RU 合成 


vj 
| 


回路 21,0 包围 着 区 域 8( 图 14), f) 
解析 延 拓 到 闭 区 域 B (这 个 延 拓 往往 只 图 14 
不 过 是 把 f(x) fef Gimp ES cm CPUS, n 


$ cou [, fen fear. 


上 式 左边 可 以 应 用 留 数 定理 , 右边 第 一 个 积分 就 是 所 求 的 定 积分 。 
如 果 布 边 第 二 个 积分 较 易 算 出 (往往 是 证 明 为 零 ) 或 可 用 第 一 个 积 
分 天 出 ,问题 就 解决 了 。 

下 面 其 体 介绍 几 个 类 型 的 实 变 定 积 分 。 


类 型 一 [“”R(cosz，sinz)dx， 被 积 函数 是 三 角 函数 的 有 更 


式 ; 积分 区 间 是 [0, 2r). 
作 自 变数 代 换 
ge, (17.1) 
在 实 变数 2 从 0 变 到 2x 的 过 程 中 , 复 变 数 ?= ef 从 =l 出 发 沿 
”单位 圆 |z1=1 逆 时 针 走 一 圈 又 回 到 z=1, 实 变 定 积 分 化 为 复 变 回 
路 积分 ,就 可 以 应 用 留 数 定理 了 。 至 于 实 变 定 积分 里 的 cogz, sins 
和 d» 则 随 着 (17.1) 而 作 如 下 变换 : 


zi. -1 sanus. -i 2 
coz (2 bz » sings (2+3 » da= ids. 


: (17.2) 
: EN us dx 


-+ 68 


M Wmmoigmaz.zWessk | 


I= $ | dal]iz _2 dz 
we pett d) ur 82 tte 


土 式 右 边 的 个 路 积分 在 上 节 例 4 已 用 留 数 定理 算出 为 xwMV 1— 8? 
于 是 ， 


了 全 "s 2x 
PV ^/ 1-— e? 
、 2 dx 
92 计算 -I In 1—2ecosz +e? (Osee De 


解 按照 (17.1) 和 (17. 2) 作 变换 ， 


- dzliz i 
i $ Terre $ i 


这 个 回路 积分 的 ut 积 郧 数 有 两 个 单 极点 : zo— lle 和 zo 二 e， 和 前 
#>l, 在 积分 回路 1z| 二 1 之 外 , 因而 不 必 考 虚 。 单 极点 =e 在 
1z| -1 ZH, q^ 25 HS 3:816. 8) 计 算 在 Eo € 的 留 数 


i i 
im| Gc mz; lol 
于 是 ， 由 留 数 定理 得 
EE: 2: 
Iedeb. TT ph 


类 型 = | f(z)ae， 积 分 区 间 是 (一 =， 十 <); 复 变 函 数 


了 (z) 在 实 轴 上 没有 奇 点 , 在 上 半 平 而 除 有 限 个 奇 点 外 是 解析 的 ; 当 
z 在 上 半 平 面 > ce 和 在 实 轴 上 一 co 时 ， zjf(z) 一 致 地 一 0。 

如 果 及 x) 是 有 理 分 式 p(x) 1%(z)， 上 述 条 件 意味 着 Ha) HE 
Ti SCIRE X $C y CE BI PT. p(x) 两 次 。 

考虑 图 15 Bie d P l 
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bros - | fedz+| fous. 


PERHE, EAR 
2riff(z) 在 了 所 围 半 圆 内 
各 奇 点 的 留 数 之 和 1 


= eoaes J, fcoas. 


BH 15 


4 Roc. EXUEXUAT 2ai f (2) ELEREN A d A 
留 数 之 和 }, 右边 第 一 个 积分 趋 于 所 求 的 定 积分 | ”fCz)azy 第 二 个 
积分 可 钙 明 是 趋 于 志 的 : 

3 da ldsl 
fF]=| ico ef, iron 


«max |zf(2)1 Ë =x max [2f(2)] 0, 
Ap max1zf(z)| 指 的 是 1zf(z)1| 在 Cs 上 的 最 大 值 。 于 是 得 到 结 
m 
人 -fear=2ritf(z) 在 上 半 平面 所 有 奇 点 的 留 数 之 和 }。 
(17.3) 
例 3 计算 | re 
S 本 例 f= 
其 中 十 在 于 半 平面 ,而 
Resf(--5) — lim[(z—i)f(2)]= lim-—— 
应 用 (17.3)， 


pn =u par 它 具 有 单 极 点 +i, 


1 
imi: E 


" 70 se 


例 4 naj iay oaee, 


解 PICO Tizy -Ty 它 在 上 半 平 面 


的 洛 点 是 4 阶 极点 十 
Resf( ey 


-lincz vy i) Fu 371lC $y*J 


Cnr —-a—1)-(—2n42),, 、 
SEMI (2i)7* 


= AREI); a2 


应 用 (17. 3), 
ar  _ (2n— 2}! i * -(2n—2) 
S atay- [Oa— 1 pam 让 - 2 Tn I) 
85 Haf I ("为 正 整数 )。 
解 积分 区 间 是 [0, +co), 不 符合 上 面 所 列举 的 条 件 。 不 过 ， 
由 于 被 积 函数 11(1 十 z2)" 是 偶 函 数 ， 所 以 信 = [^ ， 因 而 
Lf Hiis 
«Orat 2). a2) 
中 用例 4 的 结果 即 得 


= (2n—2)1 
Um Trepi 


类 型 三 É , FG) cosmade, 下 , GG) sinmadz. RAKE CO, 
T 99); BERE FOMA CR Jj, 基 } 函 数 G(z) 在 实 轴 上 没有 零点 ， 
在 .上 半 平 而 除 有 限 个 亲 (ji) 点 外 是 解析 的; Mz 在 上 半 平 面 或 实 
BE nj, FG)f G(G)— t Bb 0. 


* 71 «€ 


[fo cos maxda .= [ro Int euni) de 
? 0 


I ime 1 5 -itz 
-3 roe det [ FG da. 


TUE T TT PUrIpIERER c— — y, JE IERI FCO ERAR, 得 


| “F(x) coemadu | FC(w)e' mds -3| Foe. 
0 à $ a 0 


3 T4) I B JEARRGCTLZE UR HT AR. Fux) A 
分 的 积分 变数 改 记 作 *Y， 则 
[ro cos mad —,Feemar IO e 


=} fFe "tda. (17.4) 
同 理 ， 
| "G(a) sinmzdr T Qa) e'"*dz. (17. 5) 
ð td o 


从 (17.4) 和 {17.5) 来 看 ， 所 求 积 分 已 化 为 类 型 二 。 按 照 类 型 
Z, ÄER: 当 z 在 上 半 和 平面 或 实 儿 上 > dB. Fe" 和 
zG(z)e'"* 一 致 地 0。 但 是 利用 下 述 约 当 引 理 ， 可 把 条 件 放 宽 为 
F(z)fnG(z)—3$3b 0. 

约 当 引 理 ”如 各 为 正 数 ,Cr 是 以 原点 为 圆心 而 位 于 上 半 王 面 
WEHA (图 15), 又 设 当 zz 在 上 半 平 面 或 实 轴 上 一 < 时 F(z) 一 
Sx Hb 0, 则 . ` 

tm| F(2)e'"'dz—0. 


证 NIE 


«fen 


; " |[irateimecn mein rm eniael 


ie 72 65 


«max |? (2)]- J,e mme. 


当 z 在 上 半 平 面 或 实 轴 上 o Bp, F(2)— B0, BEDA max 
1BCz)|->0， 从 而 只 需 证 明 


* aj? 
lim [e "ts Rag Bn 2 limf e-z sinRdo 
FREE : R2% 0 


是 有 界 的 。 
把 积分 区 闻 [0, x/2] 划 分 为 [0, a1 和 [a，xz/2] 两 段 ， 


a e^" hse dg e[ ce Rdp4 [Permis 
* 9 a 


J a „i2 
<Í g7" RSine €099 Rdg «| d e ^Fsirepdo 
[7] cosa k 


- dad cape [asina EN 2: 
7TRcosq 0 2 


F'R> o, LEEA — > 1/moosa， 第 二 项 悦 0， 这 就 证 明了 


约 当 引 理 。 
AUR m XE fid, 8012923 5 [EB Ry (E 


lim| , FGDe'"da-0, 
RmJ OR 
€, 是 C, 对 于 实 轴 的 映像。 


根据 约 当 引 理 ; 对 于 (17. OMAT 5) 右 边 两 个 积分 , 在 放宽 的 
条 件 下 仍然 可 以 引用 (17.3)。 于 是 得 到 结果 


sacan dE 在 上 半 平 面 所 有 奇 点 的 留 数 之 和 )}， 
(17. 6) 


D GG) sinmzdz— z(G(z)ei"* —— 留 数 之 和 }， 


(17. 7) 
注意 在 (17. 6) 和 (17.7) dub ) 里 说 的 是 F(2)e'"* fn G(2)e'", 
re 73 -0 


不 要 误 为 F(2)cosmz fü G(2) sinmz. 
例 6 计算 | Cosmi 7 


dx. 
"ilg np 


解 ” 本 例 了 (zye'” 一 Re™ LE Lg V tai, 其 中 

"Fai 在 上 半 平 面 。 而 e'U/ (ra?) EARRA Fai 的 补 数 为 
bim| i-e etim s | r 
应 用 (17. 6), 
“cosmz ie A cus. 
* zsintfnz 

9 um [ me. 

解 本 例 G(z)e'":= Gua" 有 两 个 二 阶 极点 tai, 其 
中 十 qi 在 上 半 平 面 。 而 zei"“ /(224a Y 在 十 ai 的 留 数 


名 imt | n d| LE im 
= lm 二 部 下- WE J 


-in[ cgit + UG Gra ime* B reU) d 
= -让 co ut Ta tuat a 
应 用 (17.7)， 

paa (ge) 


例 8 计算 | Rie, 


解 本 例 G(z)=1/z, 在 实 轴 上 有 奇 点 ， 即 单 极点 0, 不 符合 
前 面 列举 的 条 件 ,前 述 计算 方法 不 完全 适用 。 例 如 ,按照 (17.5) 把 
积分 的 形式 加 以 变换 就 成 问题 : 
. 74 * 


人 f dy, 
"EZ 2iJ.. 


右边 这 个 积分 的 被 积 函 数 /4 以 + 二 0 为 极点 ， 因 而 这 个 积分 是 
反常 积分 ,上 式 应 修改 为 | 


办 = simas z haee 729. (1) 
这 样 ,代替 图 15 的 半 贺 回路 , 应 当 考 虑 图 16 的 回路 7, 
Laf” e e| La Tan f t da. 
; €, " e, 多 


TR 


4p Bee。 上 式 左边 按照 留 数 


定理 应 为 e212z 在 上 半 平 面 所 y 
有 奇 点 的 留 数 之 和 。 但 ec/1s 
ft LXCE3BDEXGGPA. MAS 
SR. LAARS C, 的 积分 
BusEpuSSIMOOT. LAT E €t 069 TR 78 
是 给 出 m 16 
Wm a ue o 


fa] Ri UL 2S AREORA BU o 
把 e [2 ÆA 20 028 iD fa Pa (826 e PO LER ERE, 
二 gites ie + 人 + GO ds )e lait P2). 
No EREC, 上 必 是 有 界 的 , 所 以 


if. Paaz| «max rof dz—2e-max|P(z)|. 


于 e0, 上 式 有 边 >0， 由 此 可 中 lim| ”PC(z)dz=0，, 于 是 
iml. 与 dz ij 2 —da- imf, P(2)da -| la 


e. 759 . 


.O["oI "n 
=tim| Zee idp— — a1, 
TAWAS A C2), 
M ep dije - Cani. 
再 把 上 式 代入 (1) 就 得 出 结果 
"inc, d, 0. 8 
f. E: ipm. 
由 此 还 可 以 推论 ,对 于 正 的 m, 
*sinmx i sin (mx) x i 
f, z a "OO OMS: (m0); 
对 于 负 的 mm， 
^sinmrz,. — ["sinlm|z, . m 
f. £ de= [nma —* (m«9). 
XENZEOERAAS. 
3 H 
1. ire od 
dæ 
a) K I of Urea 
i S! 2zdz 
(3) n D Ad deD, 


** sin? zdr 
a | arbe aNg q (070790), 


(5^ (ae oo), (6) IN eoszdz eoste — (delen), 


"ed sin*a l-—2teo0st-4 e? 
(7) [^ T (8) (7 atad 
ET 版 
32， 计算 下 列 实 变 函 数 定 积分 。 
iaa [* sdr 
a) es + (2) J pneu 
i dz - 
(3) | Harc (4) IE PET 


"———— M — MEE! 


"t 4+1, 


(5) (27 as, (6 jn 


II 

œ x" 
00 fF eurn. 
.3， 计 算 下 列 实 变 函 数 定 积分 。 


: T COSME q T 
a) i, iTi sim0), (2) Jae +a? 


zir (m2, a>0), 


"yamo wf” gsinme 
(3) MI (4) UE 2:07 (770, >è), 
(* eosme ` - cosg 
y 
(9 | eta (9 Jr (so 


(7) pita 
se x 3 


(8) Ü eT de, (^ -Sar(m>0, Rea>0). 


-azm ia -s2 +tia 


$ 18， 计 算 定 积分 的 补充 例题 


人 1 
例 1 计算 定 积分 Ito 


» (Ocazii). 


解 ” 把 被 积 函 数 x 1/(1+z) 从 实 轴 延 拓 到 复数 z 平面 得 到 


fG)-27 0-2). BF fO & 
di 2*7 ifj a 不 是 整数 ,所 以 f(z) 
是 多 值 函数 ， 它 有 两 个 支点 ， 原 
点 和 无 限 远 点 。z 笑 绕 原点 或 无 
EUH, EM ns x! 
LiH HF en D jg eir, MA 
而 f(z) 也 多 出 这 么 一 个 因子 。 
JA Bia, io Sc I Dd, 
直 向 无 限 远 而 去 。 
考虑 图 17 所 示 回 路 4， 


e 77 eò 


qt e 2ra 


e zlet row. 


4 R-oo,0-0. VLXAXAEGDEEE RISE SU 2S Zril) 在 有 根 远 
各 奇 点 留 数 之 和 }。 右 边 第 一 个 积分 成 为 所 求 的 1, 第 三 个 积分 则 
成 为 一 6 2 了。 人 事实 上 ， 


$ fGyds- f ace. f(z)dz+ [5 


zt. .&* dz flazl 
——dz|= | ri 
NT | ot Ta a | max ET ET 
mal RD 2aR 44 R 
"makes R 2a max] sl 
—imger30 (F R>). 
ati " a* dz z* |fidzl 
mr " inis z |[<max 1+z| 1zi 
e* as 
一 2 
Anaap "er c ORNA Ltl 


~ Dm S. CF 20). 


TG 
(wO(aA-c e? )I—-2si(f G24E BOR 4 E URL CL T9). 
fist 0r) 只 有 一 个 单 极点 8-1, 而 
Resf( —1) z limCG-E2fG2)— limCz7]- C7 D*7. 


Hk, 


[-22i(-1)*'! | 2si(-1y7! _ 2ri(—1)°! 

人 上 一 -892<a voe (erit en (—1)» (e *—e'7) 
_ ĉ2ri m 
= = 


24ein za singa 
$2 计算 定 积分 I= [i (0<a<1). 
解 ” 本 例 (3) 二 *"1/(1 一 s), 它 不 仅 有 两 个 支点 ; 原点 和 无 


D 78 + 


GRE, Wü HL fESchh EH ERR = 
十 1。 这 样 ,不 能 用 图 17 的 回路 , 应 取 
纱 开 单 极点 的 回路 1 如 图 18 所 示 , 半 
图 EK. d ES EA c 129080 oif 1 X9 9. 

4 H—95,:-0,0-—0. ike EL 
BUR ER BEBAY rJ GR B8 1, it MR 
下 岸 直 线段 的 积分 则 成 为 — eI. 


例 1 一 样 ,可 以 证 明 limj| f(2)dz=0, 


imf fCéoéz-0. FH, 
020460, 


(1e) im]. Fade f fce] 
—2szé(f EE Sci A ss me SpA BER. 
但 是 了 (z) 除了 正 实 轴 上 的 十 1 BLPIXESUBR SEIS BITE 


(162) + lm il. fGOdz4 | fdz} -o. 


仿照 上 节 例 8 关于 tim | Leda 的 计算 , 可 得 


e, 
lim. fGodswws, imf f(z)dz= mie, 
于 是 


Iz — rili + eis go int 十 pine cogna 
E i2na = -m3 -i ina ud 
1—e Q Ute 


-rzcigmna. 


sinza 


、 Do [7 wt 
ws inre [tne 
(0a c1), 

解 ”本 例 有 些 像 上 池 类 型 二 


HEBA BEANO = 


iE ECT BUR XR. £7 Bu, LH Dx (e HERS, MR 
能 用 上 所 类 型 二 的 方法 计算 。 

HERR feri) = eI fO) ER 19 的 回路 忆 ， 

中 Taz=| idet 了 (5 )G2 ret [da 

| «|, f(z)az. 
令 4->oo. 上 式 左边 按照 留 数 定 理应 等 于 2xi{f(z) 在 0 Imz2a 
范围 内 的 各 奇 点 的 留 数 之 和 有 }。 在 这 范围 内 ,f(2) en] 0 e) 
有 一 个 单 极点 xi 而 


"ER 1 e (z— ni) ive]; z—mi 
Resf (rd) im TF Ju eimi 


8 HE BADEN, $32 
Resf(zi)- elim E 


至 二 右边 第 一 和 第 三 这 两 个 积分 则 成 为 了 上 和 一 ez*<， 不 难 验证 
第 二 个 和 第 四 个 积分 成 为 零 : 


az pa 2x alat iy} 
Il rre = | 
m l-Fe* i 


a|< er Ifa 一 和 -20 


0 peet» e?— 
Cr a7), 
eU | 0 etc ias e-** -an 
If. ite 5 z If. | i ECL 
CF a7 90). 


(1—e19)I 2 22i( — e°), 
gerie .— 2mi — ^ m 
例 4 i WiigHPES 
1,7 [sin (dx Hb = [oos Cds. 


. 80 » 


XE BS ABUS UXUT XC Ze £599 7) 223 £8 6 GE EISE d hn 
KR 由 于 sin(z?) = Ime, 而 
co8(Z2) 一 及 eei PELA 
Lil, | eda. 
取 图 20 所 示 回 路 {。 由 于 e7 没 
有 有 了 腿 远 奇 点 ， 所 以 根据 留 数 定理 得 
中 edz —0, 


* * z2 , Henr in em 
E fene] e dz+| 。 (etai pei} —Q, 
4 二 ce， 第 一 个 积分 即 所 求 的 Itil. 第 三 个 积分 不 难 
如 下 算出 : 
imf e oDgingg 一 Him — ei"/4) f eao= ~ei eap 
R I 


R> 
= -VEe m=- ati yZ. 


可 以 证 明 第 二 个 积分 成 为 零 。 为 此 , 先 作 一 次 分 部 积分 ， 


Ca GE 
其 中 已 积 出 部 分 的 模 
e^* ei e ?* 1 
本 br a LE 
us 
ii 人 fp 这 
NT. c, Riket i 
e Usine e P sme y 
R = 
: 2R? dp <max( 2R Á 


= 其 T (F R0). | 5 


à 81€* 


hti- 4 a0-6, 


im L-45,  n-jz. 


$19. WARE 


LT AOT EE BUM SE MAOT OLA E ACT SEDES EE A 
对 数 导数 的 留 数 明 作对 数 画 数 。 
设 点 n 3L MICH E176 3-0 


fon a-———— piz) 


(Gr 二 全 my 
(2 在 so 的 邻 域 上 是 解析 函数 , FL p(so ) 二 0， 于 是 ， 
fa) = v '(2) I nn) 


GT)" Goa) 
T6312 8) 


Pe) o m eO. 
TO en ee qon 一 一 十 解析 部 分 


V rs RRR, RRA- m. 
U ee FORSE, 
fG) - (0 —05)0*9(2), 
pir) i so 的 邻 域 上 是 解析 天 数 , A oln) TE, 
f'G)snia— 0*7 (2) + (2— 20*'(5), 
而 对 数 导数 
f'i» g'iz) 
Jur rut ei 
=- 之 _ 十 解 折 部 分 
2— Žo 


VA z ARRS RRK tn. 

把 留 数 定理 应 用 于 对 数 导 数 
f'GoMfGY(982D, g t 
»82* 


f'(a) ; 
zn i357 7 所 围 区域 中 的 对 数 留 数 之 和 


=D on- $m-WEORT ATE BURG 


其 中 n, 级 零点 自作 ny DARA, m MERRE m 个 单 福 点 。 
土 涝 志 边 的 积分 有 很 简单 的 开 何 意义 。 事 实 上 , 闻 (2) 1f(z) 的 不 定 积分 
& Inf(s), BEEA 


1 [0.1 " j 
Z7 rey m 沙 3 绕 一 图 的 过 程 中 inf(z) 的 改变 量 Alnf( 


1 T Tar EA l 
=z âle) |+ iavgf (s)} =z 8f) =z Aargf(». : 


因此 ,z 沿 1 绕 一 圈 的 过 程 中 ,jz) 的 辐 角 政变 量 除 以 2r 就 等 于 1 所 围 零 点 
KE C EX Cu PPS p I 

辑 角 原理 可 供 研究 有 关 等 点 个 数 问题 ， 例如 代数 学 基本 定理 (w 次 代数 
方程 在 复数 领 城 里 必 有 % 个 根 )。 

鞠 说 雷 歌 定理 ”如 f(z) 与 p(z) 在 闭 区 域 马 上 是 解 折 的 ， 且 在 境界 线 ? 
EREI fe) NIB Foots fCO M eGOXEDECILB 中 的 怜 点 个 数 
相同 。 

证 GU dx, RAE Aarg{f(s) Fe) s Aarg(f CO. 
[2E EAE: 


Aarg( f (2 H- 9 (22) — Mrgfiz) = Marg RaO 


= Arg f1 + i 1. 


EERI Elec) «ifo | B 
[0G fG) | «1, SFR, £C) 14- 
EUA 不 会 越 出 以 十 129 [BUD 
证 半径 为 1 的 加 (图 22 的 虚线 
El, 从 而 不 会 绕 过 康 点 。 这 是 说 ， 
“送行 一 周 的 辐 角 改变 量 为 零 , 闲 
此 ， 22 
Aarg{ f(z) Eo G)) — Aarg{f(2)}=0, 

HR fO S fGD) re G)HEDCUR B rage e Som. 


"3? 


现在 再 说 代数 学 基本 定理 “” 任 一 ?次 多 项 式 
Oait dT aua zt ee raza, 
在 复数 EGET EIE nS 
证 4 fea EULS-0Xuià €. AA pla) =a H 
DELLI REIN WIORITOEYS: A E LS - 
在 复数 * 平面 上 ， 以 原点 为 圆心 作 一 个 半径 忆 很 大 的 辆 。 在 四周 ! 上 ， 
[e | 是 Re-! 的 数量 级 ,17(z) | 是 R" 的 数量 级 , 显然 有 1p(z) Le fo LR 
BEREE, fO 十 p(2) 跟 f(z) 具 有 同样 多 零点 即 %# 个 零点 。 


^ 845 


第 五 章 ” 拉 普 拉 斯 变换 


§ 20、 符 号 法 


运算 微 积 的 原始 形式 是 符号 法 。 
TT 9CO B » ErSHRCRER CREE CE n D fe RC 8(t) 上 作用 2 次 的 


AR, pret) ai o). Xt pl" BHL MED BUP TERT, TD= 


[oca 例如 liue] Jsf p” drd = le 
Lj jn: i P 0 "p cro U- To 
依 此 类 推 ， 


kete. (20.1) 


XX rt. TRE: EE E S 1E y A T RARER TERS DP MATRA IDE 
了 符号 法 的 应 用 。 讽 如 ,电阻 及 和 自 感 工 忠 联 电路 微分 方程 是 LajJdt uj 


=F, lif 
d -— 
(LE+R yer. (20.2) 
X Ste Ip (20. 2) ek 3 26 


. E 
j"yyyRU (20.3) 
WU plHÀEtfEA Hi. RBUDBIZEXÉ) (020.2  £ FRE ET) EAD 


3; (20. 2) Ba BE x Eg EE AR T, dB E ZAR dU (20. 3) 的 分 式 展开 为 级 数 
JE XE Ez f (20. D, 


Lp Lp Dp Lp 
RI Pijmi Ri 


á $5 À 


.&£Z[R, Et? RD RU -l Efm grain 
-KIF pztpsz ng A P 


JU SESEEEREUL Y 0E 

LSESLULMEOIUOME I LIGTAE ERRA, CRT ETUR 
HUR FRAAEER, HIR. KER LEET- RAIT T ACER RS 
3CUHBIB S JEU ERE p 与 Vp 的 次 序 不 可 交换 ， 


lp jas = jf ~ F0), 
p 0 i 


1 pg) = S ( arflr) ft) 
Pr às, : 


Ja. 人们 发 现 了 符号 法 跟 拉 普 拉 斯 变换 的 联系 , ETMA T Ff 
的 形式 而 建立 在 拉 普 拉 斯 变换 的 基础 上 , 通常 把 它 改称 为 运算 微 积 。 在 运算 
BEUH, ER p TERR DRE, 而 是 代表 一 个 复 变 数 。 


$ 21、 拉 普 拉 斯 变换 


研究 某 个 电路 ,这 是 说 , 研究 电路 中 任 一 元 件 所 通过 的 电 该 小 
元 件 两 端的 电压 "或 任 一 电容 上 的 带电 量 台 随 着 时 间 # 而 变化 的 
情况 jOD v GO) 3E 0(t)。 这 里 , 作为 这 些 函 数 的 宗 量 的 了 时间 上 受 
到 一 定 的 限 测 。 这 是 因为 ， 如 果 把 电路 接 通 的 瞬 岂 作为 计算 对 说 
的 原点 二 0, 那么 , 问题 就 在 于 从 这 些 函 数 在 4 一 0 的 数值 即 初始 
iii, MEEME i>0( 电 路 楼 通 以 后 ) 的 变化 捕 况 。 至 于 这 些 
函数 在 1+<0 (电路 接 通 以 前 》 的 和 值 完全 可 以 弈 置 不 邓 ， 或 者 认为 
是 零 。 像 这 种 带 初 始 条 件 的 问题 , 在 物理 学 中 是 很 多 的 。 总 之 ,党 
HAFNA FEH RE 


pE) 《限于 Isia), (21.1): 
p(t)=0 (£0). (21. 2) 
设 已 给 某 个 符合 (21.1) 或 (21.2) 的 函数 e (0, dm RU BUY 
《上 限 为 cc) 


e 86 。 


feroca 


在 复数 了 平面 的 某 一 区 域 上 是 收敛 的 ， 我 们 就 把 它 解析 延 拓 到 爹 
平面 ,并 称 它 为 9( 引 的 拉 普 拉 斯 变换 函数 或 ( 拉 普 拉 斯 变换 的 ) 祝 
AR, HE v». 


P= | erpa dt (21.3) 


eCGOMfE 9C)» H GER ERER., "e CO 的 像 国 数 
X PG) BI^pCp) 的 原 函 数 是 POTASA 
plipp) BD g$O)nee), 

ERISHA, STIESAEAU Xa PUSH E b, SUE (PURUS 
一 边 是 点 号 在 下 。 

不 难 验 证 ， 只 要 在 [o 的 过 程 中 ，]w( 艰 上 硕 多 按 指数 式 增 
长 , 即 1p(2)1 顶 多 为 e*(s6 为 某 个 有 限 的 实数 ) 的 数量 级 , 总 可 以 
选取 Rep 为 足够 大 的 正 数 使 定义 (21,3) 的 积分 收敛 , MEER 
函数 vp). ERE, 


^ -pi AS esi -n qu 
fe pli)di [e ? di 


而 在 Rep>s 的 半 平 面 上 ， 


lime7(?7*»* = lime itr- gimp =ð. 
und dm 


1 


p-— 8o 


[1 一 lime 一 


于 是 
x E * t - 1 
5(p)=['e *'e(t) di ss (21. 4) 


BERORREK EM, 
下 面具 体 计 算 几 个 像 函 数 。 
例如 原 函 数 9(1) —1. E Repz0 的 半 平 面 上 ， 有 
[ena zl, 
f) ? 
* 87 wi 


所 以 


1 1 
1 一 二 ， —-]. 21. 
p P Cra 


XAMAR p(t) — 1. E Repo 的 半 平 面 上 , 有 


ra Jf s. 下 d 1 
e?tdt— -f ide “| -去 zi 53] e`’ dt 一 一 
f Plo p (UP 9 p 
所 以 
c] 1 
f2z—., =f 
p p 
同 理 ， 
1 1 S1. 
Pint pU pa . (21. 6) 


例如 原 函 数 p(1) = e" Co 为 某 个 实数 )。 在 Rep>s 的 半 平 
[395] ; 


[eea =f e^ (79! gt — 1 T 
0 0 


所 以 


ze, (21.7) 


X Anl I p= te, 在 Reps 的 半 平 面 上 ,有 


l fiet -1 ep 
0 0 


| etertdi=-— 
0 


p—s p—s 
1 E -P-o t 一 1 
ix mr "i (p— s)! 
所 以 
diz 1 ^ H E st 
te BOET oe . 
HA, ; . s 
LE TI 1 + 
i*e An LS Gone. (21. 8) 


e88 » 


X 


应 当 指 出 , 由 于 约定 (21. 2), 4538 (21. 5) RBS LER C 1 应 理解 
AMERA OC] zz $8 T€ 38 (rS B 6 
1 (00), 
nay p (21.9) 
其 它 公 式 里 的 原 函 数 (4) 也 都 应 该 理解 为 1f(1)H(#)。 
拉 普 拉 斯 变换 的 定义 (21.3) 对 于 p(1) 是 线性 的 , 所 以 
Cie (I) + CPE) — 0p) T Cu». (21. 10) 
例如 sinet— (e**!—e7***)/2i, ij e'** 和 ei*!' 的 像 函 数 按 照 
(21. 7) 43 8I 1/(p— iof 1/Cp-E io), 于 是 应 用 (21.10) 即 得 


i =. 1 m S NE DÀ 
Sint "2i i 1 )- ILL (21. 11) 


cosol 


rs : (21.12) 


XGBHUR— P P RECIBE ER CRI e, RITUUM RE. VE 
有 专门 的 拉 普 拉 斯 变换 函数 手 贡 ( 例 如 B, A. 季 特 金 等 < 运算 微 积 
手册 >, 张 变 译 ,科学 出 版 社 , 1958), 十 分 详细 ， 查 找 像 函数 很 是 方 
便 。 不 过 , 有 些 手册 所 列 的 像 函 数 并 不 是 拉 普 拉 斯 变换 函 才 5(p)， 
而 是 拉 普 拉 斯 - 卡 孙 变 换 函 数 pP). KADER, AARE 
差错 。 

现在 研究 导数 和 积分 式 的 拉 普 拉 拓 变换 。 

AR SH do] dt 的 拉 普 拉 斯 变换 像 函数 ， 


dp. [ap pr = -87]* i - 
ruit : Ar dis [ e nadgp -[o(t)e7*']2 NOD ” dë 
7 lime(t)e7*' — 9(0) t pp(p). 


选取 Rep 为 足够 大 的 正 数 可 使 
limg(t)e"*! =0, 


. 89 > 


于 是 


SP epp) - e(0). (21.13) 
对 于 e(0)—0 td bil, C21. 13) 简 化 为 
SE pP (21. 14) 


可 以 把 (21. 13) 推 广 到 高 阶 导 数 。 只 要 能 够 使 me -7 (0) 
z0(iz0,1,2, —,n—1), 就 有 
POPP 77 1e(0) - p (0) — 
—pp'*-? (0) — gt*7»(0). (21. 15) 
再 看 积分 式 


eG) = [var (21. 16) 


的 拉 普 拉 凑 变换 函数 。 从 (21.13) 知 道 
$(-p»$G)—9(), 


Joh o()- | *code-o mms 
Aoc 
Pip) = tp), 


Rp f, v(r)dr P. (21.17) 


Z XO. 14) (21.17). EA E PRIX 48084 E 35 059coR 5E ET p MENE 
i/p. 事实 上 ， 如 果 落 虑 拉 普 拉 斯 -长 孙 变 换 像 函数 Pip) ppl), (21.10 
和 (21. 37) 仍 然 成 立 , 而且 {21.5) 和 (21.6) 应 改写 为 

; d E ESE S 

1221, Bd Po 
PR Q0. D f St AR EC p RR ETOCR ST pART. T 
xt, 话 也 要 说 回来 ，(21. 14) 只 对 9 (0) 20 HEREA, ERR F Ec 
JH (21. 13) 而 不 是 (21. 14), ' 


« 90 > 


M1. 13) — (21,16) $8(21. 17) RE, 在原 函数 领域 里 的 求 导 
和 积分 等 运算 , 反映 到 像 函数 领域 里 仅仅 是 代数 运算 。 这 就 是 说 ， 
对 和 沼 微 分 方程 ,积分 方程 以 及 积分 微分 方程 施行 挖苦 拉 斯 变换 , 将 
得 到 代数 方程 。 

例 1 当 微 分 方程 及 其 初始 条 件 


NE Lal ey ft», 


yO) =ke y(0)-k.. 
对 方程 的 每 一 项 元 行 拉 普 拉 斯 变换 ( 即 各 乘 以 e7t 并 对 上 从 0 到 
-oe 积分 ), CET TT IOR 的 代数 方程 
{p29(p) — pki—k;)-- LapyCp) —akil+ by(p) =F), 
an (pP rap b)y(p) — Cor a)k, k= f Cp). 
例 2 联 立 常 系数 常 微分 方程 组 及 其 初始 条 件 


dy dz | ks 
NIC T eqzz fiC), pO =t 


teaz=falt); 7O he 
IA Ei RATE E P. RR Xe 9C) fn. oik 
立 代 数 方 程 组 
de =f,(p), 
py — ki tag lp) + bopz(p) —b3k; +6170) = f. Cp). 
例 3 ux AREE Lx CUBA, 充电 电流 30D 
38g pu ie m 
+BI+ pf jda, (0)=0. 


7i 860355 E RA E, RRR 7(p) 的 代数 方 
程 


dy +ay+b S 


aL) RIG--3. 1 a . 


这 些 例题 表明 ,施行 拉 普 拉 斯 变换 , 可 把 常 微分 方程 、 积 分 方 
程 以 及 积分 微分 方程 转化 为 代数 方程 。 在 转化 过 程 中 ， 初 始 条 件 
也 考虑 到 了 。 转 化 后 的 方程 (以 像 函 数 为 未 知 函 数 ) 比 原来 的 方程 
容易 解 得 多 。 在 解 出 像 函 数 之 后 , 如 能 找到 它 的 原 国 数 , 那 就 是 原 
来 的 方程 的 解 。 从 像 销 数 找 原著 数 叫 作 反 读 ， 反 演 问 题 在 下 节 讨 
论 。 

例 1 一例 3 中 的 方程 都 是 常 系数 的 。 下 面 再 举 一 个 变 系数 方 
程 作为 例子 。 为 此 ， 需 要 补充 一 个 公式 。 回 到 拉 普 拉 斯 变换 像 函 


数 的 定义 (21. 3) 即 P= [^ ec'ecodt. 838 2 RE RSS 
好 /dp = rnc oco ar. 这 是 说 ， 


| ZOE Di TP). 
依 此 类 推 ， 
a Zl „nd 一 " 
| tüe(t)ex(—1) ap 7 (P- (21.18) 
例 4 党 微分 方程 以 及 初始 条 件 
(atn od ry 0, 
Z dy t 
7(0) 20, dt i =0. 


应 用 (21.15) 和 (21. 18), 对 方程 的 每 一 项 施行 拉 普 拉 斯 变换 ,就 得 
到 像 函 数 Xp) 的 方程 


-EIPICO mpi G) +9(p) =0, 
Bn l p Z+ Ln+1)p=17=0. 


这 虽然 仍 是 微分 方程 , 但 它 是 一 阶 的 ， 不 像 原 来 的 方程 是 二 阶 的 。 
一 阶 微分 方程 比 二 阶 的 容易 解 。 
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j m"g 
à. RF AEE C f OECD HR NC, 


(1) shot, chot, 
€2) e^"sinot, e^"! cosot, (3) Ja 
.2. oa 


a» £y Fy rry 329 tyase, yq) - 9 = 
(2) FY oye 30cht, y yews 
- VoU (9-1 
dp rem Te 1(0) =3. 
a) Ty gi i et, v0 = =o 


f d 
(5) dy, = eu LM dy: og, — €i, Lo CO — e gag 
dt dt dt dt 
gu (0) H e n —9,(0) 20, 


(7) ia A Àg x0. 


8 22， 拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 


上 节 例 题 表 明 ， 有 不 少 方程 在 拉 普 拉 斯 变换 下 的 像 函 数 方 各 
北 较 容易 解 。 但 是 解 出 像 函 数 后 还 必须 进行 反 演 ， 找 到 它 的 原 函 
数 , 才 是 原来 的 方程 的 解 。 那 么 , 怎样 进行 反 演 呢 ? 

有 理 分 式 反 溃 法 ”只 要 把 有 理 分 式 分 解 为 分 项 分 式 就 可 利用 
(21. 5)—(21. 8), (21. 11), (21.12)0 E35 23 ij 1(2) 的 答案 进行 
BUR, 


a 93 * 


1 sk * 1 tost 
um i LI (p n zt € , 
z5sin wf, 7 i- 57500801, (22.1) 
MEM qut" 2 -js 44 N Ac —b? 
ap topte M/dac—bi. Wi 
+b/2a_ .1 Feno gog M A86 — —b,. 
ap? -bpie a 28 


从 (22.1) 知 道 ，(1)? 如 果 有 理 分 式 的 分 母 有 (na 十 1) 重 的 实 根 s， 则 
原 函 数 包含 te 的 项 ;对 于 正 的 s, 这 样 的 项 随 # 指数 式 增 长 ， 而 
对 于 负 的 s， 这 样 的 项 随 上 指数 式 衰减 。 如 果 这 #+1 重 的 实 根 * 
DLE MURARE ARAR ##。(2) 如 果 有 理 分 式 的 分 由 有 纯 虚 数 ， 
的 根 tio, MAARA ARAM sinet 和 coot., (3) 如 果 有 理 分 


式 的 分 母 有 共 频 复数 的 根 一 之 十 iv/49c 一 生 ， 则 原 函 数 含有 变 幅 
度 的 振荡 项 o-ooein Rae, 和 e^! oos dae 63 


` FPEM b/2a, SR CU s fe e 00720" 是 指数 式 衰减 。 


例 1 Rpp 27 APESE grs, 


NR JCiEA BED REPRE, 
p!—81—(p!—9)(p*-9) — (p—3)(p-- 3)Cp! 4- 9), 
它 有 实 根 +3 和 —3D RA eR 土 i3. 


. 把 多 (p) 这 个 有 理 分 式 分 解 为 分 项 分 式 ， 
wipe ec bea a eL RN. TE I EE DIE Y t 
i (p-3)(p-3)(py--9) 2 p—-3 2 2 二 3 p +9 
1 1 1 1 21.8. 
C*p-8 2pti p-9 3 p49 
应 用 (22, 1) 即 得 
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a . 过 法 sul uL 1 od. 
plt) ye ze 7r cos 3t z sin3t, 


原 函 数 含有 指数 式 增 长 项 e!( 对 应 于 正 根 3), 指数 式 衰减 项 e-3 
CH BET fidit 一 3) 以 及 振 项 项 。 cos3t 和 sin 3LOW Ez F At H£ cd 
i3), 

查 表 法 用 拉 营 拉 斯 变换 函数 天 从 像 冰 数 查 原 函数 是 很 方便 
的 。 特 别 是 在 比较 完备 的 拉 善 拉 斯 变换 示 数 手册 中 ， 一 般 常 见 的 
像 函 数 都 可 以 查 出 原 函 数 。 000 

为 了 充分 发 挥手 册 的 作用 ， 应 该 掌握 下 面 的 定理 。 这 是 因为 
有 些 像 函数 虽然 不 能 直接 在 手册 中 查 到 ， 但 按照 下 而 的 定理 加 以 
变化 就 可 以 在 手册 中 查 到 了 。 

EREM Any), 
则 一季 (六 二 pt 一) E ud 

这 是 不 难 验证 的 。 go UTC 


PDH 
A ` 


oct -De[erec —tc)dt. 


我 们 知道 ， 原 函数 g(t) 应 理解 为 g(t)H(t)， 因 而 上 式 里 的 
PC 一 了 ) 应 理解 为 p(t 一 r)H(t 一 +), 如 图 23 的 虚线 所 示 , 因而 积 
分 下 限 0 可 改 为 *, BN 


et -r| erect — 1)dt. 
改 用 #=t 一 rt OB 作为 积分 变数 , 则 | 
gaps entecodi e en [eno coat- ena. 


REPE, 像 函数 的 指数 因子 o7? ERMA N, ARR 
数 之 后 只 要 把 ERA tr 就 行 了 。 


例 2 求 久 的 原 隙 数 。、 


95 «€ 


解 EBERT: e-"?, 从 本 书 附 录 一 的 第 1234 DII 
生 1/Vxt， 把 原 函 数 的 t+ 延迟 为 一 + 即 得 


7 


Sy 
位 移 定 理 如果 Ed € CGO, Wi pipt A= iepa) 
这 也 是 不 难 验证 的 。 


ete): e. ee sq» ]ac- f ep dat. 


登 最 右边 的 积分 昭 eo) [^ erecoar 比较 ,可 见 它 就 是 瑟 (p 二 
2), Bii 
e^?" e(t) pp A). 
ASK C21. 8) PRCZ1. 6) 的 关系 正 是 这 全 定理 的 例证 。 这 样 ， 查 表 时 
可 以 把 p(p 二 4) 的 3 十 4 位移 成 为 p， 查 出 原画 数 之 后 乘 以 因子 
eU WT. 


de o pt4 
93 E OTAYTGP ATO 
EETTTTIETEE T 
P, A211) fü C21. 12) 


的 原 函 数 。 


一 一 一 一 :sincrt， 


p . 
rs P ra cogot. 
应 用 位 移 定理 即 得 


e ESTNE 
GFA Raf nat 


2 MEA S aa 
(pA Fo 


沧 积 定理 ( 折 积 定理 ) 如 果 
giCp)z594€ i » Papp t), 
则 Fp)72(2) | ex ieu — dr, 
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ze cose. 


这 是 一 全 很 有 用 的 定理 。 它 可 如 下 验证 。 
i E LT) (E 0) d — ed ooo —r)dr. 


右边 是 VPESEBQTUEROuARXTBUILFO i RY, MAER 
在 图 24 中 划 了 线 作 为 标记 。 现在 改变 积分 次 序 , 先 对 + 积分 再 对 
v 积分 ~ 参照 图 24 确 定 积 分 限 ， 


f pilt): ter=| e Code] ep —1)di . 
BUB E= 可 了 代 夫 请 作 为 积分 变数 ， 
f pir pi- d= j prerdr 二 064 
0 -30 0 


=p: yo). 
这 祥 ， 如 果 像 函数 可 表 为 两 个 因 式 的 乘积 ， 而 且 每 个 因 式 容易 反 
这 ,那么 乘积 的 原 函 数 就 可 用 卷 积 定理 算出 。 


LE! R Ip EE. 

9 ”由 (21, 5,1/p--HCD. 应 用 延迟 定理 得 e pH- 
a)。 又 由 (21. 7), 1/(p-- b)eke^?. 

题 给 的 像 函 数 可 看 作 p 与 1/(p 十 5) 的 乘积 ,运用 卷 积 定 
理 即 得 


SII =f ge- —a)e dr = i-a) f'e e-t -odr 
-H(t—a) Epes 下 sifre o]HU—a). 
里 要 -梅林 反 演 公式 ”这 是 从 像 函数 求 原 函 数 的 一 般 公式 : 
PU) ai "Pay, 


积分 号 右 下 角 的 品 表 示 积 分 路 径 平行 干 复数 ?平面 上 的 碟 轴 昌 在 
丈 (20) 所 有 奇 点 的 布 方 , 在 b 上 的 积分 方向 是 自 下 而 上 。 
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WE 取 一 个 实数 a， 它 大 于 (21.4) 
Bé) so WEP FEKE Rep=a 的 了 平面 
uh. e SRI m, CS dA. 
ARRAJAR TE— EEA R i 
4 C, CRH Rep=a 相交 于 4 一 起 


和 a-Hib, 如 图 25 所 示 。 图 中 还 描 出 这 让 aib 
MA Cs REH Rep=a H — 8 L 所 构 "go 
成 的 回路 ， 并 用 箭头 标明 回路 上 的 负 方 向 。 应 用 科 希 公式 (9. 4)， 
2-4 ("" 9€, PÈ 
P= zal. -ib — P EH n ED p ac. 
4 R-»oo, JA Ifi boo, 上 式 成 为 
"igo, FE 4s 
5(p) = zl B= 2er im |. PEE. (22.2) 


这 里 将 证 明 (22, 2) 右 边 第 二 项 为 零 。 事 实 上 ， 利 用 (21. 4) 得 


$C vm 
limf, 到 PI tim| e, C — 9) (6 — 89) 
Aen od 
5 m, iex ^mi]. ae} = lim ga Ra =0. 
3A. 2) 成 为 
P. ji Pla e (22.3) 


在 (22, 3) 的 两 边 同 时 取 诛 函数 。 右 边 积分 号 下 的 1/(p 一 2) 
: 竟 原 函数 是 e, 所 以 


TOE e" gt. 
$05 开 里 如 -梅林 反 演 公 式 求 1/V FP HARY 
_ 解 按照 里 曼 -梅林 反 演 公 式 
1. df 
Aya Vx. 
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被 积 函数 1/w 了 只 有 唯一 的 奇 
BÀ pO, 这 是 极点 型 支点 。 沼 
负 的 实 轴 作 切割 ， 并 作出 两 条 
积分 路 径 如 图 26 所 示 。 因 为 
在 这 两 条 路 径 所 围 区 域 上 没有 
奇 点 ,从 科 希 定理 知道 


[tht 
Jtr 1,70 0 2 BS EET REA 图 26 


EMER, C, 和 C, 则 是 以 原点 为 图 d e 的 : 
B. 


令 B ,用 约 当 引 理 得 | 。 一 0， 不 难 验证 fim| =0. F. 


eO mg ec S ye 
* 在 割 线 两 岸上 和 了 的 辐 角 可 分 别 定 为- 一 起 和 上。 这 样 ， 在 : 
4 上， va =v Iz] ec" 一 iT TEL b, x FN get 


FID Es 
şi ct EP M 
eo-g[ d -i E £ TAT 
uve 


BOH seit 作为 积分 变数 ， 
«o MX 2 d 


ibt 
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3 HB 
把 下 列 像 函数 反 演 。 


a» gi) - (2) gg) Bc 


6 
PHD” =y 
; =L., #0) =, (4) jp) 
(的 lp) = Fp) pop 0 90 


3.ck jo = 一 一 5 一 的 原 函数 。 
Lp + Rp 


EE. 
(p-D* 


x = N,0,0505 
3. RN. o ppt 6) GF 0) PHO JURAR. 


d RIP siur ry IRA 


5. Rip) Cap Fy ha 


6. RT (p) = A— 9 — ETT prs. 

7. $ Ti = 
&. 

8. X Tips 
数 。 

9. BARER gp) ne7rrig orem fororem (0,4 9p, sco, 


和 0: 是 两 个 任意 常数 。 问 和 应 取 怎 样 的 数值 村 有 可 能 选 定 C 和 0, 使 原 函 
数 3( 切 为 多 项 式 ! 


10. 已 知 jp) C £2 T MCPUTUTTTWUITETITS 


s ts » pou) (0 HE, F 是 某 个 已 知 的 e CO MS RR 


pra OB URN F) 是 菜 个 已 知 的 sCO ffi 


n. Bx qo eT, don pay 关中 DO» (tp Bp K (ipt 


+k) -k, SOAM S i DON 试 论证 D(p) REER, 
ABUS SUORNOS. EFALRETF, MARXI ) 不 含有 稳定 振荡 的 部 分 而 只 
含有 指数 式 误 减 的 部 分 或 豪 碱 振荡 的 部 分 ? 
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12， 求 下 列 像 函数 的 原 消 数 。 


z x 1 , cT 
‘1) IO iste (2) HT] TM 

H a to, Imat 
(3) I). ptt {4) Ii» 2p?" 


§ 23， 运 算 微 积 应 用 例 


综合 以 上 两 节 , 用 运算 微 积 求解 微分 方程 .积分 方程 的 步骤 可 - 
HAA: (1) 对 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 ， 这 变换 把 初始 条 件 也 一 并 
考虑 了 。(2) 从 变换 后 的 方程 解 出 像 函 数 。(3) 对 求 出 的 像 函 数 进 
行 反 演 , 原 的 数 就 是 原来 的 方程 的 解 。 
例 1 求解 交流 RL 电路 的 方程 
puente 
j(0)=0. 
m .对 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 ， 
Lpjt Rj—H, 


"eig" 
” ”从 变换 后 的 方程 容易 解 出 


景 后 是 进行 反 演 。 由 于 


e = 1 =o- IR/Lyt 
Fo ToU sinot, PERIL” e > 


引用 卷 积 定理 完成 反 演 ， 
X0 = ! gU Ogin order 
0 


= ee e ttv CU L)sin or — ocosor | 
L RULES h 


* I01 *- 


E, (R[ D)sinot— ocosof , Es oe (5/0: 
TL RHL -e*. LE[Dro 


EowoL Wp 
=j z s (BR sin ot 一 ;9Leosot) TD Lio e jf R 


MERRE- EI RE- ARGIS ORCI EARS, A 
EBER 
BERERA SW EUa Fa: 


Ro IQ sinet — oLcosot) 

EE, R : oL 
SIRTAR opi 一 JEET o) 
- xp. cosO sin ot — sin8cosclt) 

= pin (ot—0), 
其 中 


R L. 
$— aro cos 7g; or aro sin ETT CETT 
ER 3:13: [5 E 4:003. $3 035 1E p 2 OE E 
LEOTE T 3 [2128-1717] P l 
例 2 两 个 线圈 (图 27) Roten R, LMC MREZA 
五 同系 数 为 M. 在 初级 线路 有 直流 电源 , 其 电压 为 可、 今 接 通 初 
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级 线路 中 的 电 钥 K, ARRE LI LN NMOLZIA PLE 


解 ” 先 写 出 电路 方程 ， 
+Ritgf, jdt- MÀ jm Bs 


d. apu [5 31 d. 
Lu -HR js i gf a HM gi 


还 有 初始 条 件 (0) 0, ja(0)=0. 
对 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 ， 
p T 页) À 十 Mp =2e, 
| (198 T) --Mpji=0. 
o PS . EyMp 
2 1 2* 
-=(P Hp) 
把 它 分 解 为 分 项 分 式 ， 
j 1 1 
应 用 (22. 1) 的 第 三 行进 行 反 演 ， 
JG) — C07" sino;t-- C;e7" sino, 
其 中 


A= Å= 


R LIEB C. 
2(L M) 2(L—-M)' 
a Sea Ri 
or RID 
B VR WENN gs 
Su " C(L-M) aE 


MENT NC EE 
!720LT Me, ge 2(L—M)os 


z| 
Gl 


P| TAPAR] (G- Mp Hip, 
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习 题 
1， 求 解 下 列 常 微分 方程 . 
(1) gis td: 


(2) T+ y= 30cht, g(0):3, Ed = 
dt|,. 


vy 2t 
un ONE e pon. 
d: 2g ae Tet, sup es. 


o G itys te, oo- 过 | 


d^y du + ey mee, y(0) -2l EY) o, 
[LI] $*9 


2. —— —  À 求解 充电 . 
电流 了 的 变化 铺 况 。 
3， 放 射 性 元 素 E, REH E, TR E, 的 原子 数 N, 变化 规律 为 < = 


-ON XR E, 又 赔 变 为 Ev TRE IS CT EON E C Ro S 


ON-ON: ER E, LERA Eo TR ,的 原子 数 入 的 变化 规律 为 人 
CN TR E RBD, RERE, CHATE N, P A 
ENUON. DLE Cu On Os 和 O04 都 是 常数。 设 开始 时 只 有 元 素 E, HN 


pa 求解 N, 的 变化 情况 N CO. 
4、 设 地 面 有 一 震动 ,其 违 度 = 五 (9), 地 震 仅 中 的 感 生 电流 j ETER 


3 sss C usas 
dr* 2ej +e f ja À Tr 


这 电流 通过 检 流 计 ， suia. 偏转 坦 守 规律 


d: 
dat 265 2c 2 +ey uj. 


PE y 的 变化 情况 VOD. 


5. 求解 交流 RO 电路 的 方程 
ii ahe- E,sinot, 
FIDES 


* j04 * 


6. KT! 72 T Asinot, T(0) 0, ^(0) m0. EEEREN 
于 3437 Bj5.] 

7. RET Todi s gC(), T(0) 0, 7/(0) —0, 900) REDE AAR 
[本 题 答 案 可 应 用 于 8 39 088.) | 

8. EIE T^ eT —g(0,T(0) 50,900 XXE U A, LEER 
可 应 用 村 8 39 例 9.] 

9. Kt BU 2 e aye o 里 的 人 应 取 怎样 的 数值 才 有 可 能 使 广 
程 的 解 为 多 项 式 ? 

10. LE AURI E a m OHA aye o 的 4 应 取 怎 样 的 数值 才 有 本 能 
使 方程 的 解 为 多 项 式 ? 

11， 有 一 种 船舶 三 过 器 利用 的 总 炉 合 振动 原理 ， 在 水 面 上 旺 篮 的 船体 不 
妨 看 作 是 一 个 阻尼 振子 ,其 质量 为 及 ,机 强 系 数 为 下 ,阻尼 系数 为 昌 。 碱 起 器 
则 是 附着 在 船体 .上 的 振子 ， 其 质量 为 m, MARK k Hi, MERS 
X G) WR Dei fr HE 4(t) 的 运动 方程 是 

jet cune P ECONECAUE CON 
miz-—k(r—X), 
其 中 Fosin@t 是 使 船体 颠 徐 的 外 力 。 在 什么 条 体 下 ， 般 体 的 运动 不 含有 稳 
- 定 振荡 而 只 含有 指数 式 衰减 或 豪 版 振 范 ? 
12， 用 这 算 微 积 方法 求 出 下 列 积分 。 


(D IO=) as (2) TORE 
dar da o g 
[" sintx “sint ix 
《3) I0) 2| RD (4) IC) | da. 
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第 六 章 傅 里 叶 级 数 


读者 已 经 熟悉 国 数 的 震级 数 展开 ， 这 种 级 数 的 每 一 项 都 是 宕 
函数 ,就 是 说 , 采用 了 一 系列 等 函数 作为 展开 的 基本 函数 旅 。 

TARRA AHE, 所 以 周期 函数 展开 为 等 级 数 以 后 , 周期 性 
就 很 难 直 接 体现 出 来 了 。 这 样 , 在 着 重 研 究 函 数 的 局 期 性 的 时 候 ， 
每 级 数 展 开 并 不 合适 ,需要 采用 其 它 函 数 作为 基本 函数 。 

在 科学 技术 的 各 个 领域 里 ， 广 泛 地 存在 着 振动 和 波 这 类 周期 
现象 ， 例 如 弹性 振子 .机 械 振 动 , 声 振动 和 声波 、 交 变 电 流 . 电 磁 振 
荡 和 电磁 波 等 。 初 等 课程 往往 只 研究 正统 或 余弦 函数 所 描写 的 振 
动 和 波 , 即 所 谓 谐 振动 和 谐 波 ,但 实际 的 振动 和 波 并 不 一 定 是 简单 
metama, Ha 
图 28(a) 是 C 调 “go* 的 | 
音 又 (频率 为 264) 发 和 (077 09 1/264 2/94 F 
的 声 振动 , 这 是 谐振 动 。 


图 23(5) 和 (e) 分 别 是 某 

AERE HB RE AY NR Ti 
ili f C ig*do" Pi Ja zh, 

虽然 频率 也 是 264， 振 

动 方式 却 比 较 复 杂 而 且 — (e) 
两 者 各 不 一 样 。 各 种 乐 

器 奏 出 的 和 各 个 人 踢 出 图 28 
2 106 * 


9 1/264 2/204 f 


KCNO ERER, MERA CNUE 
式 振动 。 

可 能 的 复杂 振动 方式 不 计 基数， 逐一 加 以 研究 显然 是 办 不 到 
的 。 人 们 经 过 研究 发 现 这 样 做 也 并 不 必要 ， 原 来 复杂 振动 可 以 分 
解 为 一 系列 各 种 频率 的 谐振 动 的 大 加 。 在 数学 上 ， 这 就 是 把 周期 
函数 分 解 为 传 里 时 级 数 。 

人 丁 的 科 着 氏 器 害 包 括 成 万 条 纤维 ， 它 们 的 振动 频率 各 不 相 
同 。 声 振动 传 进 人 耳 后 。 相 应 于 声 振动 所 包含 的 各 种 谐 据 动 频率 
的 那些 纤维 被 激发 而 共振 , 刺激 相应 的 神经 末梢 并 传 到 大 脑 , 大 就 
是 这 样 听 到 和 识别 各 种 声音 的 。 这 里 不 仅 是 数学 上 的 分 解 ， 而 且 
是 真实 的 物理 过 程 。 无 线 电 电子 学 更 是 经 常 运 用 这 种 分 解 和 很 加 
过 程 。 


| | 
§ 24， 周 期 函数 的 侍 里 叶 级 数 
没有 站 个 确 定 的 局 期 了 数 了 (9)。 把 它 的 周期 记 作 28 即 


f(z+21)=f 了 (x). (24. 1 
采取 补足 条 件 (24.1) 的 一 系列 谐 防 数 


KRT | (24.2) 


作为 基本 函数 族 。 不 难 验证 (参看 附录 二 )， 函 数 族 (24, 2) 里 的 任 
总 两 个 都 是 正 交 的 , 就 是 说 , 两 者 的 乘积 在 一 个 周期 上 (例如 从 一 
A- ORBI HE, M 


21075 


í: 1 cos de= 0 (ks-0), 


1 sin£S£ay 一 0， 


r 
jew de=0 Qe, (24.3) 
f. sin EE ein S39 45— 0. (bn), 
f. cos 92 sin AET qu D. 
- Weil OR 24. 3) PERCHE TRA RCM CLER. 再 委 加 起 来 簿 到 
*. eos ET Emm 4 Ee ints, 
uM 


试 拿 这 作为 所 给 函数 fm) 的 近似 表达 式 。 这 个 近似 的 误差 


ela) = f(e) — Eo os 一 -一 Hu -Ea sin 522. 
me 


为 了 考察 近似 式 的 优 劣 ， iss FIM Ed SEN EIS UR IAE 


(24.4) 


ADS leae e 
这 里 的 c(z) 应 以 (24. 4) CA 把 平方 展开 并 计 及 正 交 关 系 (24. 3), 得 


Ld [eodem f [f(x) Y da 


P» fa[ ese] -2a foe as 
+5 sin ES 2b, fein Elar. (24.5) 
zj, p [5 i : | 
系数 ee 入 的 选取 应 当 使 平方 平均 误差 尽 可 能 地 小 。 于 是 ,由 条 件 
3 f 3 (" 
as]. ie (demo 和 arf Le) Tdsmo 
定 出 系数 
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一 一 一 一 一 一 一 一- 
| 


a fr) cos Era MN LL ua f (2) sin Iis 


Rm "Teje 


38 (24. 6) fep (24. 5) 4 3I 
f cas f Ua [eas 


-Enf 


bag “M 


EA dAbI93F Jj ERI R28 NES 右边 当然 出 就 0, RI 


f, [f(z) Pes [e Eas 
371) f [s Ee] da, 


此 一 下 
3k ul EE fh ERE M (24. 2) 9 PE ERE AS 
DUE FORSE SUE IE URL GENS, 3A (24. 22H FRE NARE. iE 
是 说 , Y 越 大 , 则 贝 宕 耳 不 等 式 右边 的 项 数 越 多 , 从 而 右边 越 大 , REGE EH, 
那么 , N 一 oo 的 情况 怎样 呢 ? 人 们 已 证 明 ， 对 于 任意 的 分 段 连续 的 周期 函 狼 
Jo», 


z " kac = aff T kx] 
i, Lose Daf [ooste] dz 2 f E sin t52] de. 
IER EE fati c o4. 2) f eM E C REC AED. 
完整 性 方程 表明 , 当 Nc 平均 平方 误差 一 0, 这 是 说 ， 
fO 354 00s 一 -一 d 3" sin——— es 


各 = Kei 


于 Nooh FIRAT ANER f(z)。 
AZA ER BC C24. 2) 06 20 MC RB, 把 周期 函数 f(z) 展开 
为 级 数 


» (24. 6) u 


LE dz, 


fG) a + S S (acos EIE + 6,s sin 2! (24.7) 
xc 
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^ 所 以 


ae li loca nn eset se a 
$, "pc OR. 
有 实用 的 角 庚 说 ， 算 出 传 里 叶 和 元 是 很 重要 的 。 只 要 接受 人 


里 叶 级 数 展开 式 (24.7)， 便 容易 导出 傅 里 叶 系数 的 计算 公式 。 事 
KE, 在 一 个 周期 上 把 (24.7) 逐 项 积分 ， 


NM dt 
kat . kaë 
^ T5, i . 
Ee. cos— dé | sin ^ 1*4 3 
出 于 正 交 关系 (24, 3)， 上 式 右边 除去 售 有 ao 的 一 项 之 外 全 为 零 ， 
MIU =2tmo 


aal. KOLA (24.8) 
用 cos T iR REC. DADA EAA EER, 
f. o cos PE qt 
«Xf. cos TË cos E gg +b, É sin Eie ooa E ag), 
由 于 正 交 关系 (24.3)， 上 式 右边 除去 含有 4 的 一 项 之 外 全 为 零 ， 
f fG)ee CR | E x i d£ 
-} 


十 coe 2nz£f 


L] H B 
z0, I —— NES zT biher 


( A =f, DONER E (24.9) 


« I10* 


(24.8) 和 (24.9) 还 可 以 合并 写成 | 
E E NANE p 

amg g| (6)o00 sds, 

f (2 (20), 

^ asf (nÆ0). 


. RA, 用 sin 77 BROC. 7) 各 项 并 在 一 个 周期 上 逐 项 积分 ， 可 


o=, f (E) sin Bas a. (24.10) 


传 里 叶 系 数 计算 公式 (24.8) 一 (24.10) 8 o 20 或 了 分 别 来 自 
f. ras, fi [ees] aw IL SUE ds。 这 几 个 积分 的 


平方 根 分 别 岂 做 1, cos tË 和 si SIE gg, 


推导 (24. 8) —(24. 10) 是 以 承认 铺 里 时 级 数 (24， 7) 为 前 提 的 。 
这 料 作 出 的 傅 里 时 级 数 究 帝 是 否 收 敏 ,即使 是 收 剑 , 究竟 是 否 收 敛 
H fa), 这 些 当然 都 还 是 问题 。 前 面 提 到 的 完整 性 方程 只 表明 平 
均 收 伍 , 也 还 不 是 普通 意义 的 收 伍 。 

定理 ”如果 周期 函数 OER, 至 于 它 的 导数 或 者 处 处 连续 , 或 者 
在 每 个 周期 中 只 有 有 限 个 间断 点 mi 人 一 1，2，…，9)， 而 且 在 间断 点 的 跃 度 
A, (E 01,2, …,W) 都 是 有 限 的 , 则 伟 里 叶 级 数 (24.7) 绝 对 且 一 致 收 敲 。 

证 考察 博 里 于 系数 的 绝对 值 


la llf Fes Er ag], 


.进行 一 次 分 部 积分 ， 


I ] Kip sin zT, -人 f'E) sin Eréag| 


Šli. PO sinita] LL | E sintra] 


* HIS. 


[4] 


-让 让 EO sin se (其 中 uma, 0). 
OPI 


le ba (tO)eoe FT fce] 
E T (GO) eos ES ag] 


«ela: A, eos ET] xz Sfr yes Frag. 
ERE Yum RS. — EN. TR 
lo, | 34. 
RET Lo. [I^ KRE, UE OE RE 24. 7) f eos 72. gif sin Eng 


合并 起 来 的 绝对 值 所 学 ， 我 们 知道 , 正 项 级 数 


(24.11) 


是 收敛 的 (参看 附录 三 ), ELS B 3 (24.7) 808 B. EC DS 
XX, (Ern Mole 9t CRG E FOL OR. LTD E — SOC BO Ro e eU 
这 宽 , 如 下 面 的 狄 里 希 利 定理 。 


关于 传 里 叶 级 数 的 收 和 分 性 问题 , 我 们 限于 指出 狄 里 希 利 定理 。 
KERAMER DURER fxz)， 如 果 满 足 狄 里 希 利 条 件 ， 其 
《1) 处 处 连续 , 或 者 在 每 个 周期 中 只 有 有 限 个 间断 点 ， 并 且 在 间断 
点 的 跃 度 是 有 限 的 ,(2) 在 每 个 周期 中 只 有 有 限 个 极 值 ， 则 傅 里 叶 


级 数 (24, DM 
P N EN 《在 间断 点 £), (24.12)- 


EXIPE 


例 交流 电压 ECL) o Eseinot. MERRER 负 压 被 “前 
X^ (图 29)。 试 研究 半 波 整 EW 
流 叫 讨 的 裤 里 时 级 数 。 

E Eysinot E LR 
B, MY 22 /o. 经 半 波 整 
流 后 ， 周 期 还 是 2xjw. 在 图 29 
[一 xj/o, rz/o] 这 个 周期 上 上 ， 半 波 整 流 电压 可 表 为 

GE —7/0,0]. E), 
A resur Dos ses 

按照 公式 (24.7) 把 半 波 整流 电压 展开 为 傅 里 叶 级 数 《 公 式 里 

:的 i 在 本 例 即 2/0), 


E(t)—at © (a, coskoi +b, sinkot). 
bei 
傅 里 叶 系 数 则 用 (24.8) 一 (24.10) 计 算 。 


— 1 0 sjo "m 
u= jo n +f osinatat | 


"B, 


-2 Ejsincotdt —— 
a, ln" Es, sin otcoskotdt 


"Aer [ein L-HE)ot4 sin (1—k)ot]di. 
现在 要 区 分 =1 和 有 地 1 两 种 情况 ， 


E, 0 从 


gig 2x 


aia zło 
| sin 2o0tdt = 一 "o cos2ot | 一 0， 
9 


o, = 200. me (sin (1--k)ot 4- sin (1 —k)ot]dt 
sai co8(1+L)ot cos(1— 2M 
2| — 14k  —— i1-b 
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LA 《一 Di (1) 17] 

Zr) i+E LR 1—£ i-i 
0 (k 为 奇数 ntl), 

E TIG (为 偶数 2n). 

至 于 
b,— 1 £ Esinctsinkotdt 

ajo 

LE 


P [oos (ical Late 
2x 0 


UER bulbi 两 种 情况 ， 
b= . Ego 
2a 


[^ (1 — cos2ot) dt — Ey, 
0 


s ep Ccos(1-—E)ot— cos(1--k)ot dt 
-p 1 Rot _ -| = 
pr 1k IE jh =” 

这 样 ; 半 波 整 流 电 压 (2) 的 傅 里 叶 级 数 是 


EQ) = L5 P Evsinot 4. Sp 


这 个 健 里 叶 级 数 的 第 一 项 即 常数 项 ES c 代表 整流 后 的 直流 成 分 - 
它 是 交流 电压 峰值 B 的 1/ xc 倍 即 大 约 0.32 倍 , 或 者 说 , 它 是 交流 
m HORAE. Bo/M 2 的 V2 /x 倍 即 大 约 0.45 倍 。 整 流 的 目的 本 
来 就 在 于 获得 直流 。 但 是 ， 半 波 整 流 电压 并 不 就 是 直流 而 是 脉动 


的 (从 图 29 可 以 直接 看 出 )。 除 直流 成 分 以 外 , 还 有 去 Bosin@ts 这 


是 频率 跟 原来 的 频率 相同 的 交流 成 分 ， 只 是 幅度 已 减 为 一 半 。 另 
外 还 出 现 频率 为 原来 频率 2n( 偶 数 ) 倍 的 交流 成 分 。 
频率 跟 原 来 频率 相同 的 交流 成 分 叫做 基 浪 。 频 率 为 原来 频率 


k fi (E RERO) HIER RE KER. EAN k ERR 2n, 
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BILE Bc. 
半 波 整流 后 的 脉动 电压 并 不 是 单纯 的 直流 ， 而 是 附加 了 各 种 “ 

交流 成 分 ( 基 波 和 侦 次 谐 波 ), 必须 经 过 滤波 , 把 交流 成 分 尽 可 能 让 

挤 , 才 得 到 比较 单纯 的 直流 。 
本 例 2n 次 谐 波 的 幅度 是 |2E。 


明显 , 24 越 大 的 谐 波 ,或 者 ay 
说 越 是 高 次 的 谐 波 ， 其 幅度 Sd 1 
越 小 。 图 30 标 明 各 个 成 分 的 
频率 和 辐 度 ,这 就 是 频 说 , 随 "CUIU O Uo» 
着 2n 的 增 大 ,2n 次 谐 波 的 幅 m so | 
度 迅速 减 小 ， 所 以 实际 上 往往 可 以 只 保留 次 数 最 低 的 很 少 几 个 谐 1 
. 波 ， 而 把 高 次 谐 波 一 入 赂 去 。 至 于 究竟 保留 到 哪 一 次 谐 波 ， 则 应 ， 
根据 所 要 求 的 精确 度 加 以 尖 酌 决定 。 

周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 把 直流 , 基 波 , 谐 波 各 个 成 分 分 析 得 十 
分 清楚 ， 这 是 雷 级 数 展开 式 所 作 不 到 的 。 伟 里 叶 级 数 展开 在 物理 
学 中 得 到 广泛 应 用 的 原因 之 一 就 在 于 此 。 


z i- rgy t x EST s 


为 了 帮助 理解 ， 这 里 拿 矢量 来 作 类 比 。 设 想 有 某 种 无 限 维 的 
pum Ham Guk fx) 好 比 希 耳 伯 空间 中 的 “矢量 ?ff。 基 本 
e CC. 2) 好 比 沿 着 各 个 坐标 轴 的 RU ioris sv 它们 构成 
36-482 [6] rb f ^ 3 RA "LR" IRE f G0 TAE) 
WEUE— BUB E BUD]. fiG0fiGOde 好 比 两 个 矢量 的 “ 标 
积 ”f1* fs。 三 角 浮 数 的 正 交 关 系 好 比 是 说 希 耳 伯 空 间 中 的 任意 两 
MERRE M ETE 就 是 说 “互相 垂直 "。 把 函数 f(z)] 展 E 
开 为 伟 里 叶 级 数 , 好比 是 把 “矢量 ” 表 为 “基底 矢量 ”的 线性 组 合 ， 
f 6d 6d rol Ts ^ : 
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(8 PEOR SE ECIAM ABIRE, M “矢量 "fz) 的 “分 
重 "。 健 里 叶 系 数 的 计算 公式 (24. 8) —(24 10) 好 比 是 矢量 的 “分 
基 ”计算 公式 


€, =f: (k=1,2, 3, wnn), 
ith 


AE AE" (24. 2)80 i (k=1,2,3, e FRE ERE”, 
这 是 由 于 它们 的 “大 小 " 即 模 不 等 子 一 。 因 而 “分 量 " 计 算 公式 出 现 
分 母 襄 "i， 要 是 用 适当 的 常数 分 别 去 除 基本 函数 族 (24. 2) 的 各 
TAR, 使 它们 的 模 为 一 ,就 是 说 ， 采 用 “单位 矢量 "作为 " 基 "， 那 
么 分量" 的 计算 公式 就 无 需 分 母 天 了 。 

有 照 这 样 炎 比 下 去 ， 贝 塞 耳 不 等 式 好 比 是 说 ,如果 “基底 关 量 "的 个 数 低 囊 
空间 的 维 数 , 即 基底 矢量 组 是 不 完整 的 (例如 说 , 在 三 维 空间 中 只 取 了 两 个 下 
廉 矢 是 ; 则 “矢量 "的 “大 小 "的 平方 大 于 各 个 “分 县" 的 “大 小 ”的 平方 和 。 窜 
整 性 为 程 则 好 比 是 说 ， 如果" 基底 矢量 "的 个 数 等 于 空间 的 维 数 ， 即 基底 矢量 
组 是 完整 的 , 则 “矢量 " 的 “大 小 "的 平方 等 于 各 个 “分 旺 " 的 “大 小 "的 平方 和 。 

其 实 , 并 水 一 定 要 取 函 数 族 (24.2) 作 为 希 耳 伯 空 间 中 的 “基底 
矢量 ”"， 还 有 各 种 完整 的 函数 族 可 作为 “基底 矢量 ” 把 函数 f(z) 展 
开 为 广义 傅 里 叶 级 数 。 对 于 某 些 完整 函数 族 ,在 “ 标 积 " 的 定义 中 ， 
被 积 函数 还 要 乘 上 某 个 权重 (参看 $ 43)， 其 它 方面 则 大 体 跟 本 节 : 
相似 。 


3 B 
1. Pu 21 是 硅 可 控 整 流 电 压 EHER, 试 把 它 展 开 为 傅 里 叶 级 数 , 在 
(7/0, n [o ik FSI E, ETRA 
0 fE[—7c/o, ax/o].E, 
E,sinot 在 [crj/a，rjo] 上 ， 


共 中 是 圾 发 电路 控制 的 某 个 参数 。 注 意 直 流 成 分 的 大 小 中 a 有关, At 
村 可 控 整 流 的 调 压 原理 。 


ei1lé* 


E(t) =Í 


——€—— de ro —— 


BH 3i 


2. 试 把 图 32 的 锯 当 波 展 开 为 位 里 于 级 数 。 在 (0,T) E, 3A RENGORT 
RA f(z) «2/3. 


fe 
| 


图 32 


3、 交 流 电压 Eosinet, 经 秆 全 波 整 流 , RY EG) «E,|einot]. WEE 
HALHA e, 并 限 半 波 整 流 电压 (本 节 例 ) 比 较 。 
4。 把 下 列 局 期 函数 FG REST HEHA Mc 
a) 在 (一 1 十 门 这 个 周期 上, f(x) m es, 
(2) 在 (一 x,7) 这 个 膨 期 上 , fa) — H GO Br ERR S 


(3) 在 (0, 7) 这 个 周期 上 , fia) =1~ sin E, 
(4) f€C- 1, DAAA E, 


z i£Cc-1,0.Eb, 
ro-hi # (0,1/2) E, 
-1 在 (1/2, 1 上 . 


(5) 在 (0, 1 这 个 周期 上 , Flz) =(eo。 至 jl-Btc- 1/2)]， 
(6) 在 (一 xz,7) 这 个 周期 上 ，f(z) 一 z 十 22 。 有 又， 在 本 题 答案 中 ， 置 
= 由 此 验证 LE L En Imm. 
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$ 25， 奇 的 和 偶 的 周期 函数 


如 果 周 期 孙 数 是 奇 函 数 或 偶 函 数 ， 它 的 傅 里 叶 级 数 具有 鲜明 
的 特点 。 

先 说 周期 国 数 是 音 函 数 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ,系数 mm fna, 
的 公式 (24.8) 和 (24. 9) 的 被 积 函 数 f (5) £C eon" 75 
&. vta f" =- faf =f [=o 这 是 


说 , c 和 所 有 的 ws 都 等 于 受 ， 即 傅 里 叶 级 数 中 没有 余弦 项 ， 公 式 
(24.7) 成 为 


f(z)= a sin ter, (25.1) 


XORRIM EAE MEE SERE, EFEK 5 的 公式 (24.10) 的 被 积 
EK f(E)sin MEREN sinite pur, "ef x 


Wi ， =? ， 这 是 说 ,公式 (24. 10) 可 代 之 以 
.2[' NET 73 > ! 
b. eT], (sin E (25.2) 


SUTEMEREHSH RT sint] ouam TE. =0, 所 以 
正弦 级 数 (25.1) 在 $=0 Ro 0 为 零 , 即 

f(0)=0, f(1)=0. (25.3) 

再 说 周期 函数 是 偶 函 数 的 情况 。 在 这 神情 况 下 ,系数 5 的 公 

a? gama pm -o us 


说 ,所 有 的 b, S69 T8, BD D ER HU p CHIESE 324.7 
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成 为 


f(s) =00 + Sa, cos P2, . (25.4) 
kaj 


EREM EIL MEET 和 ,的 公式 (24. 8 和 
(1.9) 的 被 积 函 数 f(6) 和 fco "Él ie In ib e, Fi 


f, =2|. 这 是 说 (24, 8) 和 (24.9) 可 代 之 以 


_1r 2f naf 
oo 一 了 | fidt, a o T [ feos tear. (25.5) 


我 们 要 诺 便 指出 ， 余 球 级 数 的 导数 是 正 粥 级 数 ， 所 以 余弦 级 数 
(25. 4) gs (E «—0 和 w= 二 1 为 零 , 即 
f°(0)=0, f'(1)2:0. ' (25.6) 
例 1 研究 矩形 波 ( 图 33)》 —— 
fo- as T0, VAR (mr, (2m 十 Dr)， 
—-1 于 (一 Xx,0) 以 及 ((2m 一 1)7,2m7) 
的 频谱 。 


解 “这 个 矩形 波 是 奇 函 
数 ， 可 用 (25. 1) 和 (25. 3) 展 
开 为 傅 里 叶 正 弦 级 数 


fo 


f(x)= Sa, sinks, 
hel 7 j 


m 33 


Z1 
C cosi 41] 2 - C1) 1] | 
, (n 为 偶数 )， 
= 4 ] 
"a (n 为 奇数 )。 


es 1199. 


这 样 ,图 33 的 矩形 波 的 健 里 叶 级 数 是 
f(G) — S (sinz-- sins T inst eet ) (25.7) 


AEJE UR AI Bf ER 205 85, "Cz EAR RE AER ER COO o i c 
ER3O 0958 (25. 7) ao 280 T IHR SUC (5. 7) EAA 
近 和 矩形 波 , 我 们 作 图 34a( 为 了 
看 起 来 明白 起 见 ， 图 中 纵 轴 和 
横 轴 上 的 单位 长 度 取 成 不 相同 
K)o Sa WHEN sinne 项 为 


图 34b 
止 的 前 几 项 的 部 分 和 。 可 以 看 到 , E n 的 增 大 , 5, ANEDE 
波 。# 很 大 的 8。 描画 在 图 348， 它 十 分 接近 矩形 波 ， 但 在 间断 点 
Zz 二 一 97; 0, 有 * 冲 过 了 头 "的 现象 。 这 种 “过 冲 " 是 做 里 时 级 数 的 
特性 ， 则 作 吉 布 斯 吏 象 。 

矩形 波 (25. 7) 的 频谱 包含 基 波 和 奇 次 谐 波 。 谐 波 的 杠 度 跟 它 
的 次 数 成 反比 。 随 着 次 数 的 增 大 , 谐 波幅 度 减 小 , 但 不 像 半 波 整 流 
电压 的 谐 波幅 度 的 减 小 (如 图 29) 那 样 迅速 。 因 此 , 矩形 波 放大 线 
路 的 频 响 曲线 需要 具有 一 定 的 定 度 ,否则 基 些 谐 波 得 不 到 放大 , 波 
形 就 会 失真 ,而 跟 和 矩形 有 显著 差别 。 


在 本 题 答案 (25. 7) 中 令 2— 5, 可 得 
EE 1,1 1 
i173 $17) 
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r2 


a I-RRT- (25.8) 


962. 把 图 35 的 三 角 波 六 (2) 展 开 为 傅 里 时 级 数 。 在 一 个 局 
338—113 E, fico» 328 
fit 2 |z]. 
pt 


图 35 
解 三 角 波 加 (z) 是 偶 了 范 数 , 可 用 (25. 4) 和 (25. 5)87:2008 8. 
时 余弦 级 数 


fi(a)=ao+ Sas cos, 


kei 


= 二 | t£ 1i, 
a f feos TÉ qp 2 He VCE enn 
=e t oon + ngë z i sin rË |’ : = 也 zer iga 1)'—1] 


; (n 为 非 零 的 偶数 )， 
grip. Gd a+). 
这 样 ， 


Er, (25.9) 


t z 1 
dico = iD ppt 


如 果 取 ?= r, 并 在 本 题 答 案 (25， 9) 中 令 ran, 可 得 
$ : 121 * 


EET XE 
rt. 2 gpape " 


I4de4E4A44--T (25.10) 
例 3 把 图 36 的 锯齿 波 fo DEA 在 一 个 周 


期 [一 1, IJE FOTRA 
fi) =g, 


” A 锯齿 波 疡 (w) 是 奇 函 数 , 可 用 (25. 1) 和 《25. 2) 8717918 8. 
HERRE 


faa) = Db, ain Ert, 
k=l 


s -2[ £si mn 33 一 下 x) Í Nee. nat 
edant AZÉ oos | i 2- 1)", 
IE 


fio -H rua ism. | (28.11) 
* bo 


注意 例 3 的 fA 2 的 了 (zx) 在 区 间 (0,7) 上 相同 。 
122¢ 


Y 
" 


S3 t7 *& 


3 E 


把 下 列 函数 fw) 展开 为 博 黑 时 级 数 。 
《1) f(z) = costs. 上 提示: 可 按 (25. 4) $n (25. DRF, ikih, ETA 
t6 FE OEA t HARIR, 展开 为 等 级 数 ， 然后 再 回 到 a. ] 


l-a? 
(9) f Taaa a1 D 


; 工 一 Cepsy 
人 


i asing 


(5) El — m, a DEA M t, f) =g, X, ERAZ Ah, 4 ai, 


x 1,1 1 x 
了 证 1 一 一 本, um. 
由 此 验证 1 zx pt 12 


(6) 在 半 个 周期 (r, 0) E, JG) — — ate) ER Fg FR d 
(0, 2) E, f(x) = (x —2)/2. 
C) 在 半 个 周期 (一 r, 9) 上 ，Fz) = — coss; 在 另外 半 个 周期 (0, m) 
上 , f(z) = cosg. 
(8) 在 (一 *,z) 这 个 周期 上 , f(x) = eosaz(a 非 整数 )。 
(9) 在 (一 z,z) 这 个 周期 上 , f(z) = sinaz(a 非 整数 )。 
00) 在 {一 x,x) 这 个 周期 上 ， f(x) —-ehaz., 
(11) 在 (一 *,z) 这 个 周期 上 , f(x) —shaz. 
(12) 在 半 个 周期 (0,1/2) 上 , f(z) = sin (zz11); 在 另外 半 个 周期 (72， 
DE, f (2) =- sin(re/l). 
633) 在 [一 x, X MIX 8] E, 
o» cose (E[ —2/2,x/2] E), 
0 GEL —7, 7/2]f2/2, 3] E). 


$ 26， 有 限 区 间 上 的 函数 的 傅 里 叶 级 数 
在 物理 问题 中 , 所 研究 的 物理 系统 ,一般 说 来 是 有 限 大 小 的 ， 


比方 说 限于 从 ==0 伸展 到 w=1。 因 此 ， 我 们 常常 需要 研究 在 有 
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限 区 闻 (0, 人 上 定义 的 函数 fa). RAKO, DAS, B Te £C 
没有 定义 。 那 么 , 这 样 的 六 数 是 否 也 可 以 展开 为 得 里 叶 级 数 呢 ? 
例 在 区 间 (0,1) 上 定义 的 函数 f(x) 二 x CH 37a 和 图 375 里 
的 实 线 ), 试 把 它 展 开 为 博 里 叶 级 数 。 
解 1 不 妨 把 (0，!) 上 的 函数 f(w) =r 看 作 是 图 37a 东周 期 
Mo» 


37a 
函数 fi Ce) B9— BR. 3X fi G2 正 是 8 25 例 2 所 研究 的 周期 消 数 ， 
35 B CE TERT 2918 BL AR 2225. 9) Bn 


yn b 1 (k+ l)ag 
h(a 1 


(— coc eo). 
xx fi GE CO, D) E tf — ELE RC 089 f), BECA 


2d odi 1 (2k--1)nz 
fe) -— RD" 1 (0x«l). 


解 2 不 妨 把 (0, !) 上 的 函数 有 (w) 看 作 是 图 37b 的 周期 函数 


iun 
rj 4 A^ 
ZA hy Pat pd 
P á | | | P d 1 Pa 
3 E 人 一 :一 一 + 一 £ 
—21 一 引 A ou 21 $t Y 14g i 
[| Pd | 4 
E $ 
y V wv 
图 s 
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jiGOM—Bt, Xx fiGOIER S 25 例 3 所 研究 的 函数 ,那里 已 把 它 
展开 为 全 里 叶 正 蓄 级 数 (25.11) 即 


27 < 一 (一 1)8+1 . km: . 
fiG) - T CC m (—oo«ux« oo). 
这 fa (a) YgCO, D) Ea — ERE JE 45 flf f C), PEL 


fco ey Cn DT intai qaaa. 


讨论 。 解 1 和 解 2 350) fGORSBIATR IR P318 HERD, E 
个 对 昵 ? 应 该 说 都 对 。 从 图 37a 和 图 375 可 以 看 出 ， 在 {0, DE, 
这 两 个 级 数 都 代表 f(z) 二 x (图 中 实 线 )， 这 就 够 了 。 至 于 两 个 级 
数 在 区 间 (0, 让 以 外 不 一 致 (图 中 副 线 ), 完全 可 以 不 管 , 这 是 因为 
国 数 了 oO] 只 定义 在 (0, D) E, 而 在 区 间 (0, 站 以 外 并 无 定义 , 随便 
怎么 说 都 无 所 谓 。 

KR, REE fx) 当 作 某 个 周期 菌 数 在 (0，! ) 上 的 一 段 就 行 ， 
因而 除去 解 1 和解 2 之 外 ,还 可 以 有 无数 种 解法 。 这 样 ,如 果 没 有 
附加 的 条 件 限 制 ， 定 义 在 有 限 区 间 上 的 钢 数 可 以 按 无 数 种 方式 展 
开 为 位 里 叶 级 数 。 

实际 问题 往往 对 函数 f(x) 在 边界 z=0 和 x=7 的 行为 提出 
限制 (参看 8 30), 这 书 作 边界 条 件 。 

边界 人 条 件 的 一 个 例子 是 守 (0)=0, 了 (71)=0”。 这 正 是 (25. 3), 
正弦 级 数 满 足 它 。 因 此 ,在 附加 了 这 种 边界 条 件 的 情况 下 ,应 当 按 
RCS. DA (25. 2) 把 销 数 展开 为 傅 里 叶 正 怠 级 数 。( 在 本 节 例 司 
就 是 解 2. ) 如 果 采 用 “ 延 拓 " 一 词 ,也 可 以 说 ,把 函数 f(x) 奇 延 拓 到 
《一 1,0), 然 后 以 27 为 周期 向 整个 实 轴 延 拓 ,最 后 把 延 拓 所 得 河 的 
周期 函数 按照 (25,. 1) 和 (25. 2) 展 开 为 侍 里 时 正弦 级 数 。 

边界 条 件 的 另 一 个 例子 是 F (0)=0， f' 0)507, 这 正 是 
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《25.6)， 剑 张 国 数 满足 它 。 因 此 ， 在 附加 了 这 种 边界 条 件 的 情况 
下 ， 应 当 按 照 (25.4) 和 (25.5) 把 函数 展开 为 传 里 叶 余 弦 级 数 。 在 
本 节 例 题 就 是 解 1. ) 采 用 “ 延 拓 ”一 词 ,也 可 以 说 ,把 函数 £C) PRSE 
邱 到 (一 1,0), 然 后 以 21 为 周期 向 整个 实 轴 延 拓 , 最 后 把 延 拓 所 得 
偶 的 周期 将 数 按 照 (25. 4) 和 (25. DRF ARET RER R 

把 区 间 (0, 7) 上 的 怨 数 展开 为 们 里 叶 级 数 时 ,可 以 满足 给 定 的 
边界 条 件 。 罕 级 数 展 开 式 则 难以 作 到 这 点 。 情 里 叶 级 数 展开 在 物 
理学 中 得 到 广泛 应 用 的 原因 之 一 就 在 于 此 。 

近年 来 , 随 着 电子 设备 的 数字 化 和 集成 化 , 在 电子 技术 的 许多 
领域 里 开始 应 用 傅 里 叶 - 瓦 耳 希 级 数 展 开 。 就 是 说 不 用 正弦 函数 
与 余弦 函数 作为 基本 函数 ， 改 用 瓦 耳 希 函数 作为 基本 函数 。 参 看 
附录 四 。 


习 题 
L 要求 下 列 函 数 Am) 在 它 的 定义 区 间 的 边界 上 为 零 。 试 根据 这 要 求 
把 f(z) 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 
(1) f(z) = eosaz, 定义 在 (0, a) E, 
(2) f(x) =r, SE X TE (0,0) Eo 


(3) Jæ -a(1- 5) 定义 在 (0, D 上 。 


(4) 在 (0,1127 上 ,Fr) Sa ECL /2, D) E, 了 (7) 21 2. 
(8) f(z) 21, EXEO, a) E. 
2. X3 TF PERPE f(z) 的 导数 Go) de ei Me LC IR 932 P EE. VE 
祖 锻 这 要 求 把 (2) 展开 为 侍 里 叶 级 数 。 
(1) $10, 1/2) E, f(z) =eos (az/1)s 1E (1/2, 1) E, fis) —0. 
(2) f(z) =ws ,定义 在 (0, m) E, 


(3) fü) (1-45). 定义 在 (0, DE. 


4) 在 (0 1/2) E, fé) =g; TE CU2, D E, f) 1-2. 
(5) f(x) *1, 3E 3L TE (0, 0) E, 
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23. 在 区 间 (0, D) 上 定义 了 函数 f(z) =r RREZE SO 80, fO) 
一 0" 把 成 展开 为 德里 时 级 数 。 

4. 二 元 函数 f(x,Y) — xy. 定义 在 区 域 m2, 一 zs<r 上 。 试 根 
BARI 有 |;.- ,= 天 -em0 把 产 对 自 变数 > 展 为 博 里 吐 级 多, 这 个 级 数 
的 “系数 "仍然 是 4 的 函数 。 再 根据 边界 条 件 Foam fire =0 把 这 个 级 数 
中 的 “系数 "对 自 变数 y 撒 为 铺 里 对 级 数 。 这 明 作 双重 埔里 吁 级 数 。 


$27. 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 


基本 函数 族 (24. 2) 是 一 些 余 弦 和 正弦 冰 数 , 而 护照 欧 勒 公式 ， 
余弦 和 正弦 函数 可 用 虚 指 数 的 指数 函数 表 出 ， 


ka 
cost L(a 十 6 UP. 
i 2 
, krz er: E -5 
sin 1 一 可 e ) 


因此 , 代替 (24.2), 完 全 可 以 采用 
iE i 


epe re ,ee " l,e ',e 

(27.1) 

作为 基本 台数 族 , 从 而 把 周期 函数 f COURT 29 8 BUD R65 08 t np- 
级 数 

RSS ee, (27.2) 


re 


WER, XXI Eb BONOS CR (dE E MEYA, (iB defini 
数 。 
不 难 验证 ,基本 函数 族 (27.1)? 里 的 任意 两 个 者 是正 交 的 ,就 是 
说 ， 其 中 之 一 跟 另 一 个 的 共 罗 复数 的 乘积 在 一 个 千 期 上 的 积分 为 
零 , 即 | 
| "te UT de-0 (em) (27.3) 
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i 
! 


DL METITIITGMEOTILIS e l 
TR, Mle PARC. 20643, JEE— 4 FLBLEGE DR 
分 ， 


f fcote "ras Sce f e "Fre "ras. 
由 于 正 交 关 系 (27. 3), 上 趟 右边 除去 含有 o. 的 一 项 之 外 全 为 零 ， 
J fore "Fras-e f ee 


"ds 2te,, 
. 1 (' eM, 

所 以 ema fte Taen (ma) 
这 就 是 传 里 叶 系数 的 计算 公式 。 分 母 27 来 自 | e ce Fras, 
这 个 积分 的 平方 根 就 叫 作 e 的 模 。 这 里 , 系数 计算 公式 只 有 一 
个 ,这 是 比较 方便 的 不 像 $24 有 (24.8) 一 (24, 10) 三 个 不 同 的 公 
式 。 | 

对 于 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 ， 尽 管 fGO 是 实 函 数 , 它 的 傅 里 
时 系数 如 (27, 4) 所 给 出 却 可 能 是 复数 。 从 (27, 4) 还 可 以 看 出 ， 对 
TES 


C-n — 0g. (27. 5) 
如 果 把 复数 形式 的 傅 里 时 级 数 (27.2) «Bie Re 两 
项 合并 在 一 起 看 ,那么 ， 
ee pese T mee po e T 
—2Re[c.e "t3 
—2l|e, Icos( 277 +arge, ), 
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KEE n kR., HRNERTEUE AM, le, LR HUE n 次 谐 波 的 幅度 . 
的 一 半 。 这 也 是 复数 形式 十 里 叶 级 数 的 优点 。 

例 把 §25 例 1 的 矩形 波 ( 图 33) 

41 TO, Rma, (2m--1)2], 
fw- 记 1 TG 2, 0DAR[(m—1)2,2ma]. 

展开 为 复数 形式 的 倩 里 叶 级 数 。 

BR ”按照 (27.2)7 和 (27. 4), 

fi Lii D c,e!**, 


kamo 


其 中 系数 
ce= 直 Ted 起 | -emarem feat 


..1 l,-« i d JO iet | 
一 2 là Ix ik^ Jlo 


" I raza 
-gigi-CnD ltz (-1)* 11] 


| UM Ck ABS), 
ETT k Ati 2n+1). 
于 是 得 到 结果 


fo7 = zi 3 Ls ED izata 


HuSROU MS E SUEARUNI, SAMARESH ER 
UOCE SUE. IBURAEBCEGR AS E OHRONOH, EESHCROUNER 
数 不 能 在 级 数 中 直接 体现 出 来 。 在 这 一 方面 ， 复 数 形式 不 如 实数 
形式 。 
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1. AINE fa, XE (7 T/2, T/2) 3x ^F PLUIE E RT 2 
0 dEC-T/2, 7/2 E, 
ra 和 在 (一 r/2,r12) 上 ， 
0 在 (rt/2,T/2) 上 。 
试 把 它 展 开 为 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 。 
2. GNE f). TE CO, 2) 这 个 周期 上 可 表 为 
fo) -fe 
试 把 它 展 开 为 复数 形式 的 博 里 叶 级 数 。 


3， 在 实数 形式 的 傅 里 叶 级 数 (24.7) 里 ,把 cos 好 < 和 sin P genio 


公式 用 卡 指 数 的 指数 函数 eim ec eub, eu Sc CE x o OE ERE 
XC (24.7) 就 化 为 复数 形式 的 博 里 时 级 数 (27.2), 而 且 aT (a, — ib) . 


tns = 去 (cs ib), Kn 0, 
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第 七 章 ” 健 里 叶 积 分 


$ 28， 非 民 期 函数 的 健 里 叶 积 分 


上 一 意 把 周期 函数 分 和解 为 一 系列 谐 函 数 〈 正 续 和 余 功 函数 )。 
在 物 吉 上 ,这 就 是 把 周 揪 性 的 机 械 振 动 分 解 为 一 系列 谐振 动 , 把 于 
期 性 的 区 变 电 压 或 电流 分 解 为 一 系列 谐 变 电 压 或 电流 , 如 此 等 等 。 

那么 ， 非 周 贡 性 的 机 械 振 动 是 否 也 能 分 解 为 谐振 动 呢 ? 非 周 
期 性 的 交 变 思 正 或 电流 是 否 也 能 分 解 为 滥 变 电压 世 电 流 昵 ? 从 数 
学 上 上 阅 ,这 个 问题 就 是 : TERUBER OE TS IDE 2 48 75 VE ER 1 

周期 国 数 和 非 周期 函数 各 自 的 特点 是 什么 ? BOR, EBENE 
的 变化 过 程 中 , 局 斯 函数 有 规则 地 不 断 循环 重复 , B e fe HE 
定数 值 (这 个 数值 就 是 所 谓 周 期 )， 周 期 邱 数 就 重复 变化 一 次 。 至 
于 非 千 期 次数 则 并 不 循环 重复 。 

但 是 “周期 的 "和 “ 非 导 期 的 "这 两 个 矛盾 着 的 方面 “因为 一 定 
的 条 件 而 和 向 着 和 自己 相反 的 方面 转化 了 去 "(< 牙 盾 论 ;，。 设 想 周 
期 国 数 的 局 期 27 不 断 增 大 而 >ce, 这 是 说 , 自 变数 每 增长 c, 函数 
才 重 复 变化 一 次 。 换 名 话说, 不 管 自 变数 增长 什么 样 的 有 限 数值 ， 
六 数 并 不 重复 变化 , 它 已 转化 为 非 思 期 函数 ! 

因此 ， 周 期 函数 的 傅 里 时 级 数 展开 式 ， 在 Lo o0 的 极限 情况 
下 ， 就 成 为 非 周 期 名 数 的 展开 式 。 下 面 仓 细 研 究 一 下 这 个 极限 过 
Te. 

情 里 叶 级 数 展开 的 基本 函数 族 (24.2) 可 改写 为 

€oBQX, sinoz, 
其 中 心 是 个 不 连续 的 参数 , 它 跳 跃 式 地 依次 取 下 列 数值 
DE 


bx (28.1) 


HEREA., o 每 次 跳跃 的 增 量 


XX RE, 周期 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 (24.7)? 就 改写 为 


fxz)=ao 十 之 ,quocosoz 十 D b. sincz. (28. 3) 


记号 可 表示 避 依 次 取 (28.1) 那些 数值 且 无 限 卉 大 。 伟 里 叶 系 数 
公式 (24.8) 一 (34.10) 也 改写 为 
a i | f (8)c0swsdt, 


5.l 
=] 


t 


(28, 4) 
fC£&)sino£d£. 


Jg, l>., PRoGIXBEASESG Ao 7.0. XR 


说 , o 不 再 跳跃 式 变化 ,而 是 连续 地 变化 。(28. 3) 0 I 本 来 是 按 


不 连续 的 四 求 和 ， 现 在 成 为 按 连 续 的 o “ 求 和 ”。 这 种 “ 求 和 ”实际 
上 是 积分 , 求 和 转化 为 积分 ! 

那么 ,级 数 (28, 3) 究 竟 转 化 成 怎样 的 积分 呢 ? 

先 看 (28. 3) 右 边 第 一 项 ， 


lima, -ümaf HOLS 
hue [^ fca 有 限 , 则 


! Sf 
lima, =lima| f(&a£-0. 
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PEDALE RI, 即 余弦 项 部 分 
ims [f fCDeonotat |eosor 
=im | fBoosatdt |eosorho 


-| ES Lf Dcos otdt Jeosozao. 
同 理 , (28. 3) 布 边 第 三 部 分 , 即 正弦 项 部 分 的 极限 是 
FEE (£) sin obit |sii ordo. 
这 样 ,在 1>co 时 , 傅 里 时 级 数 成 为 
fc» - [4o cos ozdo [-BCo)sinozdo, (28.5) 
其 中 


fa oosozdz, 
Fa (28.6) 


B(o)- il fGOsinezda. 


(28. 5) 右 边 的 积分 叫 作 非 周期 函数 f Co) P ME B eR A, ACo) 和 
B(o) 则 叫 作 fz) 的 依 里 叶 变 换 式 。(28. 6) BRL IE 里 呈 变 换 式 的 
计算 公式 。 

跟 傅 里 时 级 数 的 情况 类 似 ， 容 函数 fo) 的 情 里 叶 积分 是 傅 里 
时 正弦 积分 


f(x) = [BCo)sinordo, (28.7) 
A guis 3 A 
Blo) = 二 | f) sin owas, (28.8). 
健 里 叶 正 纺 积 分 (28.7) 满 足 条 件 
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fC0)=0, (28,0) 
值得 注意 , (28,7) 和 (28.8}) 两 个 式 子 , 除了 常数 因子 的 不 同 ,对 变 
3 zo mx B. 
同样 , 偶 函 数 fx) 的 傅 里 时 积分 是 傅 里 呈 余 弦 积 分 


fæ) - ['4to)eosordo, (28.19) 
其 傅 里 叶 余 弦 变 换 式 
4(o)= 二 全 Fe) conwrds. (28.11) 
934p 
傅 里 时 余弦 积分 (28. 10) ii fg A (E 
了 (0) 一 0. (28.12) 
(28. 10) 和 (28.11) 两 信 式 子 , 除 了 常数 因子 的 不 同 , 对 变数 和 和 o 
是 对 称 的 。 f(t) 
例 1 研究 矩形 脉冲 (图 38) 
0 @<-T), 
fn- fa (—T«icT), 
0 (Tet) = t 
的 频谱 。 图 38 


MORARI, PIC. 10) 和 (28. 11) 展 为 但 里 叶 余弦 
积分 


ID =| 4Co)cosotdo, 
其 博 里 时 变换 


- T H r 
AC) ^ 2 | f(£) cosotat z 2| hoosotdt =% Her 
0 


拿 本 例 跟 S 24 AAPEEE., E de oc e Fe E JA 
期 函数 , 展开 为 傅 里 时 级 数 , bA EH ME URB CEU 


频率 是 一 些 分 立 的 数值 ,就 是 说 ， 它 的 频谱 是 线 诺 ( 图 29)。 拢 形 
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脉冲 为 非 周期 函数 , 展开 为 傅 里 叶 积分 ， 
@ 从 0 到 2， 作 么 频率 都 有 , 它 的 频谱 
是 连续 谱 { 图 39)。 脉 冲 电 波 既 然 含有 一 
DAR, 它 到 达 任 何 无 线 电 接收 机 (不 管 
接收 机 调谐 到 哪 一 个 频率 ), 都 会 引起 噪 
声 。 


例 2 hN ANRE EARE RAR EEA 


E 
fc - Asin ot (-»zx T—-—LcN-— A 
Wo 
: 2a 
0 (x<). 
研究 这 个 有 限 正 芒 波 列 的 频谱 。 
fa» 
"DA kN 
图 40 


解 SORTARE 40), 可 按 (28,7) 和 (28.8) 展 开 为 全 里 
叶 正弦 积 分 


fi» LN otdo, 
KREEM 


Bo)= 2f" fX) sin otdt =< 2 e IV Mf 
rer 
--2| ' [cos(o-.- c9) — cos( o — 0$) t]dt 
7 0 
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afs (otot sin( xr 
= jl sinl oto sn(o—o, e. 


x € T0» G — Wo 0 


eden (Nam) -5 ^s 
NECI E SN2r). 

这 个 频谱 见 图 41, YE oo 有 一 尖峰 , 高度 为 (2W/wy)4。 在 两 
fio 183€ 9. wof2N 之 处 降 为 
零 。 按 大 体 来 说 ， 可 以 认为 频 
谱 集中 在 wo 的 左右 oo12N 的 
AHA. EBEE RENEA 
限 数值 ， 就 不 是 只 有 单个 圆 频 
率 oo。 不 过 ， 在 实际 上 ， 如 果 
NASK, Wok BOB E 
9/2N 相当 小 ， 也 就 可 以 近似 mou 
24 E FUR BEA DERE ou。 

如 果 不 从 传 里 叶 级 数 (24.7) 出 发 ， 改 从 复数 形式 的 傅 里 叶 级 
数 (27.2) 出 发 ,同样 通过 L9 9o 的 极限 过 程 , 它 就 转化 为 非 周 期 函 
数 人 ww) 的 复数 形式 傅 里 叶 积分 


ft») =| ooe "do, (28.13) 
xi CCo)ibufem ie f 054g got ue ist, Bop [gp 


数 的 系数 公式 (27.4) 通 过 Loo 的 极限 过 限 则 转化 为 博 里 时 变换 
式 C(@) 的 计算 公式 


C(o)= 二 | feXe-tàe (28.14) 
公式 (28.13) 和 (28.14) 有 时 也 改写 为 较 对 称 的 形式 
fée =f f(o)e'**do, (28.19) 
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fo x. fa) o! **)* dz. (28.16) 


WIS 把 例 1 的 矩形 脉冲 SO) ROUS SOUX BS ERS. 
WE ”应 用 (28.15) 和 (28.16)， 


KO- f oo ao， 


Ke) JE fecta he i*'dt 
h ; -ist ie —ieT 
--Vinu t veter 


=Y 2h sinoT 

5n [o0] 

XX EE, D 1 B9 ECC BR pO E OE NS PB EB 
KOTS Sin OT oiorgo. 


把 (28.15) 两 边 对 zx 求 导 数 ,站 Ge “ Kojioe'*rdo, 
这 是 说 ， o 
XR f' Cg i S nme RS — iof(Co). (28.17) 
E f' Gig fE gle), 3Edg(28.17) E Ele Hg, M 
不 定 积分 | g(z)dz 的 傅 里 时 变换 式 = 志 5(o)。 (28.18) 


(27.17)1n(27. 18) Rh E nr Pe RM (21. 14) (21.17) 很 类 似 。 
此 外 , 还 有 类 似 的 延迟 定理 ,位 移 定 理 和 卷 积 定理 。 

延迟 定理 ”如 大 xz) 的 傅 里 对 变换 式 是 CC(o@)， 则 fx 一 zo) 的 
傅 里 叶 变 换 式 是 Clo)e™ie*。 

位 移 定 理 如 忒 z) 的 傅 里 时 变换 式 是 C(o@7?， 则 6”(z) 的 
傅 里 时 变换 式 是 C(o 一 oo). 

卷 积 定理 ( 拆 积 定理 ) ifie) mf) 的 傅 里 叶 变换 式 分 


* 了 3 了 32 。 


oo 


别 是 Ci(o 和 Cs(o), [^ fifi 48 的 傅 里 叶 变 澳 式 是 


CiCo)Cs(o). 

LA. E eror ht E — Hb JC E RER NRA. RERE 
维 无 界 空间 中 的 非 周期 函数 并 zy，2)。 先 对 自 变数 了 把 大 2， 9， 
z) 展 开 为 候 里 叶 积 分 ， 企 里 叶 变 换 式 PUn: y, 226 y f o ER. 
再 把 fk1;g,#) 对 展开 为 全 里 叶 积 分 , 健 里 叶 变 换 式 PO, kasz) 
是 2 的 前 数 。 最 后 把 Uns Ry 2) 对 z 展开 为 傅 里 哮 积分。 这样 就 
得 到 三 重 传 里 叶 积 分 


E 


fæ, pa) = [7s koje mnnmrnmas das. 


“o 


DE DV: EE 3r pL Er ii A is ARRE 
r=iæ +i tisz,  k=iik, tizko t iska, 
就 把 三 重 傅 里 时 积分 写成 


fi - ([[yaneatiazatts (28.19) 


其 中 三 重 傅 里 时 变换 式 


O | | (fete dedyda. (28.20) 
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公式 (28.19) 和 (28. 20) 有 时 也 改写 为 较 对 称 的 形式 


fe = [fae atat, (28.21) 
fa =al [| te 122a. (28. 22) 
3j 题 


1. BAAR ER 灰 生 展开 为 修 里 叶 积 分 ， 
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um 


0 (t«0), 
fo Jp (0«t T), 
0 (Tet). 
2， 把 振幅 按 双 曲线 衰 碱 的 振动 函数 妃 切 展开 为 博 里 时 积分 ， 


fi) - S29 (Q 为 常数 ). 


iC sto: Bait ERR EE 58 ei, KEFA OORE 39 比较。 比较 的 
结果 涪 明 什么 问题 ? 
3， 把 下 列 脉冲 AO RFB EHR, 
l 0 (t«—T), 
-k (CT<t<0), 
KD , (otem, 
0 (Tat), 
HRELJA [8 (0, eo) b, ER f(t) 跟 例 1 的 (4#) 相 同 。 
4. fO og EXEC B] (0, oo) 上 的 函数 ， 
h (0<t<T), 
sa-i, (Tet). . 
(DELR AE 产 (0) 20 F, 把 /COIR UB BUS, (2) 在 边界 条 件 f(0) 
=0 下 ,把 入 门 展 为 华电 叶 积 分 。 
5. 在 边界 条 件 A(0) =0 下 ,把 定义 在 (0, 00). 上 的 函数 fr) =e-** 展 为 
傅 里 叶 积 分 。 
6. (ELSE RIEF =0 下 ， 把 定义 在 (0， œ) FE ff e 2x f Gn) 
三 1 一 吾 (w 一 a) 展 为 情思 叶 积 分 。 
7. 在 实数 形式 的 健 里 叶 积 分 (28.5) 里 ， 把 eos@x 和 sincx 按照 欧 勒 公 
式 用 虚 指 数 的 指数 函数 et 和 67i 宸 出 ， 验 证 实数 形式 的 傅 里 叶 积 分 


(28.5) 就 化 为 复数 形式 的 博 里 时 积 分 (28. 13)， 而 且 CCo) 一 了 [4 人 (o) 一 


£BGo)1, C C7 6) 9L CAGQ) +iB(0)], 其 中 09. 
8， 验 耳 延 壕 定 琢 、 位 移 定理 和 郑 积 定理 。 
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$29. ó 函数 和 它 的 全 里 叶 积分 


为 了 突出 主要 因素 , 在 物理 学 中 常常 运用 质点 ,点 电荷 、 瞬 时 
力 等 抽象 模型 。“ 一 切 科学 的 (正确 的 、 郑 重 的 , 非 赔 说 的 ?抽象 , 都 
更 深刻 ,更 正确 ,更 完全 地 反映 着 自然 。” (列宁 ; < 黑 格 尔 < 迎 辑 学 一 书 摘 
要 ?第 101 页 ) 质 点 的 体积 为 零 , 所 以 它 的 密度 (质量 /体积 ) 为 无 限 大 ， 
但 密度 的 体积 积分 《 即 总 质量 ) 却 又 是 有 限 的 。 点 电荷 的 体积 为 
零 , 所 以 它 的 电荷 密度 (电量 /体积 ) 为 无 限 大 ， 但 电 罕 密度 的 体积 
积分 ( 即 总 电量 ) 却 又 是 有 限 的 。 瞬 时 力 的 延续 时 间 为 零 ， 而 力 的 
大 小 为 无 限 大 ， 但 力 的 时 间 积 分 ( 即 冲 量 ) 是 有 限 的 。 为 了 拱 写 这 
一 类 抽象 概念 ,定义 和 函数 如 下 : 


(0. (z—2, 70), 
dc io dide (29.1) 
[56-2 T 0 (a,b 都 二 zo 或 都 一 Ze )， (29.2) 
a 1 (a<z <b). 
(29.2) T ð AAA — btz-m) 


2,)]-1/(x]. PH 42 È ò FRU RSS 
DE. WRH ERA, BEE 
RZ, 曲线 下 的 面积 是 有 限 值 1。 这 
TE, 位 于 vo 而 质量 为 加 的 质点 的 密 
BE FJ jn fE mô (x 一 20)6(y 一 y0)5 
(z 一 #0) 或 简写 为 mó(r—ro)); 位 图 42 
于 ro 而 电量 为 & (65 jb fri d 05 RET YS E qó(x —2)06(y— yo) 
6(z 一 zo) 或 简写 为 6(> 一 ro) 作用 于 瞬时 to Top 3 9 K B9 e 
时 力 可 记 作 KSC — ta). 

6(z 一 0) 可 简单 地 记 作 6(4z)， 由 定义 (29.1) $n (29.2) 或 图 
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42, 5: DAH 0 (2 ERRER, CRER O C RETIRER i 

ó(—2)—ó(s), — ó'(—2)- —Ó'(e). (29.3) 

其 实 , 就 是 连续 分 布 的 质量 ,电荷 ,或 持续 作用 的 力 , 也 可 以 用 

6 函数 表 出 。 现 在 用 从 £—a 持续 到 1=6 的 作用 力 FCO Po Pa 

以 说 明 。 把 时 间 区 间 [a， 如 划分 为 许 许多 多 小 段 。 在 某 个 从 tr 到 

t dz 的 得 时 间 毁 上 ,为 F(z) 的 冲 量 是 了 (r)dr, 既 然 dr 很 第， 不 

炉 把 这 段 得 时 间 上 的 作用 力 看 作 髓 时 力 , 记 作 FG -rdr ix 
许 许多 多 和 绝 时 力 的 累计 就 是 持续 为 FCD, Bn 


PO) = BF) rdr = | FS- oc. (29.4) 
ZAE TATINRA MALER. EKE, 5) EEREN tos 
[coect-0ac- f Pae- code 
m | “N (8 — 69)de 


=F lo) 5(r 一 to)ar= FG, 
式 中 的 e 是 某 个 小 量 。 上 式 的 fo 是 任意 选取 的 , 这 是 说 ， 上 式 对 
区 疗 (6,58) 上 的 任意 时 刻 都 成 立 , 即 (29. 4) 成 立 。- 
现在 把 6 函数 展开 为 复数 形式 的 傅 里 叶 积 分 。 按 照 《28. 13》 
和 (28.14)， 


&e-[ C(o)e'*do, 
1 Nd ES ae 1 ~ipr 
这 就 给 出 6 函数 的 傅 里 叶 猴 分 
JOERS e'**do. (29.5) l 


把 (29,.5) 右 边 的 积分 算出 来 ， 还 可 以 把 6 函数 表 为 某 种 初等 


-ifle 


FERRIE, 如 (29.6) 和 (29,7)。 先 直接 计算 (29. 5) 右 边 的 积分 ， 
xo» df ete p E) 


E49 Ind 


=lim i Snie, (29.6) 


doe JE 
PE R N ^A rPRR4EpU KAHE, TeULPUR 
数 的 指数 上 附加 以 小 量 eo 或 — eo, 


dx) — lim 去 | ý ectioedot | etontinndo ] 
+*+0 2 e= 0 
NER 1 1x. 1 
= dim metre) lm x e? a? 
(29.7) 
(29. 6) 的 极限 虽然 不 存在 ， 还 是 常常 被 3 引用。 这 是 因为 它 是 
在 积分 的 意义 土 来 理解 的 。 例 如 ,对 于 aco, 
^ 1. sin Kx .O[ 1 sinEz 
(+ a az= lim | 十 az Kr Es) 
-i( 55 sina, pem 


根据 $17 Bi 8, [.3342,- 7. 因 此 ， enge 


lsin Ex 
[is —— —da« —1, 


lim 
Ko 


lim 


Koo. 


跟 两 数 的 定义 (29. 24848, 
E 4a i m T aai 


蕴 线 。 设 想 Ko. #Æs=0 处 的 
^ue" dm RE K/a 无 限 增高 ,“ 峰 ”的 
”宽度 s] K 无限 变 窄 ,“ 峰 ”下 的 面积 CK/x)(x/K)=1。 在 x 寺 09 外 ， 
曲线 正 负 振 荡 的 间距 无 限 缩短 ， 从 而 在 任 一 有 限 区 闻 ( 不 包含 一 
0) 上 的 积分 性 质 同 于 零 。 可 见 ,在 > 时 , 这 根 曲线 的 积分 性 
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最 后 , 谈 一 下 函数 SLp(z)]。 接 定义 ， 
(9 《9 二 0)， 
OOE A (p=0). 
如 果 (a) =0 RAH EMCLOM TES EB? ny 


0 (x-xr,), 
OI Qoa» 
由 此 得 知 
é[g(2)]— J ,e,9(x— 2). (29.8) 


为 了 求 出 系数 eus EKA- 6,2, 6] ETE EPA, 
senaaz= xe» Jde. 
上 式 有 边 除 去 含 6 的 一 项 之 外 全 为 零 , 所 以 


e 7 [7 secos 77 “ape)1 ey 

ren itn. 
dH p (21) 之 0， 则 plete >p —e), PU WT 1 如 果 
9'G,)«0, Bj p(z,-- e) o(,— 6), BU ET. —1o AZ, 0.— 
1/|o'(,)]. FE, (29.8) 终 于 被 写成 


ó(x—2,) 
óLg 一 ; ki, 29.9 
217 Tp) nn 
例如 
dajat aii) - SE E970), 
lal " 2|.«l 

129.10) 

在 后 一 式 中 , 令 o0 还 可 得 
ác) - 362. (29.11) 
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第 三 篇 ”数学 物理 方程 
第 八 章 ” 定 解 问题 


§ 30。 定 解 问题 


质点 力学 研究 质点 的 位 移 怎 样 随 着 时 间 而 变化 ， 电 路 问题 研 
- 究 电流 或 电压 怎样 随 着 时 间 而 变化 。 总 之 , 是 研究 某 个 物理 量 (位 
移 、 电 流 或 电压 ) 怎 样 随 着 时 间 而 变化 。 这 往往 导致 以 时 间 为 自 变 
数 的 常 微分 方程 (质点 的 运动 方程 ,电路 微分 方程 )。 
但 是 ， 在 科学 技术 和 生产 实际 中 还 常常 要 求 研究 静 电场 的 电 
场 强 度 或 电势 在 空间 中 的 分 布 ， 研 究 电 谈 波 的 电场 强度 和 磁感应 
强度 在 空间 和 了 时间 中 的 变化 情况 ， 研 究 声场 中 的 声 压 在 空间 和 时 
闻 中 的 变化 情况 ,研究 半导体 扩散 工艺 中 杂质 浓度 (单位 体积 里 的 
杂质 的 量 ) 在 硅 片 中 怎样 分 布 并 怎样 随 着 时 间 而 变化 ， 等 等 。 总 
之 , 是 研究 某 个 物理 量 (电场 强度 ,电势 ,磁感应 强度 、 声 压 . 杂 质 浓 
度 ) 在 窑 间 的 某 个 区 域 中 的 分 布 情况 ， 以 及 它 怎 样 随 车 时 间 而 变 
化 。 这 些 问 题 中 的 自 变数 就 不 仅仅 是 时 间 ， 而 且 还 有 空间 坐标 。 
解决 这 些 问题 ， 当 然 首 先 必须 掌握 所 研究 的 物理 量 在 空间 和 
时 间 中 变化 的 规律 ， 这 就 是 物理 课程 中 所 研究 并 加 以 论述 的 物理 
规律 ， 它 是 解决 问题 的 依据 。 物 理 规 律 反映 同一 类 物理 现象 的 共 
同 规律 , 即 陡 盾 的 普遍 性 , 亦 即 共性 。 
可 是 “各 种 物质 运动 形式 中 的 矛盾 , 都 带 特殊 性 ?。 (< 矛 盾 论 >) 
同一 类 由 理 现象 中 ,各 个 具体 问题 又 备 有 其 特殊 性 , 即 个 性 。 物 理 
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规律 并 不 反映 这 种 个 性 。 

例如 , 剧院 内 你 如 果 采 用 反射 较 强 的 黄 通 砖 训 ,声波 在 剧院 内 “ 
ESKERA ER RERE”, 前 面 的 声音 还 没 消炎 , 后 面 的 声音 
又 来 了 ,前 后 混杂 , 使 人 无 法 昕 清楚 。 实 际 上 ,剧院 内 壁 总 是 锋 有 
适当 的 驭 声 材料 , 声波 传 到 壁 上 , 大 部 分 被 吸收 ,很 少 被 反射 ,消除 
了 “余音 不 绝 ”, 昕 起 来 就 比较 清楚 了 。 在 这 两 种 情况 下 ,虽然 声波 
是 按照 同样 的 规律 在 剧院 空间 中 传播 ， 内 壁 材 料 的 吸 岂 性 能 对 于 
剧院 的 声学 质量 却 有 极 天 的 关系 。 

波长 为 厘米 或 毫米 数量 级 的 微波 常用 空心 金属 管道 传输 ， 这 
种 管道 叫 作 波导 。 波 导 内 壁 的 电阻 消耗 微波 能 量 。 内 壁 材料 的 电 
MERA, BS URGE S doo E, DEDE He RED E E, REM 
滤 是 按照 同样 的 规 笋 (电磁 场 的 麦克 斯 书 方 程 组 ) 在 波导 里 的 空间 
中 传播 。 现 代 的 大 型 电子 直线 加 速 器 ， 即 使 采用 最 纯 的 钢 制 做 波 
To EREDAR MERTE EELE ARRIR 
作 。 近 年 已 研制 出 用 超 导 电 材料 (在 极 低 的 温度 下 , 电阻 率 实际 为 
零 的 材料 ) 作 内 壁 的 电子 直线 加 束 器 波导 , 这 才 有 可 能 过 续 工作 。 

在 半导体 扩散 工艺 中 ， 有 “恒定 表面 浓度 扩散 ”和 “限定 源 扩 
散 ”"。 前 者 是 用 携带 着 充足 杂质 的 氮气 包围 硅 片 , 使 杂质 源源 不 绝 
地 通过 硅 片 表面 向 建 片 内 部 扩散 ， 而 硅 片 表面 的 杂质 浓度 保持 一 
定 。 后 者 是 只 让 硅 片 表层 已 有 的 杂质 向 硅 片 深部 扩散 ， 但 不 让 新 
的 杂质 通过 硅 片 表面 进入 硅 片 。 在 这 两 种 情况 下 ， 虽 然 杂 质 按照 
同样 的 规律 在 硅 片 中 扩散 ， 奢 片 表面 状况 的 不 向 使 得 扩散 结果 也 
不 同 。 

这 样 , 为 了 解 算 具 体 问题 ,还 必须 沽 虚 到 所 研究 的 区 域 的 边界 
处 在 怎样 的 状况 下 ,或 者 , 换个 说 法 , 必须 考 虚 到 研究 对 象 处 在 怎 
样 的 特定 “环境 "中 。 我 们 知道 ,“ 超 距 作 用 "是 不 存在 的 ,物理 的 联 
系 总 是 要 通过 中 介 的 (这 在 物理 学 中 引起 各 种 场 的 概念 ), 周围 “ 环 
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境 " 的 影响 总 是 通过 边界 才 传 给 研究 对 象 , 所 以 周围“ 环境 ”的 影响 ， 
体现 于 边界 所 处 的 物理 状况 , 妈 边 异 条 件 。 

还 有 ,研究 问题 不 能 割断 历史 。 

例如 , 弦乐器 的 苞 的 振动 有 它 的 "历史 ”。 两 根 同 样 的 荡 , 其 一 
在 藩 刀 背 蔽 击 下 发 出 的 声音 比较 刺耳 ， 另 一 在 宽 锤 敲 击 下 或 手指 
的 弹拨 下 发 出 的 声音 比较 和 谐 。 虽 然 这 两 根 汞 的 振动 是 按照 同样 
的 规律 进行 的 , 但 南 于 “历史 ?不 同 , 即 在 项 击 的 那个 所 谓 “ 初 始 ?时 
刻 的 振动 情况 不 一 样 , 后 来 的 振动 情况 也 就 不 一 样 。 

娃 片 里 的 杂质 扩散 也 有 它 的 “历史 ”两 块 硅 片 , 原来 的 杂质 浓 
度 分 布 不 同 , 在 同一 工艺 条 件 下 进行 扩散 ,扩散 的 结果 也 不 一 样 。 

这 样 , 为 了 解 算 随 着 时 间 而 发 展 变化 的 问题 ,还 必须 考虑 到 研 
究 对 象 的 特定 “历史 ”, 即 它 在 早先 某 个 所 谓 “ 和 初始" 时 刻 的 状态 , RD 
初始 条 件 。 

边界 条 件 和 初始 条 任 反 映 了 具体 问题 的 特定 环境 和 历史 ， 即 
问题 的 特殊 性 , 亦 即 个 性 。 因 此 ,问题 的 完整 提 法 应 当 是 : 在 给 定 
的 边界 条 件 和 初始 条 件 下 ,根据 已 知 的 物理 规律 , 解 算 某 个 物理 量 
u 在 给 定 的 区 域 里 随 着 地 点 (2, 2 2z7 和 有 时刻 上 怎样 变化 ， 即 解 算 国 
Brut, y, 2,1), 

这 个 普遍 性 和 特殊 性 ， 共 性 和 个 性 的 关系 ， 读 者 其 实 早 有 接 
触 ,在 力学 和 电学 里 ,求解 质点 的 运动 方程 或 电路 微分 方程 时 出 现 
积分 常数 ， 而 积分 常数 就 是 利用 初始 条 件 确定 的 。 只 不 过 现在 不 
仅仅 有 了 时间 这 一 个 自 变 数 , 而 且 还 有 空间 坐标 作为 自 变 数 , 因而 除 
了 初始 条 件 以 外 还 要 边界 条 件 , 冉 题 略为 复杂 一 些 而 已 。 

， 现 在 应 当 说 一 说 物理 规律 的 数学 表示 。 物 理 现 律 ， 用 数学 的 
语言 “翻译 "出 来 ,不 过 症 物理 量 * 在 空间 和 时间 中 的 变化 规律 , 换 
名 话说 ， 它 是 物理 最 # 在 各 个 地 点 和 各 个 时 刻 所 取 的 值 之 间 的 联 
系 。 正 是 这 种 联系 使 我 们 有 可 能 从 边界 条 件 和 初始 条 件 去 推算 * 
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ETE SEN x Co, y, 2) FREE CIHEZUE £t ur, yz, 6), TETUR SEX 
系 总 是 要 通过 中 介 和 的 ， 它 的 直接 表现 只 能 是 % 在 分 近地点 和 邻近 
时 刻 所 取 的 值 之 间 的 关系 式 。 这 种 邻近 地 点 、 邻 近 时 刻 之 同 的 关 
系 式 往往 是 偏 微 分 方程 (参看 下 节 )。 物 理 规律 用 偏 微 分 方程 表达 
出 来 , 叫 作 数学 物 强 方程 。 数 学 物理 方程 , 作为 同一 类 物理 现象 的 
共性 ， 眼 具体 条 件 无 关 ; 具体 问题 的 个 性 则 由 边界 条 件 和 初始 条 
£r pou, 

在 数学 上 ,边界 条 件 各 初始 条 件 合 称 为 定 解 厅 件 , 数学 物理 方 
程 本 身 (不 连带 定 解 条 件 ) 叫 作 泛 定 方程 。 定 解 条 件 提 出 具体 问 
题 , 泛 定 方程 提供 解决 问题 的 依据 ,作为 一 个 整体 , 叫 作 定 解 问题 。 

从 实际 中 来 的 定 解 问题 还 要 回 到 实际 中 去 ， 回 答 实 际 所 提出 
的 问题 。 这 就 要 求 定 解 问题 是 适 定 的 ， 即 (1) 有 解 ，(2) 解 是 唯一 
的 , (3) 解 是 稳定 的 , 就 是 说 , 如 果 定 解 条 件 的 数值 有 细 油 的 改变 ， 
解 的 值 也 员 作 细微 的 改变 。 由 于 测量 不 可 能 绝对 精密 ， 来 自 实 际 
的 定 解 条 件 不 免 带 有 细微 的 误差 , 所 以 不 稳定 的 解 没有 实际 价值 。 
一 个 定 解 问题 如 果 不 是 适 定 的 ， 那 就 应 当 修 改 问 题 的 提 法 使 其 
XE. 


8 31， 数 学 物理 方程 的 导出 


本 节 讨论 把 物理 规律 “翻译 "为 数学 物理 方程 的 工作 。 和 希望 读 . 
者 不 要 只 看 到 下 面包 导出 的 数学 物理 方程 ， 而 且 要 掌 提 这 种 “ 般 
EU. 

既然 物理 规律 说 的 是 邻近 地 点 和 邻近 时 刻 之 间 的 联系 ， 它 不 
”牵涉 边界 条 件 或 初始 条 件 ， 推 导数 学 物理 方程 也 就 用 不 着 考 意 远 
界 上 的 物理 条 件 和 系统 的 初始 状态 。 


数学 物理 方程 的 导出 步骤 如 下 ; 首先 当然 要 确定 研究 哪 一 个 
1 了 48。 


物理 最 tx。 从 所 研究 的 系统 中 划 出 一 个 小 部 分 ， 根 据 物 理 规律 分 
析 邻 近 部 分 和 这 个 小 部 分 的 相互 作用 ( 抓 住 主要 的 作用 , 略 去 不 重 
要 的 因素 )， 这 种 相互 作用 在 一 个 短 时 间 段 里 怎样 影响 物理 量 u. 
把 这 种 影响 用 算式 表达 出 来 ,经 简化 整理 就 是 数学 物理 方程。 

下 面 导出 的 数学 物理 方程 分 别 属 于 三 种 类 型 ， 即 波动 方程 
(一 一 一 六 ; 十 四 )、 输 运 方程 (七 , 八 ) 和 稳定 场 方程 ( 九 一 十 三 )。 
这 大 致 对 应 于 数学 上 的 分 类 , 即 双 曲 型 , 挑 物 型 和 衫 图 型 偏 微分 方 
EA : 

(一 ) 均匀 弦 的 微小 横 振动 

演 央 弦乐器 (例如 二 胡 ， 提 琴 ) 的 人 用 弓 在 张 上 来 回 拉动 。 马 
所 接触 的 只 是 弦 的 很 小 一 段 ,似乎 应 该 只 引起 这 个 小 段 的 振动 , 实 
妹 上 振动 总 是 传播 到 整 根 弦 , 纺 的 各 处 都 振动 起 来 。 

振动 是 怎样 传播 的 呢 ? 丰 妨 认为 纺 是 当 坎 的 ， 就 是 说 在 放松 
的 条 件 下 ， 把 总 弯 成 任意 的 形状 ， 它 都 保持 静止 。 可 是 在 绷 紧 以 
后 , 相 邻 小 段 之 问 有 拉力 ,这 种 拉力 叫 作 芝 中 张力 。 张 力 沿 着 纺 的 
切线 方向 。 由 于 张力 作用 ,一 个 小 段 的 振动 必定 带动 它 的 邻 段 ,而 
邻 段 又 带动 它 自己 的 邻 彼 ,……。 这 样 ,一 个 小 段 的 振动 必然 传播 
到 整 根 弦 、 这 种 振动 传播 现象 叫 作 波 。 

弦 的 拍 动 是 一 种 机 械 运 动 。 机 械 运 动 的 基本 定律 是 质点 力学 
的 丈 一 ma。 然 而 蓄 并 不 是 质点 , DF — ma 对 整 根 纺 并 不 侣 用。 
但 整 根 弦 可 以 细 分 为 许多 极 小 的 小 段 , 每 个 小 段 可 以 抽象 为 质点 ， 
就 是 说 , 整 根 弦 由 许多 互相 产 连 的 质点 组 成 , 对 每 个 质 吉 即 每 个 小 
段 可 以 应 用 FF=ma. 

弦乐器 所 用 的 蓄 往 往 是 很 轻 的 ， 它 的 重量 只 有 张力 的 几 万 分 
之 一 。 跟 张力 相 比 , 弦 的 蛋 量 完全 可 以 略 去 。 这 样 ,真实 的 纺 就 抽 
象 为 “没有 重量 的 " 弦 。“ 当 思维 从 具体 的 东西 上 升 到 抽象 的 东西 
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时 ， 它 不 是 离开 一 一 如 果 它 是 正确 的 一 一 真理 ， 而 是 接近 真理 。” 
AF: 黑 阁 尔 < 远 辑 学 一 书 摘要 ?第 101 3D 


把 没有 重量 的 艾 崩 紧 , 它 在 不 振动 时 是 一 根 直线 ,就 取 这 直线 
作为 * 轴 (图 姓 )。 把 弦 上 各 点 的 烧 向 位 移 记 作 uw. DEB wifESE E 
各 点 是 不 一 样 的 , Mu AMF 另 一 方面 ， 既 然 研究 的 是 振动 ， 
rfe u 必 随 时 间 上 而 变 , e AT t. XXRE, R umm 
# 的 函数 , 记 作 w(x,#)。 

把 弦 细 分 为 许多 极 小 的 小 段 。 
拿 区 间 (z，Y+axr) 上 的 小 段 召 为 代 
表 加 以 研究 。B 既然 没有 重量 而 县 
是 柔软 的 ， 它 就 只 受到 邻 自 4 和 C 
的 拉力 T, 和 T». 

2E f fg MBCEEUERE AA] CRI x 图 44 
方向 ) 的 运动 , 所 以 作用 于 吾 的 缴 向 合力 应 为 震 ， 

T,cosa3— T cosa, - 0. (31.1) 
Bi KE de —/ (dz)! +(du)?。 在 小 振动 的 条 件 下 ， 
ds~ (dz)? =dg. 
Ho Sem Sr ER SE 5i d, WM BUS HL SCIES odo. 于 是 根据 
F = ma 写 出 召 的 横向 运动 方程 
Tsin a;—Tsina,—(opdz)u,, (31.2) 


其 中 iu RARUS EE S An, 


IFRI, 12409, aa™0, cosa, 7-1, cosa;71, sina, 


tzan sinas 2«tgas, Mi tga EDER RZE, S B D LM 
£u 
sine; iga,—U.l., sinas İZA = ts buius. 


XERE, 在 小 振动 的 条 件 下 , B 段 的 纵向 平衡 方程 (31,1) 和 横向 运动 
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方程 (31.2) 成 为 
An . (81.3) 
Pot, | rras Tu, ] =U pda. (31. 4) 
(381.3) T, — T5, Mk Pba, CEERI h pa 
数值 。 前 已 指出 , 吾 段 的 长 度 ds 二 dz, 即 长 度 ds 在 振动 过 程 中 不 
随时 间 而 变 , 所 以 张力 不 随时 间 而 变 。 总 之 , 张力 既 跟 Y GAS 又 
WR i 无关 , 它 是 常数 , 记 作 T. RHR GLORY 


TU letar mtl 


dr = pue 
上 式 左边 就 是 Ts, 而 Se 即 3#， 今 后 缩写 为 u 这样, B BG 
运动 方程 就 成 为 
pu,,— Tu, =0. (31.5) 


其 实 , 五 是 作为 代表 的 一 个 小 段 , 所 以 各 个 小 段 的 运动 方程 都 是 这 
个 样子 。 因 此 可 以 说 , (31.5) 是 弦 作 微小 横 振 动 的 运动 方程 ,通常 
简单 地 说 成 弦 振 动 方程 。 

*ET39 5335, 各 个 小 段 的 器 是 相同 的 , 即 吕 是 章 数 。 通 常 引 用 
ias 

a =T] p, (31.6) 
而 把 续 振 动 方 程 改 写成 
Wes— Ws =0. (31.7) 
以 后 (8 34) 和 将 指出 o S a zh (E95 EERE, 

Tidit E0938 3) ERRADA PREESE— P: 质点 的 位 
移 只 是 时 间 € 的 函数 ， 质 点 的 运动 方程 也 就 是 以 时 间 # 为 自 变 数 
HEA Do BETIZE u 则 是 时 间 # 和 坐标 z 两 个 自 变数 
HAR, 弦 的 运动 方程 即 许多 彼此 相 牵 连 的 质点 的 运动 方程 式 , 质 
点 之 何 的 牵连 反映 在 号。 项 ， 因 而 是 以 zx 和 上 为 自 变数 的 偏 微分 
方程 。 

.I5ie 


再 恋恋 弦 的 受 迫 振动 , DE fed SERERE p, 还 受到 外 力作 用 的 
情况 。 邵 果 作 用 在 单位 长 度 弦 上 的 横向 力 是 FG, t), RL. 2) pg 
修改 为 

T»sina;— Tising; F(r,tYdx— (pdx Wis 
因而 (31.77 相 应 地 修改 为 


Wua— ats =F (e,t) p. (31.8) 
力学 系统 的 运动 又 可 以 上 用 分 析 力学 处 理 。 作 为 僻 子 ,这 里 用 哈密 琐 原 理 
dS ENDE. 
EA Ge, ed) Eg EE B( 见 图 44) 的 动能 


Ks. (pdz) wid, 
Job n 是 速度 Pris. "tfo defe 


Vise T ds dz) =T (VIF — ds T (15 71 sul Toide. 
于 是 , 弦 的 拉 略 朗 日 函数 
L- f G - vas « (Lpi -lr« yes 
HEARDE, 弦 的 运动 规律 可 表 为 变 分 问题 
ôf za: = 引信 pc —a'ui)dr dt 0. 
这 仿 变 分 问题 的 欧 支 方程 (参看 附录 五 ) 是 


ün Wes— EU = 0. 
这 正 是 弦 振动 证 程 (31,7)。 

DII T 3: 28 1033 233 (USE Fa t), 5.3 31 P 1. 
Fu, 从 而 小 段 吕 的 势能 


V «3 Tu da- Pada, 


Eid L-((Lou- wi -Fu Jae. 
EZ EAE SEDE EEG EX 
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òf zat =ô ffos -iTi 一 Fu)az dt=0. 
这 个 变 分 问题 的 欧 勒 方 种 是 
一 人 cpD 
这 正 是 方程 (31. 8)。 
(二 ) 均匀 杆 的 纵 振动 
一 根 杆 ， 只 要 共 中 任 一 小 段 有 纵向 移动 ， 必 然 使 它 的 令 段 
压缩 或 伸 长 ， 这 邻 段 的 压缩 或 伸 长 又 使 它 自 己 的 邻 段 压缩 或 伸 


长 ,…,…。 这 样 , 任 一 小 段 的 纵 振动 必然 传播 到 整 根 杆 。 这 种 振动 
的 传播 就 是 波 。 
在 杆 的 纵 振动 问题 中 所 研究 的 。 一 一 和 二 全 一 一 
是 杆 上 各 点 的 纵向 位 移 u(x t) ERI EE 
把 杆 细 分 为 许多 极 小 的 小 段 。 í me 


拿 区 间 (x, ?二 dr) 上 的 小 段 BCA e 
45) 为 代表 加 以 研究 。 在 振动 过 程 4 B 0 
中 , B Visit 85 2 Piae u Mut 图 45 


du--u de. [L1 3931-1 113] du o de =u dz， 而 相对 


M cR DR te ou, 


确切 些 说 ,在 村 作 纵 振 动 时 ， 相 对 伸 长 x 还 随地 点 而 异 。 在 
BB 的 两 端 , 相对 伸 长 就 不 一 样 , 分 别 是 uele vL ,+4:， 如 果 杆 的 
材料 的 杨 氏 模 晤 是 了 ,那么 , B 的 两 端的 胁 强 (又 叫 应 力 , 即 单位 模 
截面 两 方 相互 作用 力 ) 分 别 是 Yu, |, 和 了 wu.|,44:。 这 是 说 ， 邻 段 
ARCET B AmI -Y Su. | 0 YSu,] ua. CS AWF 
的 横 截 面积 )。 于 是 , 写 出 8 段 的 运动 方程 


p(Sdz)u,, =Y Su | a, —Y Su, | 7 Y89 da, 
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式 中 p 为 杆 的 密度。 用 Sdx BRERA, 得 
pu, —Yu,,-—9. (31. 9) 
这 了 叫做 杆 的 纵 振 动 方 程 。 
对 于 均匀 杆 ， 各 个 小 段 的 了 和 Pp 都 是 相同 的 ， 即 了 和 Pp 是 常 
数 。 通 常 引 用 记号 
他 一 了 /0， (31. 10) 
把 杆 纵 振动 方程 改写 成 
u,,—a?u,. 0. (31. 11) 
Xx 955 suh 5 £2 (31. 7 JE X, E56 & EH. a 也 就 是 纵 振动 在 
村 中 传播 的 速度 。 

TF E 3818 9i 35 2575 TR UL 9B. 92 69 3638 Tc 2) 25 £8 (31.8) 完全 一 
样 ， 只 是 共 中 F(x,t) 应 是 纵向 外 力 。 

不 同 的 物理 过 程 中 的 物理 规律 ， 竞 然 可 以 用 同一 个 数学 物理 
方程 来 表示 ! 正 因为 这 样 ， 就 有 可 能 用 一 种 物理 现象 去 模拟 另 一 
种 物理 现象 。 

(=) 电报 方程 

对 于 直流 电 和 低频 交流 电 , 电 路 的 基 尔 起 夫 定 律 指出 , 同一 支 
路 中 的 电流 相等 。 但 对 于 较 高 频率 的 交 变 电流 (不 过 ,这 里 也 不 考 
上 庶 频 率 很 高 以 致 显著 地 向 外 发 射电 磁 波 的 情况 ), 电 路 中 导线 的 自 
感 和 电容 的 效应 不 能 忽略 ， 因 而 同一 支 路 中 的 电流 来 必 相 等 。 

MILII IL MEN NENNEN: = 
(图 46)。 把 每 单位 长 的 传输 p» L 
线 所 具有 导线 电阻 、 线 间 电 1 


L4 MS 
漏 、 电 容 以 及 自 感 分 别 记 作 ”一 一 的 一 
R,G,C VAR, L. 图 46 


把 传输 线 细 分 为 许多 极 小 的 小 段 。 拿 区 间 (Gr, xd) 上 的 小 
自 为 代表 加 以 研究 。 这 个 小 段 两 端的 电 访 并 不 相 每 ， 这 是 由 于 两 
. 1545 


dili E > 


线 之 间 的 漏电 流 (Gdx)v, 还 有 两 线 之 间 的 电容 Cdr 上 的 充 放电 。 
这 样 ， 
dj — Gods — (Crds). 

这 个 小 段 两 端的 电压 也 不 相等 , 这 是 由 于 导线 电阻 Rdx Eft E 
Ke (Rdr)j, 还 有 两 线 之 问 的 电感 Ldz 上 的 感 生 电 动 势 (Lds)3 
RR, 

dv= —R jdz — L jd. 
以 上 两 式 即 

ib —Gv—O^»,, 


31.12 
2,7 —Rj—Lj,. eset 


亦 即 
人 re 
,TON 2, 
(22$ jt 
DETER, 以 G+C 久 作用 于 第 二 式 ， 并 相 减 , 就 消去 
而 得 的 方程 


同 理 ， 消 去 7 可 得 。 的 方程 
LCv,,—v,,4 (LOREOC)Y,+ RAV=0. (31.14) 


FREM R $022 [8] US G 很 小 的 传输 线 叫 作 理 想 续 输 线 。 对 
于 理想 传输 线 ，(31.13) 和 (31.14) 可 以 简化 为 
Jua j= 和 v,—90/9,,—0, (31. 15) 
其 中 a? 1/LOCR7R 8 54 B3, 1/LC= 光 速 平方 )。 
258 (31.13) m (31.14) 以 及 它们 的 特例 (31. 15) 叫 作 电报 
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方程 。 电 报 方程 (31. 15) FR 2c 8 25 Jj; 8 (31.7), PARIDE 
(31. 11) 又 是 完全 一 样 ,尽管 它们 的 物理 本 质 根本 不 同 。 

(四 ) 均匀 薄 腊 的 微小 模 振 动 

把 柔软 的 均匀 薄膜 张 紧 , 静止 落 膜 的 平面 记 作 zy Fii EE 
的 横 振动 问题 中 所 研究 的 是 膜 上 各 点 的 横向 位 移 ur, y, E). 

设想 在 膜 上 划一 直线 (参看 图 47a， 图 的 平面 垂直 于 所 划 直 
R) 直线 两 方 的 膜 必 互相 牵引 。 每 单位 长 直线 两 方 的 牵引 力 叫 作 
张力 。 膜 上 张力 的 值 是 常数 中 。 我 们 还 需要 张力 的 横向 分 量 ， 这 
当然 就 是 Tsina ( 角 a 是 张力 TT 的 “仰角 ”， 见 图 4749)。 对 于 小 振 


动 , sina~tg dt, 所 以 张力 的 横向 分 量 =Tsina~ 人 Ttga = 人 TE n: 
指 的 是 所 划 直 线 在 wy 平面 的 投影 的 法 线 方向 。 


ay Tta 


BH 47a 图 47b 
ERRES O6 Ve BU IBN, a Sede zm, y5 
gy 二 dy 之 间 的 小 块 (图 475) 为 代表 加 以 研究 。 
先 看 和 z+dz 这 两 边 。 在 这 两 边 ， 作 为 代表 的 小 块 膜 受信 
近 部 分 的 张力 作用 ,张力 的 横向 分 力 分 别 是 12| 和 r2] 
XB, HOMBRE cR a da 两 边 所 受 横向 作用 力 是 
Ux Uu, | ers 7 T|: ]dy 2 Tu, dedy. 


ztdrt] 
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' 司 理 ， 在 y 和 y+ dg 两 边 所 受 模 向 作用 力 是 
Tu, ,dxdy. 
用 pp 表示 单位 面积 的 注 腊 的 质量 ， 则 作为 代表 的 小 块 膜 的 质量 是 
pdxrdy.。 于 是 ， 写 出 这 小 块 膜 的 横向 运动 方程 
purdray— Tu, dxdg-- Tu, dedy, 
Wn 
diria =0. (31. 16) 


EUENMAUIMERIA TH. D T ME RREAN, id 


常 记 作 A, 或 者 为 了 强调 二 维 而 记 作 Az， 这 样 , (31.16) 可 以 记 作 
pu,,— TAa —0. 
X39 5) RISE, 面 密度 P 是 常数 。 通 常 引用 记号 
@=T}]p, 
TC ERES 50 75 P2 (91. 16) 2 5 R 
t a A40. (31.17) 
对 于 薄膜 的 受 迫 振动 ， 如 果 在 单位 面积 上 的 横向 外 力 是 
了 (x,y,t)， 容易 看 出 , FE COLL 17) 修 改 为 
u,,— aA Fj p. (31.18) 
《五 ) 流体 力学 与 声学 方程 l 
根据 流体 力学 ， 理 想 流 体 的 欧 勤 型 运动 方程 是 i 


vt (eV)o= — ptf. (81.19) 
连续 方程 则 是 . 
Lag. (po)=0. (31.20) 


Bi, x60t538 
p= 了 (Pp); (31.21) 
例如 ， 对 于 绝热 过 程 ，(31. 21) 的 具体 形式 就 是 pip=p pi K 
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中 了 是 定 压 比 热 与 定 容 比 热 的 比值 。 

未 知 数 共有 五 个 ， 即 9., v, vo 2, o. 方程 组 (31. 19) 一 
《31. 21) 恰 好 包含 五 个 方程 (其 中 矢量 方程 (31, 19) 应 看 作 三 个 分 
量 方 程 )}。 这 样 ,(31,19) 一 (31, 21) 构成 流体 力学 的 完整 方程 组 。 
可 是 这 方程 组 是 非 线 性 的 。 

现在 研究 声波 在 空气 中 的 传播 。 不 妨 认 为 (31. 19) 里 的 外 力 
了 不 存在 。 

把 声波 中 的 空气 密度 相对 变化 量 《p 一 Po)7po WE s, 


8 一 2， p=p(l+8). 
Po 


当 声 波 在 空气 中 传播 时 ，s Wo mE p) MEE M DICIS 
和 (31.20) 中 的 二 次 项 ,把 它们 近似 为 线性 方程 


1 
,— ——Np, 31.22 
Ec ND f ) 


pobewW:v—0, Bl 5, V-0-0. (31. 23) 
声波 的 传播 过 程 是 绝热 的 ， 而 绝热 过 程 的 物 杰 方程 p= tey 
也 可 近似 为 线性 的 ， 

p-p(1- ys). (31. 24) 
3j $818 (31. 22) — (31. 24) 是 声学 的 完整 方程 组 , E OO 2 IC FG 
A(31,22) f0(91. 24) i8 Zz p, 得 


v= ~ŻPoys, (31. 25) 
从 (31, 23} 和 (31. 25) 消 去 D 得 声波 方程 8,,—9 y V8 2-0, ap 
s-a M= (œ= zP), (31. 26) 
xx ESTERNA 是 三 维 的 ， 特意 记 作 As。 
如 果 在 某 个 时 刻 存在 速度 势 U, 
v=, 


* 158 


可 以 证 明 在 任何 了 时刻 都 有 速度 势 U, i CAER 
Unu —a! ASU -- 0. (31. 27] 
CA) 电磁 波 方程 
用 国际 单位 制 2， 电磁 场 的 麦克 斯 韦 方 程 组 的 积分 形式 是 


50-4 =f pav, 
QE. ds =- [B. 4o, 
中 B.ar 一 0， 


jn .ds =|G+D)-do, 


禄 应 的 微分 形式 是 
V: D=p, 
Vx E-—-—B;, 
V: B=0, 
VXH-j4D, 
(KZ, p=0, j-0, B=uH, D-eE, (31.28) 可 简 
化 为 


(31. 28) 


V: E-0, 

VxE--—1H, 

V:H«-0, 

V xH -—eE, 
拿 (31. 29) 的 第 四 式 对 上 求 导 , 又 用 Vx 作用 于 第 二 式 , 就 可 消去 
于 而 得 到 


(31. 29) 


E,,—2?A,E —0, (31. 30) 


@ 如 果 用 高 斯 单位 制 MAEN SS Sq E G Drde zx [ pd», $ Eds= 
-ij B,-de, $8-4s o, piae = E Pieds. Jeda. 
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其 中 at= me ARER. AAMA E TE 
Hu -AH —0. (31. 31) 
(31.30) $n(31. 31) 就 是 电磁 波 方程 。 

(七 ) 扩散 方程 

把 盛 有 化 学 药品 例如 酒精 的 瓶子 打开 。 酒 精 容易 挥发 成 为 燕 
汽 , 瓶 口 附近 空气 中 混杂 了 很 多 酒精 分 子 ,所 以 瓶 口 有 强烈 酒 情 气 
味 。 而 离开 酒精 瓶 一 定 距 离 的 地 方 也 还 有 酒精 气味 ， 虽 说 不 那么 
强烈 。 这 表明 , 有 少量 酒精 分 子 达到 离开 酒精 瓶 一 定 距离 的 地 方 。. 

一 般 地 说 , 由 于 浓度 (单位 体积 中 的 分 子 数 或 质量 7 的 不 均匀 ，- 
物质 从 浓度 大 的 地 方向 浓度 小 的 地 方 转移 ， 这 种 现象 叫 作 扩散 。 

扩散 现象 并 不 限于 气体 。 在 固体 中 也 有 扩散 现象。 

制 做 半导体 器 件 就 常用 扩散 法 。 把 含有 所 需 杂 质 的 物质 涂 表 
在 硅 片 表面 ,或 者 用 携带 杂质 的 气体 包围 着 硅 片 ,把 奎 片 放 在 扩散 
炉 里 , 杂质 就 向 硅 片 里 面 扩 散 , 扩散 运动 的 方向 基本 上 是 垂直 于 硅 
片 表面 而 指向 硅 片 深 处 。 这 种 只 沿 某 一 方向 进行 的 扩散 叫 作 一 维 
的 扩散 。 

商品 超 导 材 料 NbsSn 硬 而 脆 , 不 能 拉丝 。 制 做 NbsSn 线材 
必须 避 开 NbsSn 的 拉丝 ， 方 法 之 一 也 是 扩散 。 把 饮 (Nb) 条 包 在 
锡 (由 于 种 种 考虑 , 实际 上 不 是 纯 锡 而 是 铜 锡 合金 ) 中 , 这 是 容易 拉 
丝 的 。 当 然 , 这 样 拉 出 的 丝 里 , 饱和 锡 还 是 分 开 的 。 放 进 扩 散 炉 ， 
BARE HIEMER E NbsSn。 

在 扩散 问题 中 研究 的 是 浓度 & 在 空间 中 的 分 布 和 在 时 间 中 的 
kZ A EZE TETE D PE 

扩散 运动 的 强 弱 可 用 “单位 时 间 里 通过 单位 横 截 面积 的 原子 
或 分 子 数 ?表示 , 这 则 作 扩散 流 强度 , 记 作 g。 

扩散 运动 的 起 源 是 浓度 的 不 均匀 。 浓 度 不 均匀 的 程度 可 用 浓 
ERE Vu KR 
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那么 ， 扩 散 流 强度 9 路 浓度 梯度 vu 的 关系 是 怎 祥 的 呢 ? R 

据 实验 结果 ， 扩 散 定 律 是 
a= 一 站 Wo， (31.32): 

DELIIEG 12 928634 57: RE 跟 浓 度 梯度 (浓度 增 
大 的 方向 ) 相 反 。 比 例 系 数 娓 叫 作 扩散 系数 。 不 同 物质 的 扩散 系 
数 务 不 一 样 。 同 一 物质 在 不 同 温 度 的 扩散 系数 也 不 同 , 一般 说 , 温 
度 越 商 , 扩散 系数 越 大 。 

APTE x3 mut Er fk, (31.32) 78 


-p | 
q- DS. (31.33) 


现在 应 用 扩散 定律 (31。 
33) 来 研究 一 维 扩散 问题 中 
的 浓度 在 空间 中 分 布 和 在 时 
间 中 变化 uo, t) 的 规律 ,为 
此 ,把 空间 加 以 细 分 , 拿 x 与 
x 二 dx Ze y5 ytdy z 
间 ，z 与 ?十 62 之 间 的 小 平 Ho 48 
行 六 面体 (图 48) 为 代表 加 以 研究 。 这 个 平行 六 面体 里 的 浓 底 变 
化 取决 于 扩散 流 强 度 a 的 向 它 汇 集 或 从 它 发 散 ， 也 就 是 取决 于 穿 
过 它 的 表面 的 流量 。 

BERD Fs a Jo IERI P EGET EROS TO E PII, 
而 只 穿 过 左右 两 面 。 在 左面 ,流量 al. dydz 是 流 人 的 ; 在 右面 , 流 . 
E gispardydz 则 是 流出 的 。 出 人 相抵 ， 


净 流 人 流量 = 一 (gts 一 1s)dydz 二 一 Sdzdydz, 
把 扩散 定律 (31. 33) 代 入， 
VLA ER = (Du, )dadyd. 
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如 果 小 平行 六 面体 里 没有 源 和 汇 ( 就 是 说 ,这 种 物质 的 原子 或 
分 子 既 不 从 其 他 物质 转化 出 来 也 不 转化 为 其 他 物质 ), 则 浓 床 的 时 
癌变 化 率 


Su BUEAGER L2 Du). (21.34) 
jk EC Hg S TR. 

如 果 扩 散 系数 在 空间 中 是 均匀 的 , 则 扩散 方程 (31. 34) 简 化 为 
ww 一 Dw 一 0。 道 常 又 引用 记号 ct D 把 扩散 方程 写成 

4 一 -024 =A (31.35) 

对 于 三 维 的 扩散 问题 , 那 就 不 仅 需 要 计算 穿 过 图 48 的 小 平行 
六 面体 左右 两 面 的 流量 ， 而 且 要 计算 穿 过 前 后 和 上 下 四 个 面 的 流 
量 ， 其 结果 是 三 维 扩散 方程 | 


3 23 a 1. 
«- [200 * 20) 2». |-o. (31.36) 


如 果 扩 散 系 数 在 空间 中 是 均匀 的 , 则 (31.36) 简 化 为 
u ~A? HU +H) 0, Hl] u,—a?Au-—0. — (31.37) 
简单 说 一 说 源 和 汇 的 问题 。 例 如 , 所 研究 的 物质 是 放射 性 的 ， 
赔 变 的 半衰期 为 r*， 则 单纯 由 晓 变 所 导致 的 浓度 的 时 间 变 化 率 为 
-Eu jg, AMZER HEC RECS. 35) 和 (31. 37) 应 分 别 
修改 为 
u,—a^u,, 492,0, 


u, —a? ^u H2, 一 0。 


再 如 , 所 研究 的 物质 由 于 链 式 反应 而 增殖 , 浓度 的 增殖 的 时 间 变 化 
率 为 5%， 这 样 ， 一 维和 三 维 的 扩散 方程 (31.35) 和 (31,37) 应 分 
别 修 改 为 
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u,—074,, —b?4 —0, 
iut, — a Ay — b?u —0. 
(A) 热传导 方程 
由 于 温度 不 均匀 , 热量 从 温度 高 的 地 方向 温度 低 的 地 方 转移 ， 
Xk RR ERA LE TALES 
热传导 的 强 弱 可 用 ?单位 时 间 里 通过 单位 横 截 面积 的 热量 ? 表 
示 , 这 出 作 热 流 强度 , 记 作 a 
热传导 的 起 源 是 温度 % 的 不 均 邹 。 漫 度 不 均匀 的 程度 可 用 温 
Li p Vu 表示 。 
REXER MESERE 
q=— kyu, 
比例 系数 弄 作 热传导 系数 。 不 同 物 质 的 热传导 系数 名 不 一 样 。 
仿照 扩散 问题 ， 可 导出 没有 热源 和 热 汇 的 一 维和 三 维 的 热 传 
导 方 程 如 下 : 
epu, (bu, -0, (31.38) 


cpu, 一 [22 +Š 
其 中 6 是 比 热 , o 是 密度 。 
(A) 稳定 浓 度 分 布 
扩散 运动 持续 进行 下 去 , 如 果 达 到 稳定 状态 , 浓度 的 空间 分 布 
不 再 变动 , 即 % =0， 以 如 =0 代 人 三 维 扩 艇 方程 (31.36) 得 到 浓 
度 的 稳定 分 布 方程 
2 3 3 


如 果 扩 散 系数 在 空间 中 是 均匀 的 ， 则 (31.40) 简化 为 拉 普 拉 斯 
方程 


UR 
(a) tto |=0, (31.39) 


Au=0. 
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(十 ) 稳定 温度 分 布 

热传导 持续 进行 下 去 , 如 果 达 到 稳定 状 志 ,温度 的 空间 分 布 不 
再 变动 , 即 w= 二 0， 以 ws= 0 代入 三 维 热传导 方程 (31.39) 得 到 温 
度 的 稳定 分 布 方程 


Su.) + 如 (bm) t2: 0,)0. (31.41) 
如 时 热传导 系数 在 空间 中 是 均匀 的 , 则 (31. 41) 也 简化 为 拉 普 拉 斯 
方程 
Au—0. 
(十 一 ) 静电 场 


从 静电 学 知道 ,用 国际 单位 制 , 穿 过 闭合 曲面 8 向 外 的 电 通 量 
等 于 闭合 曲面 3 所 围 空 间 纺 中 的 电量 的 1/eo t, BD 


$ E -do = 去 | pdv. 
应 用 曲面 积分 的 高 斯 定理 把 上 式 左边 改 表 为 体积 积分 ， 
[vs d» L| pdo. 


上 式 并 不 是 只 对 特定 的 空间 名 成 立 ,而 是 对 任意 的 空间 侣 都 成 立 ， 


这 只 能 是 由 于 两 边 的 被 积 函数 相等 ， 
V .下 = 二。 (31.42) 
这 就 是 静电 场 方 程 。 
我 们 知道 ,静电 场 的 电场 强度 巨 是 无 旋 的 , 因而 存在 电势 P， 
五 一 一 VYF， (831. 43) 


B ERREERAG, BAVIERE RULEUJIE. Mie, AO 
(31.43) 代 入 (31.42) 得 到 ， 静 电场 的 电势 了 应当 满 足 党 松 方程 


AV - —lp. (31.44) 
£o 
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如 果 在 静电 场 的 某 一 区 域 里 没有 电荷 , 即 p 二 0， 则 静电 场 方 
程 (31. 44) 在 该 区 域 上 简化 为 拉 普 拉 斯 方程 
AV =0. (31.45). 
(十 二 ) 无 旋 稳 恒 电 流 场 
设 在 导电 物质 中 有 稳 恒 电流 分 布 。 稳 馆 ， 是 说 电流 密度 JT 
随时 间 而 变 。 
按照 散 度 的 定义 ， 


M 


其 中 心 是 闭合 曲面 ,8 是 S 所 围 体积 。 上 式 右边 的 曲面 积分 是 单 
位 时 间 里 从 人 流 出 的 总 电量 ， 从 而 上 式 右边 的 极限 表示 单位 时 间 
里 从 单位 体积 流出 的 电量 ， 这 正 是 电流 的 源 的 强度 。 把 电流 源 的 
强度 分 布 记 作 了 (x,y,z)， 就 有 


YY. 了 一 了 (31. 46). 
既然 电流 是 无 旋 的 ， 必 定 存在 势 p, 
j=—VY9. 
把 上 式 代 人 (31. 46) 得 到 ， 无 旋 稳 乌 电 演 势 满足 泊 松 方 各 
Ap=—f. (81. 47)- 


部 果 在 某 一 区 域 里 没有 电流 党, 则 (31. 47) 在 该 区 域 上 简化 为 
拉 普 垃 斯 方程 
Ap=0, (81.48). 
(十 三 ) 流体 的 无 旋 稳 恒 流 动 
把 流体 的 速度 分 布 记 作 e(m, y, 2). 按照 散 度 的 定义 ， 


1 
V:D— lim [adeo] 
上 式 右边 是 从 单位 体积 流出 的 流量 ， 这 正 是 流体 的 源 的 强度 。 招 
该 体 的 源 温 庭 分 布 记 作 Syz) A 
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Vo-f. (31. 49) 

既然 流动 是 无 旋 的 ， 必 定 存在 速 麻 势 p, 

v= — VE. 
把 上 式 代入 (31.49) 得 到 ， 流 体 无 旋 稳 恒 流动 的 速度 势 满足 泊 松 
方程 

Ap — — f. (31. 50) 

如 果 在 某 一 区 域 里 没有 流体 的 涯 , 则 (31, 50) 在 该 区 域 上 简化 

为 拉 普 拉 斯 方程 
Aq — 0. (31.51) 
(HEO) 杆 的 微小 横 振动 
对 软 的 纪 没 有 轩 定 的 形状 ,在 放松 的 条 件 下 ,不 管 弯 成 什么 形 
状 ， 都 保持 静止 。 杆 却 不 是 柔软 的 ， 对 于 形状 的 改变 ， 它 是 有 抵 
抗 的 。 

杆 在 横向 变形 时 ,各 个 横 截面 依次 错开 , 或 者 说 存在 切 变 , IR 

而 每 一 截面 上 存在 切 力 。 我 们 把 截面 左 

方 作用 于 吉方 的 切 力 记 作 和 (图 49)， 右 re 
方 作 朋 于 左 方 的 切 力 则 记 作 一 了， 村 的 

任 一 小 段 例如 图 49 的 瑟 段 在 切 力 的 作 

用 下 有 转动 的 势 。 这 转动 造成 杆 的 窒 mo 

ili. 

ESA, HERDRRARCÉHREER 50 的 4B) 长 度 不 变 ， 中 线 一 方 
伸 长 ， 另 一 方 压缩 。 于 是 在 杆 的 每 一 截面 出 现 张力 和 压力 组 成 的 
DB RHEES, RIRES ETAD BREEN, 
dT ICEMEEASMTME- M. HERRES h. 

为 计算 抄 矩 开 的 大 小 ， 在 杆 上 截取 长 为 dee 的 一 小 段 (图 50), 
它 的 中 线 是 AB. 中 线 AB 的 长 度 不 变 ， 但 被 弯曲 , 我们 把 它 的 曲 
率 半径 记 作 R. 这样, 图 中 的 dO da/R. 
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中 线 以 上 被 拉 长 ， 因 而 受 邻 段 
的 张力 ; 中 线 以 下 被 压缩 , 因而 受 邻 
段 的 压力 。 划 出 一 个 沙 层 , 它 距 中 线 
乡 而 厚度 为 dy. 这 个 薄 层 的 长 讼 = 
(B+y)d0=dzx 十 ydz/R， 可 见 它 的 
伸 长 为 yax/R， 所 以 相对 伸 长 是 
y/B. 从 而 这 薄 层 中 的 张 胁 强 ( 张 应 


力 ) 为 了 y/R， 张 力 
a=} (ay), 图 50 
共 中 了 是 杨 氏 模 量 , 5 是 薄 层 的 宽度 。 这 张力 相对 于 4 ANHE 


=0y— Ly bd. 
作用 在 整个 截面 上 的 挠 息 开 应 当 是 力矩 Gy 的 总 和 ， 即 


4=| 9 =F [rta 
8 [hay 正 是 截面 的 “转动 惯量 ", 可 记 作 了 ， 于 是 ， 


=Y 
M=. (31.52) 


我 们 知道 ， 曲 率 即 1/R—u.,/(10-92)?7. Fh A d, 1/R 
We， 所 以 
M —Yfu,,. (31.53) 
(31.52) B (Bj (E É (31. 53) 8 RE HAR hFE E) i CZ I8] 
就 图 50 的 那 一 小 段 而 论 ， 两 端的 切 力 组 成 力 偶 ， 其 力矩 
Td» 是 大 时 针 方向 的 , 去 端的 挠 抵 MI. 是 逆 时 针 的 , IER USA 
M| srar 则 是 顺 时 针 的 。 因 此 ， 
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MVi,— M |234: -Tda = 0, 
M 
即 -—1 nuu - MI) =- 


以 (31.53) 代 入 上 式 ， 
T= 一 Tue。 (31.54) 
xx uU 2) S lp ots 63S Z eg i o R 
确切 些 说 ， 在 杆 作 横 振 动 时 , 切 力 T 了 还 随地 点 而 异 。 在 图 ^O 
的 那 小 段 的 两 端 ， 切 力 就 不 一 样 , 分 别 是 了 |。 和 一 了 |,4s:， 正 是 
两 端 切 力 的 合力 使 这 一 段 获得 横向 加 速度 tis 
(payau —T|, -T | spass 
式 中 心 是 单位 长 着 的 杆 的 质量 。 上 式 也 就 是 


pu, 1 Pla era) = 727 


9M 
EE 
这 就 是 杆 的 横 振 动 方程 。 
引用 记号 


= YIu,,.,. 


a! -YI/p, 
可 把 夺 的 横 振 动 方程 改写 成 
u,,—6055,,,,—0. (31.55) 
对 于 杆 的 受 迫 横 振 动 ， 如 果 单 位 长 害 杆 上 外 加 横向 力 是 
了 (zt)， 容 易 看 出 , 只 需 把 (31. 55) 修 改 为 
ki at = F(z, t)| p. (31. 56) 
(十 五 ) cour io $4 5i 
以 上 各 例 引 自古 典 物 理学 。 作 为 另 一 类 例子 ， 这 里 提 一 下 县 
子 力学 的 蕊 定 亩 方程。 微观 粒子 在 势 场 F(z,gy,2, Oh, EAR u 
《为 符号 前 后 一 贯 起 见 , 这 里 用 * 表示 波 销 数 , 而 在 量子 力学 中 通 
常 是 用 PARERE E 
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; L2 
thu, = — ——BAu + Vu. (31.57) 
2m 


势能 了 不 显 含 时 间 # 的 情况 叫 作 定 态 。 对 于 定 态 ,方程 (31.57) 简 
化 为 咱 态 薛 定 谓 方 程 
-Æ u+ Vu=Eu. (31.58) 


2 HB 


1. 拿 图 51 的 中段 纺 作为 代表 ， 
推导 弦 振 动 方程 。 

2， 用 均 质 材料 制 做 细 圆 锥 杆 , 斌 
推导 它 的 纵 振动 方程。 i 
3. 张 在 隆 尼 介质 中 振动 , 单位 长 
度 的 弦 所 受阻 力 下 = — Ru, OE PUR 
R 纠 作 有 阻力 系 数 )， 试 推导 弦 在 这 阻尼 

4t obit; E. 

4. 试 推导 一 维和 三 维 的 热传导 方 
32 (31. 38) 和 (31. 39), 51 

5. RC DER ORCI KEH”, Meo ELE TAE I B TEE A 


KERRE Q, n7 = 一 8Q. 试 推导 浇灌 后 的 混凝土 内 的 热传导 方程 。 


6， 均 质 导 线 电阻 率 为 *， 通 有 均匀 分 布 的 直流 电 , 电流 密度 为 j， 试 推 
导 导 线 内 的 热传导 方程 。 

7 长 为 了 柔软 均 质 轻 强 ， 一 端 周 定 在 以 匀速 上 转动 的 坚 直 国土 。 由 于 
惯性 离心 为 的 作用 , 这 弦 的 平衡 位 置 应 是 水 平 线 。 试 推导 此 荡 相 对 于 水 乎 线 
的 横 振动 方程 。 

8， 长 为 了 的 柔软 均 质 重 绚 ， 上 端正 定 在 以 匀速 o 转 动 的 竖 直 轴 上 。 由 
于 重力 作用 , 绚 的 平衡 位 置 应 是 紧 直 线 。 试 推导 此 编 相 对 于 坚 直 线 的 横 振动 
方程。 

9. 推导 均 勾 圆 杆 的 扭转 振动 方程 。 杆 半径 忆 , 切 变 模 量 为 NN. 

10。 推导 水 梢 中 的 重力 波 方程 。 水 档 长 1, 截面 为 矩形 ,两 端 由 了 刚性 平面 
封 闲 ， 模 中 的 水 在 平生 时 深度 为 
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$32. ERR 


数学 物理 方程 是 同一 类 现象 的 共同 规律 ， 反 映 的 是 矛 漂 的 普 
遍 性 即 共性 。 和 但 是 我 们 还 “必须 暴露 过 程 中 矛盾 各 方面 的 特殊 性 * 
GEER). 就 物理 现象 来 说 ， 各 个 具体 问题 的 特殊 性 就 在 于 研究 
对 象 所 处 的 特定 “环境 "和 “历史 ”， 即 边界 条 件 和 初始 条 件 。 
《一 ) 初始 条 件 
对 于 随 着 时 间 而 发 展 变化 的 问题 ， 必须 考 虑 到 猎 究 对 象 的 特 
定 “ 历 史 ”， 就 是 说 ， 追 调 到 早先 某 全 所 请 “初始 ”时刻 的 状态 , 即 初 
始 条 件 。 
对 于 输 运 过 程 (扩散 、 热 传导 ), 初始 状态 指 的 是 所 研究 的 物理 
量 % 的 初始 分 布 (初始 浓 放 分布、 初始 温度 分 布 )。 关 此 ， 初 始 条 
` 件 是 
UCL, Y, Zy t)l,2o— PCT y 2), (32.1) 
其 中 o, y, 2) 是 已 知 函 数 。 
对 于 振动 过 程 ( 弦 、 杆 , 膜 的 振动 , 较 高 频率 交 变 电流 沿 传输 线 
传播 , 声 振动 和 声波 ,电磁 波 ), 只 给 出 初始 “位 移 ” 
ULE, y, 2, t) | tm0= Pr, Y, 2) (32.2) 
是 不 够 的 ， 还 需要 给 出 初始 “速度 ” 
un, Y, 2, E) uro PC, y, 2). (32.3) 
从 数学 的 角度 看 , 就 时 间 # 这 个 自 变 数 而 言 , 输 运 过 程 的 泛 定 
方程 具 出 现 一 阶 的 导数 %,， 是 一 阶 微分 方程 ， 所 以 只 需 一 个 初始 
条 件 (32.1); 振动 过 程 的 诈 定 方程 则 出 现 二 阶 的 导数 ww,， 是 二 阶 - 
微分 方程 ,所 以 需要 两 信 初 始 条 件 (32.2) 和 (32.3)。 
UG: 初始 条 件 应 当 给 出 整个 系统 的 初始 状态 ， 而 不 仅 是 系 
统 中 个 别 地 点 的 初始 状态 。 例 如 , 一 祖 长 为 1 Pisis E 93k, 用 
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手 把 它 的 中 点 朝 横向 拨 开 距离 KA 525, 然后 放手 任 其 振动 .所 谓 
初始 时 刻 就 是 放手 的 那个 瞬间 ， 和 初始 条 件 就 是 放手 那个 瞬间 的 弦 
的 位 移 和 速度 。 初 始 速度 显然 为 零 ， 即 W(x, t) | ,oo 二 0; EFU 
始 位 移 如 写成 

uls, t)] ,-o— k, 
IERT, DO k RER PARR, KeA A 
不 是 h 考虑 到 弦 的 初始 形状 是 由 两 段 直 线 衔接 而 成 ， 初 始 位 移 
应 是 
(2h/ Ux (在 [9, 0/2] E), 
(A/a) — GELU, L3 E, 

最 后 , 谈 一 谈 “ 没 有 初始 条 件 的 问题 ?>。 没 有 外 源 , 只 是 由 于 初 
始 时 刻 的 不 均匀 分 布 引起 的 输 运 叫 作 自由 输 运 。 在 自由 输 运 过 程 
中 ， 不 均匀 的 分 布 还 渐 均 匀 化 。 随 着 分 布 的 逐渐 均匀 化 ， 输 运 过 
程 也 逐步 衰减 。 因 此 ,一 定时 间 以 后 , 自由 输 运 就 衰减 到 可 以 认为 
忆 消 失 。 没 有 外 加 力 ， 只 是 由 于 初始 偏离 或 初始 速度 引起 的 振动 
由 作 自 由 振动 。 上 节 推 导 自 由 振动 方程 时 设 有 计 及 阻尼 作用 (该 
节 习 题 3 要 求 计 及 阻尼 作用 )， 而 实际 上 阻尼 是 不 可 和 避免 的 ,自由 
振动 不 可 避免 逐 新 衰减 , 因此 , 一定 时间 以 后 , 自由 振动 就 衰减 到 
可 以 认为 已 消失 。 这 样 ， 在 周期 性 外 源 引 起 的 输 运 问题 或 局 期 性 
外 力作 用 下 的 振动 问题 中 , 经 过 很 多 周期 之 后 , 初始 条 件 引 起 的 自 
外 答 运 或 自由 据 动 衰减 到 可 以 认为 已 消失 ， 这 时 的 输 运 或 振动 完 

AE 
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全 是 周期 性 外 源 或 外 力 所 引 起 。 处 理 这 类 问题 时 ， 我 们 完全 可 以 
忽 赂 初始 条 件 的 影响 ， 这 类 问题 也 就 叫 作 没有 初始 条 件 的 问题 。 
稳定 场 问题 (静电 场 ,稳定 浓度 分 布 , 稳定 温度 分 布 ,无 旋 稳 恒 
电流 场 , 无 旋 稳 恒 流 动 ) 根 本 就 不 存在 初始 条 件 问 题 , 这 是 无 需 多 
说 的 。 
(二 ) HPRH 
研究 具体 的 物理 系统 ， 还 必须 考虑 研究 对 象 所 处 的 特定 “ 环 
境 ", 而 周围 环境 的 影响 常 体现 为 边界 上 的 物理 状况 , 即 边 界 条 件 。 
有 一 类 边界 条 件 直接 规定 了 边界 上 的 数值 。 例 如 ， 取 一 根 长 
36 lW, 把 它 的 两 端 z=0 和 zx=? 固定 起 来 ,然后 让 它 振动 。 过 
界 zx=0 pel 既然 是 国定 的 , 那里 的 位 移 u 当然 始终 为 堆 ， 
u(z, $)|.-o— 9, u(z, t)| sm 70. 
又 如 , 细 杆 导热 问题 , n REF D MEM 3 JA, ema 处 于 恒温 uo 的 
环境 中 ,就 是 说 边界 =a 那里 的 温度 入 保持 为 常数 tm， 
i u(z, t0)... oto. 
或 者 ,导热 杆 的 一 个 端点 + 二 4 的 温度 入 按 已 知 的 规律 (1) 变化 ， 
划 那 里 的 边界 条 件 是 
u(z, t)... 3). 
再 如 , 半导体 扩散 工艺 的 “恒定 表面 浓度 扩散 "中 , EH AAA 
境 是 携带 着 充足 杂质 的 氮气 ， 杂 质 源 源 不 断 通过 硅 片 表面 向 内 部 
扩散 ， 而 硅 片 表面 的 杂质 深度 保持 一 定 。 硅 片 的 边界 就 是 它 的 表 
面 z=0 和 xz= l, 边界 上 的 物理 状况 则 是 杂质 浓度 4 保持 为 常数 
Nos, 
u(z,i)].-0— No  u(z,t)|].-.— Ne. 
总 之 , 这 类 边界 条 件 直接 规定 了 边界 上 的 数值 (可 以 是 随时 间 
变化 的 数值 )， | 
u(z, y, 2, t amisso = Jos Jos 20: t) (32.4) 
+172» 


3k n ES DDR 6, 

但 是 ， 有 不 少 边界 条 件 所 直接 规定 的 并 不 是 边界 上 的 数值 。 
例如 , 作 纵 振动 的 杆 的 某 一 端点 :=a 是 自由 的 , 从 “自由 ”这 个 条 
件 并 不 能 推断 在 读 端 点 的 纵向 位 移 的 值 。 但 是 ， 自 自 意味 着 在 
该 端点 的 胁 强 为 零 、 而 胁 强 等 于 杨 氏 模 量 了 与 相对 伸 长 we 的 乘 
积 ， 因 此 

u.(2,£)|,.,—0. 

又 如 , 细 杆 导热 问题 ， 如 果 杆 的 某 一 端点 +=7 是 绝热 的 ， 从 
“绝热 "这 个 条 件 并 不 能 推断 在 该 端点 的 温 讼 入 的 值 。 但 是 ， 绝 热 
意味 着 进出 该 端点 的 热流 强度 为 去， 而 沿 zx 方向 的 热流 强度 等 于 
热传导 系数 上 与 温度 梯度 u, 的 乘积 变 号 , 因此， 

W(t, t9], -, 7:0. 

再 如 ,半导体 扩散 工艺 的 “限定 源 扩散 ?中 , 没有 外 来 的 杂质 通 
过 硅 片 表面 进入 硅 片 ,只 是 硅 片 表层 已 有 的 杂质 向 硅 片 深部 扩散 。 
从 “限定 源 ” 这 个 条 件 并 不 能 推断 在 硅 片 表面 的 浓度 * 的 值 。 但 
是 ,限定 源 意 味 着 通过 硅 片 表面 x=0 Mel 的 扩散 流 强度 为 堆 ， 
而 沿 x 方 向 的 扩散 流 强度 等 于 扩散 系数 万 与 浓度 梯度 u, 的 乘积 
变 号 ， 因 此 

Wm, £0=0, w(x, t) ao —0. 

总 之 , 有 这 样 一 类 边界 条 件 , 它 并 不 直接 规定 边界 上 的 数值 ， 

而 是 直接 规定 梯度 在 边界 上 的 数值 
ww, t) |, = f(t). (32.8) 
这 叫 作 第 二 类 边界 条 件 。(32.5) 是 就 -- 维 问题 而 言 的 ， 对 于 二 维 


或 三 维 问题 , 梯度 we 应 代 之 以 边界 的 (外 ) 法 线 方向 的 导数 开 ， 第 
二 类 边界 条 件 是 


Salan sepa, T Ure Ie D- (32.6) 
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还 有 一 类 边界 条 件 , 既 不 直接 规定 边界 上 的 数值 ,也 不 直接 规 
` 定 边 界 上 法 向 导数 的 数值 ， 而 是 规定 它们 之 间 的 某 个 线性 关系 。 
例如 , 细 杆 导热 问题 ,如 果 杆 的 某 一 端点 x 一 a 自由 冷却 , 即 杆 端 和 
FIBI Ar FL GR BE 0) 按照 牛顿 冷却 定律 交换 热量 ， 从 “自由 冷却 ”这 
个 条 件 既 不 能 推断 在 该 端 点 的 温度 的 值 ， 也 不 能 推断 在 该 端点 
的 温度 梯度 tw 的 值 。 但 是 ,自由 冷却 规定 了 从 杆 端 流出 的 热流 强 
HC ku, ) 55i E35 (uL, ZAHER 
—ku, | s= = À(u|,-, —0), 
n" (u+ Hu, |250 (H=kjh). 
对 于 两 端 z=0 和 xz=! 都 是 自 
m( 即 一 z) nOD) 
由 冷却 的 杆 (图 53) ,在 z= 1 的 “一 一 [一 一 一 一 一 
一 端 ， 外 法 向 % 就 是 方向 | 
所 以 自由 冷却 条 件 可 表 为 A eee 
(u+ Hu,) |.-170; “图 53 
在 x=0 的 一 端 ,外 法 向 4 是 一 2 方向 ,所 以 自由 冷却 条 件 可 表 为 
(u— Hu.) e=. 

值得 注意 的 是 ， 如 果 丁 端 跟 周 围 介质 的 热 交 换 系 数 GAXEACEAE 
的 热传导 系数 E, ND 召 =&/A<:0， 上 述 边 界 条 件 就 退化 为 第 一 类 
边界 条 件 w|.-o=6 TET 

又 如 , 作 纵 振动 的 杆 ,如 果 某 一 端点 *=“ 醋 非 固定 也 非 自由 ， 
而 是 通过 弹性 体 连 结 到 国定 物 盱 ， 从 “弹性 连结 ? 既 不 能 推断 在 访 
端点 的 位 移 * 的 值 ,也 不 能 推断 在 该 端点 的 相对 伸 长 ws 的 值 。 但 
是 ,弹性 连结 规定 了 杆 中 弹性 力 (FSu.) 等 于 弹性 连结 物 中 的 弹性 
L2 5168709923 73 2111] 23.29 
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总 之 , 有 这 样 一 类 边界 条 件 , 它 只 规定 边界 上 的 数值 与 (外 ) 法 
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Fl STE XUI irl R1 — 4 EIER 
Cut Hu.) [ssoye,ss = J Gros Yos 205 0. (32. 7) 
这 叫 作 第 三 类 边界 条 件 。 

边界 条 件 (32. 4) 一 一 (32.7) 都 是 线性 
的 。 革 中 了 =0 的 边界 条 件 又 叫 作 章 次 的 。 

线性 的 边界 条 件 并 不 限于 以 上 三 类 。 
例如 ， 杆 的 一 端 挂 有 重 物 而 作 纵 振动 (图 
54)。 杆 端 所 受 的 力 有 重力 (Mg) 和 惯性 t 
D Mu), MTA , z 

Y8u,1,.,7 Mg— Mul. B 54 
在 这 个 边界 条 件 中 不 仅 出 现 对 x 的 偏 导数 u BERTI i 的 仿 
导数 wu. 

有 的 边界 条 件 甚至 是 非 线性 的 。 例 如 , 在 热传导 问题 中 ,如 果 
物体 表面 按 斯 蒂 芬 定律 (温度 四 次 方 定律 ) 向 周围 辐射 热量 ， 那 就 
出 现 非 线性 边界 条 件 了 。 

上 区 导出 的 泛 定 方程 , 除 杆 的 模 振动 方程 以 外 , 在 边界 上 的 每 
一 点 都 只 要 一 个 边界 条 件 。 以 东 振 动 为 例 ,就 x 这 个 自 变数 而 言 ， 
茧 振动 方程 中 出 现 二 阶 导数 w。。， 是 二 阶 微分 方程 ， 材 求 两 个 条 
件 , 即 两 端点 各 一 个 边界 条 件 。 杆 的 横 振动 方程 中 出 现 四 阶 偏 导数 
tss 所 以 每 个 端点 就 要 两 个 边界 条 件 。 例 如 ,端点 z=a 被 固定 
(E 552), 那么 这 端点 的 位 移 始 终 为 零 ,而 且 杆 在 该 处 的 斜率 亦 为 


=a 


95a fm sb 图 55e 
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ul...79, ujana 《固定 端 ) 
又 如 端点 z=a 是 被 支承 的 (图 556)， 那 么 这 端点 的 位 移 始 终 为 
$, WaikAbEUE Risiecoue, Hn 
ul..m0, uubl..-0. 《支承 端 ) 
再 如 端点 z=a 是 自由 的 (图 55c)， 那 么 该 处 截面 上 不 仅 找 矩 为 
零 , 而 且 切 力也 为 零 , 即 
tos| sa 二 0， teline =O (自由 端 ) 
边界 条 件 只 要 确切 说 明 边界 上 的 物理 状况 就 行 。 例 如 ,长 为 1 
的 均匀 杆 , 一端 固定 于 车 壁 上 , — 3 
自由 , 车 子 以 速度 vo 进行 而 忽然 停止 
(图 56)。 边 界 条 件 应 当 怎样 写 呢 ? 这 = 
个 问题 本 来 很 简单 ，z=0 端 固定 而 Y i 
z= R AE om0 RI ulus | NEP 
=0" 确切 地 表示 。 但 有 些 初 学 者 却 0 NC: 
“不 满足 "于 这 个 简单 的 说 明 ， 而 想到 图 56 
什么 z=0 端 在 突然 停止 时 有 某 个 冲力 , 在 振动 过 程 中 还 不 断 受到 
XI IERI D. z==! 端 在 突然 停止 时 有 向 前 冲 出 去 的 惯性 ， 但 又 
苦于 不 知道 固定 端 所 受 的 作用 力 和 自由 端的 运动 情况 ， 因 而 觉得 . 
很 难 写 出 边界 条 件 。 其 实 这 是 对 边界 条 件 要 求 过 高 了 ， 因 为 只 有 
解 出 定 解 和 问题 之 后 才 好 计算 固定 端 所 受 作 用 力 和 自由 端的 运动 
情况 。 既 然 “x|.-e=0” M ul .< 一 0” 能 够 确切 说 明 z=0 端 固定 
而 z=1 端 自由 ,这 两 个 简单 的 式 子 就 是 所 要 的 边界 条 件 。 
注意 区 分 边界 条 件 与 泛 定 方程 中 的 外 力 或 外 源 。 例 如 ， 一 维 
扩散 问题 , 如 时 在 某 一 端点 z=a 有 粒子 流 注入 , 流 的 强度 4 是 已 
知 的 ,这 注 人 的 粒子 流 是 一 种 边界 条 件 , RO Pats]。-。=g。 可 是 , 有 
些 初学 者 认为 既然 注 人 的 粒子 流 是 外 源 ， 应 在 活 定 方程 中 列 人 
外 源 ; 
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DR | 
这 就 错 了 ， 因 为 这 个 方程 意味 着 处 处 有 粒子 流 注入 ， 其 强度 处 ， 
处 是 9， 

最 后 , 谈 一 谈 “ 没 有 边界 条 件 的 问题 *。 物 理 系统 总 是 有 限 的 ， 
必然 有 边界 ， 要 求 边界 条 件 。 拿 兹 振动 问题 为 例 ， 弦 总 是 有 限 长 
的 , 有 两 个 端点 。 如 果 着 重 研究 靠近 一 端的 那 段 弦 , 那么 , 在 不 太 
长 的 时 间 里 , 另 一 端的 影响 还 没 来 得 及 传 到 , 不妨 认 为 另 一 端 并 不 
存在 ,或 者 说 另 一 端 在 无 限 远 , 当然 就 无 需 提出 另 一 端的 边界 条 件 
了 。 这 样 ， 有 限 长 的 真实 的 总 抽象 成 半 无 界 的 绪 。 如 果 着 重 研 究 
不 靠近 两 端的 那 段 弦 ， 那么 , 在 不 太 长 的 时 间 里 ,两 端的 影响 都 没 
来 得 及 传 到 , 不 妨 认 为 两 端 都 不 存在 , 或 者 说 两 端 都 在 无 限 远 , 当 
然 就 无 需 提 出 边界 条 件 了 。 这 样 ， 有 限 长 的 真实 的 蓄 抽 象 成 无 界 
893, 

又 如 ,半导体 工艺 的 金 扩散 比较 快 , 在 1100"0 左右 , 金 原 子 用 
几 分 钟 时 间 就 扩散 到 整个 硅 片 。 丙 和 磷 的 扩散 则 慢 得 多 ， 在 差 不 
多 同样 的 温度 , 硼 或 克 原 子 用 了 几 十 分 钟 以 至 两 ,三 小 时 只 能 进入 
硅 片 几 微 米 。 用 扩散 法 制 做 超 导 材 料 NbsSn 线 ， 锡 原子 ME AR 
治 也 只 有 几 微 米 。 硅 片 或 饮 芯 的 厚度 D 很 小 , 不 到 一 毫米 , 可 是 ， 
9h, 3i, 锡 原子 的 扩散 深度 更 小 。 如 果 着 重 研 究 边界 z=0 附近 的 
慢 扩 获 ,在 不 太 长 的 时 间 ( 其 实 是 几 小 时 甚至 几 十 小 时 ) 里 , W e 
锡 原 子 来 不 及 达到 另 一 边界 z= 二 1， 根 本 不 受 另 一 边界 z==1 的 影 
Wi, 我 们 不 妨 认为 不 存在 另 一 边界 2-1, 认为 硅 片 或 饮 世 从 z=0 
延伸 到 无 限 远 (其 实 还 不 到 一 毫米 )， 构 成 半 无 界 的 。 

“ 半 无 界 的 "和 “无 界 的 "是 一 种 抽象 , 但 由 于 捉 住 了 主要 矛盾 ， 
它们 是 列宁 所 说 的 那 种 “科学 的 (正确 的 ,郑重 的 ,不 是 莞 唐 的 ) 抽 
d “(< 黑 格 尔 * 逻 辑 学 ,一 书 摘 要 > 第 101 页 )。 

(=) fett 
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有 时, 由 于 一 些 原因 , 在 所 
定 究 的 区 域 里 出 现 跃 变 点 ， 谤 
定 方程 在 跃 变 点 失去 意义 。 例 
如 弦 振 动 问题 ， 如 果 有 横向 力 
F(t) 集 中 地 作 骨 于 z=z。o 点 ， 
这 点 就 成 为 弦 的 折 点 (图 57)。 
在 折 点 zo, 斜率 ws 的 左 极限 值 
《zo 一 0,#) 跟 右 极限 值 us Cro 图 57 
十 0,t) 不 同 , Blu, 有 跃 变 , Hiit 不 存在 ， 张 振动 方程 Uat 
—0 在 这 一 点 没有 意义 。 这 样 , 我们 只 能 把 x 二 zo。 和 xwzxo 两 段 分 
别 考虑 ,在 各 段 上 , 张 振 动 方程 是 有 塞 义 的 。 但 是 ， 既 然 这 不 过 是 
同一 根 纺 的 两 段 , 它们 并 不 是 各 自 独 立 振 动 的 。 反 映 在 数学 土 ,不 
可 能 在 两 段 上 分 别 列 出 适 定 的 定 解 问题 。 率 实 上 上 ， 对 于 zxo 的 
一 段 , 无 法 列 出 z=wo 处 的 边界 条 件 ; 对 于 a. 的 一 段 同 样 无 法 
列 出 =r 处 的 边界 条 件 。 两 段 应 该 作为 一 个 整体 来 研究 ， 因 为 
两 段 的 振动 是 互相 关连 的 。 首 先 ，Y=zZ， RENA, BEREZ 
fj, RA 


u(29-—0, £) 2u(z5 0, t). (32.8) 
- 其次, 在 折 点 , 7) FG) 应 同 张力 平衡 ， 即 
F(1) —Tsin a; —Tsina;—0. 

Hi T sin ai~ tga; =u, (2—0, E), sin a;7 tg az= —u, (254-0, 1), 
EXHI 

Tu (zo-0,1) —Tu,(z,—0,0) — —F(t). (32,9): 
条 和 件 (32.8) 和 (32.9) 合 称 为 衔接 条 件 。 考 虚 到 衔接 条 件 ， 两 段 苞 
作为 一 个 整体 ， 其 振动 问题 是 适 定 的 。 | 

严格 说 来 ， 跃 变 点 也 是 科学 的 抽象 。 实 际 上 存在 的 是 一 个 小 


的 过 渡 区 , 在 过 渡 区 上 , 某 些 物 理 量 的 空间 变化 率 很 大 , 但 毕竟 还 
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是 过 续 变 动 的 。 只 要 过 波 区 很 小 ， 不 妨 认为 过 流 集 中 于 一 个 点 即 
跃 变 点 ,这 就 简化 了 问题 ， 不 必 详 细 考 察 过 渡 区 上 的 变化 情况 。 
3 HH 

1 长 为 工 的 均匀 弦 , Phu v0 和 xz=? 固定 , EPOR DDR Te Eeh 
点 ,以 横向 力 Ev duak, 达到 稳定 后 放手 任 其 自由 振动 。 写 出 初始 条 件 。 

2. 长 为 1 i9 HEELS E] F 作 骨 而 纵 振 动 。 写 出 边界 条 件 ，, 

8. 上 长 为 1 的 均匀 杆 ,两 端 有 恒定 热流 进 和 人, 其 强度 为 ge， 写 出 这 个 热 伟 
导 问 题 的 边界 条 件 。 

4. SEO RE E DRURBO SEL IETTEE, SESUIHOCHUN. MAHALE 
于 柱 轴 , SOR EOS M. GAA IRURE BS s (8 D] RE A 32 E AR Eo 

5 习题 1 是 否 需 要 衔接 条 件 ? 

6. 一 根 村 由 模 截 面相 同 的 两 段 连 接 而 成。 两 段 的 材料 不 同 , Eo CAREY 
别 是 Y! 和 YY, 密度 分 别 是 p! mot. gWemHmBAE. 

7。 写 出 静电 场 中 电介质 表面 的 衔接 系 件 。 

8， 一 根 导热 杆 下 两 段 构成 ,两 段 热传导 系数 、 比 热 、 密 度 分 别 是 E, et, 
pli 三 ,oz pI。 初 妨 漫 度 是 wo 然后 保持 两 端 温 度 为 零 。 试 把 这 个 热传导 
问题 表 为 定 解 问题 。 


$ 33， 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 


831 导出 的 泛 定 方程 , 除 杆 的 横 振动 方程 以 外 , 都 是 二 阶 的 。 
本 书 将 着 重 讨论 二 阶 偏 微分 方程 。 

把 所 有 自 变 数 (包括 空间 坐标 和 时 间 坐 标 ) 依次 记 作 xi, as, 
em, 二 阶 偏 微分 方程 如 果 可 以 表 为 


Ka n n 


DOD iMg t bue f =O, (33. 1) 
i-21 


其 中 jj, b: c, f 只 是 31592, ***, En 的 ES, 就 pt] 作 线 性 的 方程 。 
$31 导出 的 泛 定 方程 以 及 许多 常见 的 偏 微 分 方程 都 是 线性 的 。 
线性 方程 (33.1) 中 不 含 未 知 函 数 及 其 偏 导数 的 项 三 0, 则 
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方程 叫 作 齐 次 的 ， 否则 叫 作 非 齐 次 的 。 一 般 说 来 , 大 几 有 源 ( 外 力 、 
热源 或 热 汇 、 流体 的 源 或 汇 、 电 荷 , 电 流 源 ) 的 情况 , 泛 定 方程 为 非 
章 次 的 ,没有 源 的 情况 是 齐 次 的 。 

如 果 泛 定 方程 和 定 解 条 件 都 是 线性 的 ， 可 以 把 定 解 问题 的 解 
看 作 几 个 部 分 的 线性 释 加 ， 只 要 这 些 部 分 各 自 所 满足 的 泛 定 方程 
和 定 解 条 件 的 相应 的 线性 登 加 焉 好 是 原来 的 泛 定 方程 各 定 解 条 体 
就 行 。 这 由 作 委 加 原理 。 本 书 将 经 常 引 用 登 加 原理 。 

以 下 研究 方程 分 类 , 并 把 各 类 方程 分 别 化 为 标准 形式 。 这 样 ， 
今后 就 只 需 讨论 标准 形式 的 方程 的 解法 。 

(一 ) 两 个 自 变 数 的 方程 分 类 

先 研 究 两 个 自 变 数 z My 的 二 阶 线性 偏 微 分 方程 

Grits H 20154, + 0254,, HDU bia, cut+f=0, (33.2) 

其 中 au, 01, 02, bis bi, c, f FUE x füy 的 函数 。 在 以 下 的 讨论 
中 ,我 们 假定 011,01, 02, 0,,5;, 0, f BERR., 


IE EIEN PUR i 
z-—z(5,m, s=8(7,9), 

R 33.3) " 
bis. n oo E 
KIPIERENGROCEUD 六 0， 通 过 代 换 (33. 9), Gr ROG EM 


7 的 函数 。 这 里 , 还 应 把 方程 (33. 2) 改 用 新 的 自 变 数 失 和 好 表 出 。 


为 此 , 作 如 下 计算 : 
i 一 名 T 345m 


Wy = ub, HUN 
Uar = Qiu ETE uu E n, E D IF UNE HUn rugs) 
EUÉ T 29,6 0, unm ues F unus 
8,477 (u,,5,5, H WenE n, - E.) 十 (uns, uS T Wn 
EUÉ Ey - ui (5,0, n.) F0, n, we une, 
Up= (Q1, 2 -u,,5,0, WE yy F (8,9, 5,7 Wan + ys ) 
== Up É H 205,0, - us T ue, sme (33.5) 


(33.4) - 


| 71805 


“把 (33,4) 和 (33.5) 代 入 (33.2) 得 到 采用 新 自 变数 & m IS n a 
i Ata + 24:45, t Ariy By, t Bou, Ou+ F=0, (33.6) 
EF LEY 
Au 78562 T 2ap£,£,- a£, 
Aia 055,0, tanl ÉN, HEN) + as,, 
4227: 01,02 - 20420,7), a2, 
Bı=a É.: t 2ap£,, Hané, bie, + bsé,, (33.7) 
B2= qs + 2AN ey HAN yy + 012, + b2n,, 
Os; 
F=f. 
25 C8. 6) 仍 然 是 线性 的 。 
从 (33.7) 可 以 看 到 , 如果 取 一 阶 偏 微分 方程 
m2? + 2052,2, 425210 (33. 8) 
的 一 个 特 解 作为 新 自 变数 所， 则 auET- E2255, -05£2—0, AI 
41 —0. 同 理 ,如 果 (33.8) 的 另 一 特 解 作为 新 自 变 数 #7, 则 4-0. 
这 样 ,方程 (33.6) 就 得 以 化 简 。 


一 阶 偏 柚 分 方程 (33. 8) 的 求解 可 转化 为 常 微分 方程 的 求解 。 
事实 上 ,(33,8) 可 改写 为 


Zy : L2 
a(-) ~ 2au( 2+) +an= , (33.9) 
y , 


如 果 把 

z(z,y) — RE (33. 10) 
当 作 定义 由 函数 y Jj 2, Wi dy/4 z= 一 Zaf Zy, 从 而 (33.9) 
正 是 | 


2 
ou 29) — 2a, ka, 0. (33.11) 


总 之 ,为 了 化 简 二 阶 线性 偏 微分 方程 (33. 2), 先 求解 常 微分 方 


Ilie 


$2(33.11), R8 (33. 1Dff3 — AE" Ee, = C Js E EG 
作为 新 的 自 变 数 ， 则 在 新 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 (33.6) 中 ， 系 数 
Au-0. 求 得 (33.11) f 3 — I AE n (5,9) R C Un, XE 
n-—nG, y) ERR E E, 则 在 新 的 方程 (33. 6) R4 0. 

常 微 分 方程 (33.11) 叫 作 二 阶 线性 偏 微分 方程 (33. 2) 的 特征 
方程 ， 特 征 方程 的 一 般 积 分 “&(z, 引 二 常数 "和 “Cx 二 常数 ” 叫 
作 特 征 线 。 

特征 方程 (33. 11) 可 分 为 两 全 方程 


dy G12 t AV aj, — aio» 7 
ar REEL , (33. 12) 

dy a, -V a]; T 3 
an . (33.13) 


通常 根据 (33.12) fu (33.13) 的 根 号 下 的 符号 划分 偏 徽 分 方程 
(33, 2) 的 类 型 : 


6h 一 042 一 0， 抛物 型 

Gj:—3::822-—0, MAH., 
方程 (33.2) 的 系数 Gi a R an RT ELE 0 y 的 函数 ,所 以 ,一 个 
方程 在 自 变数 的 某 一 区 域 上 属于 某 一 类 错 ， 在 另 一 区 域 上 可 能 属 ， 
于 另 一 类 型 。 用 (33.7) 容 易 验 证 

Als — An Az = (a —411922) (£0, — P 
这 是 说 , 作 自 变数 的 代 换 时 ,方程 的 类 型 不 变 。 
HEMA. (33.12) 033. 13) 各 给 出 一 族 实 的 特征 组 
&(z,y) 5 83€, nay) — ET. 

BC E= ECE, y) m0 Gy) 作为 新 的 自 变 数 , 则 4a 0, 42:0. 
Mif B 26 Ac F3 B9 25 £2 (33. ORA 


tij os m [BiB + Cu 4-F]. (33. 14)- 


fa; —8G,0:770, Wi; 
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或 者 . 再 作 自 变数 代 换 
a=} (£40, 
ER B] | 2 


i B-1G-m, 
则 方程 (33.14) 化 为 
"m -4t +B). 4- (B — By)u,-- 20u + 2FÀ. 


(33.15) 
{33,14) 或 {33.15) 是 双 曲 型 方程 的 标准 形式。 一 维 波动 方程 ， 如 
5k 82535 $8(31. 7) (31. 8), 杆 的 纵 振 动 方程 (31, 11), 电报 方程 
《31.14) 和 (31.15) 等 ,都 是 标准 形式 的 双 曲 型 方程 。 
青 看 抛 物 型 。 由 于 al —2a,0:—0, HED £2(33. 11) 
( oni) 一 小 
因此 只 有 一 族 实 的 特征 线 
N Git fj —/ 232 75 Hie 
取 E= anya ans 作为 新 的 自 变数 ， 就 有 4u=0. 除 此 之 
外 ， 
A= Sn ÉN TV 01,0: 5,0, HEN) Hanën, 

= (V au E, tv an E,) (V B Na b din) 

—ÜO(A/ 8,, 7, EN 0: 9,) 0. 
从 而 自 变 数 代 撞 后 的 方程 (33.6) 成 为 


€ — Un Ba + Ca F]. (33.16) 
22 


XC B4 498075 RS dao XESX. — Emah Rs mt CO 38(31. 35), 
热传导 方程 (31.38) 等 ,都 是 标准 形式 的 抛物 型 方程 。 
最 后 看 短 况 型 方程 。(33.12? 和 (33.13) 各 给 出 一 族 复 数 的 特 
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征 线 

£(2,3) — E na p= ES, 
ME n=E*. HR ££ (2,3) H1 n—nG, D — £*Gr, 9) 作为 新 的 自 
变数 , 则 Anu 00, 42;=0, 从 而 自 变 数 代 换 后 的 方程 (33.6) 成 为 


u= — [Bin +B, Cut+F]. (33.17) 
241,» 


XX; BUT ISET (23.14), Bux E 和 7 是 复 变数 。 一 般 说 来 ， 
这 是 不 方便 的 。 通 常 又 作 代 换 


Ts Ur-Im £e m. 
则 方程 (33.17) 化 为 


west tes= — LOS Ba), + EOS Bi) 208 P). 


=Re =} 


(33.18) 
(33.17) 或 (33,18) 是 梯 贺 型 方程 的 标准 形式 。 平 面 稳定 场 方程 ， 
如 稳定 浓度 分 布 (31, 40)， 稳 定 温度 分 布 (31.41)， 静 电场 方程 
《31.44) 和 (31. 45), 无 旋 稳 恒 电 流 场 方程 (31.47) 和 (31. 48), 无 旋 
稳 恒 该 动 方程 (31.50) 和 (31,51) 等 ,在 二 维 情况 下 , 都 是 (33.18) 
形式 的 椭 贺 型 方程 。 


(二 ) 多 自 变数 的 方程 分 类 
SEUSPES TR (33. 1) 


R Ka " 
DD a t D bug teut f -0. (33.1) 
j=l i-1 (91 
XUEB ES aS fe 
E= ECE, Eo "Ts f.) k= 1, 2, i, A. (353,19) 


ISO ITE HO ESI 通过 代 换 (33. 19), Gras m) 成 


ACN utt, 


21845 


a, Mo 


^ HP Én mri £, BUR es 这 里 ， 还 应 把 方程 (33. 1) 改 用 新 的 自 变 数 É 表 出 。 
A pk. 作 各 下 计算 : 


uum Tua (£s 


keg 


ER e (33. 20} 
Mau = 之 ， P uaato lED yt 5 al nis 
k=1 1=1 k=1 
把 (33.20) 代 人 (33,1) 得 到 采用 新 自 变数 ,5,,…, 后 的 方程 
SS Ate E messen, (33. 21) 
bal jai 
其 中 系数 NES 
Aum > 
bet (33.22) 
B, 全 ne E E a Ed ae: 
$1 ji i-1 1 
方程 (33.21) 仍 然 是 线性 的 。 
值得 注意 的 是 , 二 阶 偏 导数 的 系数 变换 公式 丛 丛 是 二 次 齐 次 式 
h A 
393703 (33. 23). 
jel i-i 
的 系数 在 自 变 数 代 换 (gi, Yo yu m m6 08 s a) 
h 
y Dan, (33.24) 


ket 
下 的 变换 公式 。 二 次 齐 次 式 (33.23) 可 以 用 适当 的 代 换 而 对 角 化 ， 在 相应 的 
代 换 下 ,方程 (33.21) 也 就 “对 角 化 ”, n 
pud (GE), 
Aj7 1, -1 8b 0. 
UO GUUB IUIOE — AURORA 4s 之 为 正 或 为 负 或 为 鹤 的 个 数 
亦 各 为 一 定 。 据 此 , 划分 偏 微 分 方程 的 类 型 ， 


(38. 25) 


BUR n^ 4,350, 且 例 为 同 号 ， LIE 
有 某 些 A,-0, mpm. 
BUR n AE p n-14g]gg8,93—1x 9, um. 
BUB ni A,:R0, 两 种 符号 都 不 止 一 个 ， 超 双 曲 型 。 > 
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相应 的 标准 形式 是 


" "n 
Suas 2oBustCutF-0, (KM3) 


{1 iaj 


Sect X Dass Cu F0, (抛物 型 ) 


i=1 i"1 


" T 
Wan Satu t D Bets Cu F 2-0, ( 双 曲 型 》 


i-2 $= 


Siu D tust DoBaudCaF-0. GBAH) 
$-1 itti imt 
$31 导出 的 泛 定 方程 之 中 , 波动 方程 ( 弦 , 杆 、 膜 的 振动 方程 , 电报 方程 , 声 振 
动 和 声波 方程 , 电磁 波 方程) 是 双 曲 型 的 , 给 运 方程 (扩散 方程 , 热传导 方程 ) 
MU T, 稳定 场 方程 (静电 场 , 稳定 浓度 分 布 , BEERS H, 无 施 稳重 电 
流 场 , ERRER RUNE RU, RETE D EET 272 (91.57) B DS 
型 的 ,但 由 于 系数 中 有 im / 1, 所 以 并 不 代表 和 输 运 过 程 , 而 是 代表 波动 { 重 
EXIT T2 
应 当 指出 ,除非 自 变数 的 个 数 % 过 2， 二 阶 线性 偏 微 分 方程 (33. DAER 
点 (zt ms sx) 化 为 上 述 标准 形式 ,一般 不 能 在 某 个 区 域 主 各 点 同时 化 为 
标准 形式 。 即 使 方程 在 某 个 区 域 上 各 点 属于 同一 类 型 , 一 般 还 是 不 能 在 该 区 
域 上 各 点 同时 化 为 标准 形式 。 道 理 是 这 样 的 : 非 * 对 角 的 "系数 AGGER DUE 
2n(2n—1) 
2 
个 ,要 求 它们 为 零 意 味 着 满足 nO 7 D/2 4 Ie, EBORE PES IR aks 
1,2,-—,1) RE 


(33. 26) 


n (33.27) 
^re 30 523, 则 (33. 27) RF (33.260, ESTIS RE ER HE — RR IC EE BTE 
非 * 对 角 的 ”系数 金 为 零 。 如 %#= 二 3, 01(33.27) WF (32. 26), |I iE EDT 
TÀiEUS fatis 3555, 但 “对 和 角 的 ”系数 一 般 未 必 全 相同 。 因 此 , 必须 nE, 
才 有 可 能 在 某 -… 区 上 成 上 各 点 同时 化 为 标准 形式 。 

(m) 常 系数 线性 方程 


当 系 数 线性 方程 按 . 上 述 方法 化 为 标准 形式 之 后 ， 还 可 以 进 一 
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zb fai fb. 
以 电报 方程 (31.13) 或 (31.14) 为 例 ， 
LCu,,—u,,4- ( LG -- RC)u, --RGu — 0. (33. 28) 
试 作 函 数 变换 ul, t) v(x, t), 
uls, t) 2 e *"'v(z, t), (33. 29) 
其 中 4 和 是 尚 待 确定 的 沼 数 。 于 是 ， 
ws —e^***'(v. HAV), 
u — e***'(v.-E uv), 
wrs e*t (»,. -E2À0, + A?v), (33. 30) 
w= e ti o Av, 二 um, d Aut), 
Ws —6/7*^'(o,, 3-2no, + u?v). 
48:(33. 29) $0(33. 30) £A. (33. 28), 约 去 公共 因子 et, 得 
LCv,,—v,, —2Àv, + [24 LC + ( LG 4- RC) ]v, 
TEÉLZCu?— 1$ --u (EG 4- RO) À- RG)v 0. 


* RAO, 


3 x6 A —0, u——(LG--RC)/2LC, Bp TT NETTE 
v(a, t), 则 一 阶 偏 导数 v, fn v, 的 项 游人 兴 ， 方程 简化 为 


(LO~ RO . 


LCv,,—v,, — ALC 


0. (33. 31) 


J3 HB 


1， 把 下 列 方程 化 为 标准 形式 。 
(1) au, 2au,, tt ay, -F bu, eu, eO, 
(2) tss — 2u,, Stig t 2u,- 6u, = 0, Í 
(3) t tdt ttp ts 2u, = 0, 
(D. tr yt, 0, 
(5) w,, tatty = 0, 
(6) yw, xu, 0, 
€7) 4y'u,,— eu, — Ay^u, = O, 
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2， 简 化 下 列 常 系数 方程 。 
(1) wt, Tr au, Pu, yu, 


(2) wv, = 二 teut Bus, 


e-—-b 
a 


(3) tp 十 uda u, tumo, 


(4) Uert 39, tdu, 24=0, 
(5) faute tH 2ar,d ev, t 20u,- 2cu, Hu 0. 
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第 九 章 行 波 法 
§ 34， 行 波 法 


读者 已 经 熟悉 党 微分 方程 的 求解 ,一 般 是 先 求 方程 的 通 解 ,而 
通 解 含有 任意 常数 (积分 常数 ), 子 是 再 用 初始 条 件 确 定 这 些 常数 。 
本 节 仿 照 这 个 办 法 求解 偏 微分 方程 的 定 解 问题 。 先 求 偏 微 分 方程 
的 通 解 ， 而 通 解 含 有 任意 函数 ， 再 用 定 解 条 件 确 定 这 些 函 数 。 亿 
是 , 仿 微 分 方程 的 通 解 不 那么 容易 求 ,用 定 解 条 件 确定 函数 往往 更 
加 困难 ,因而 上 述 办 法 只 适用 于 很 少数 的 某 些 定 解 问题 ,例如 本 池 
的 定 解 问题 。 

(一 ) 达 朗 伯 公 式 。 行 波 

无 少 长 (“ 无 限 长 "的 真实 物理 意义 见 $ 32) 的 蒜 的 自由 振动 、 
无 限 长 的 杆 的 自由 纵 振 动 、 DEESSMNECINERRU E 
化 ,具有 相同 的 泛 定 方程 

wi — A = 0. (34.1) 

这 正 是 标准 形式 (33. 15) DOR RA. E $33 中 ， 还 有 另 一 标 
WEE C3. 14) BUE E85 (34. 4), ATRAE $ 33 未 读 的 读者 ， 
这 里 还 是 给 出 (34. 4) 的 推导 。(34.1) 即 


Jr ayaa 
($*«2X3 2- a2 i-o. 0. (34.2) 


这 就 提示 我 们 作 代 换 z=a(& 十 7), t9 £— 9, 
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方程 (34.2) 就 成 为 w,=0. 但 为 了 以 后 的 书写 便利 ， 我 们 把 这 个 
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代 换 修改 为 


s=} (£+ 
PEUT agait aw 
t= 二) 
于 是 江 定 方程 (34.1) 即 (34.2) 成 为 
us, =0, (34. 4) 


泛 定 方程 既 已 化 为 (34. 4), 就 很 容易 求 出 遂 解 。 先 对 92, 
得 
Us =f(£), 
共 中 了 是 任意 函数 。 再 对 上 积分 ,就 得 到 通 解 


uc [rows tfi e fico fion 


—fiG-rat) t fi(x —at), (34. 5) 
其 中 天 和 下 ;都 是 任意 函数 。 
通 解 (34.5) 有 很 鲜明 的 物理 意义 。 事 实 上 , JL f(z 一 al) 形状 
的 范 数 檀 写 的 是 沿 + 的 正方 向 传播 的 行 波 , 其 速度 为 a。 这 不 难 
用 下 面 的 办 法 看 出 : 改 用 以 速度 5 沙 “的 正方 向 移动 的 坐标 轴 工 ， 
RU A s XC A es c 之 间 的 关系 是 
X-—zr-a, 
于 是 函数 
f(z-at) 2 fCX), 
这 是 说 ， 在 动 坐 标 系 中 ， 函 数 的 值 只 取决 于 坐 称 X, MRI 
关 。 换 名 话说 ,函数 的 图 象 相 对 于 动 坐标 系 保持 不 变 , 亦 即 随 着 动 
淮 标 系 以 速 座 adi a 的 正方 向 移动 ,这 正 是 行 波 。 局 理 , 凡 f(x 十 
at) 形状 的 汤 数 描写 的 是 沿 c AD REENT HEREA a, 
这 样 ， 通 解 (34.5) 的 物理 意义 可 叙述 如 下 ; 对 于 无 限 长 的 弦 的 自 
由 振动 、 无 限 长 杆 的 自由 纵 振 动 、 无 限 长 理想 传输 线 上 的 电流 和 
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了 电压 变化 而 言 ,任意 扰动 总 是 以 行 波 的 形式 分 向 两 方 传 播 出 去 , 波 
3&3 a. 

按照 (31.6), 2: 35620 Ji fa) a—/ T] o, XX KS oS fb, 
强 的 线 密 度 越 小 ， 则 波 速 越 快 。 按 照 (31,10), 盾 的 纵 振动 方程 的 
a=MY/p, 这 是 说 , 杆 的 材料 的 杨 氏 模 量 越 大 (粗浅 地 说 ， 弹 性 越 
AD, 密度 越 小 , 则 波 速 越 决 。 电 报 方程 的 a—/1/LO, TET RESE 
里 可 以 证 明 , 传输 线 的 两 线形 状 , 线 间 距离 改变 , ROLL f C dB DR 
而 变 ,但 s= IT7ZC 则 保持 不 变 , 首 是 黎 于 光速 . 

至 于 行 波 的 具体 波形 ,当然 和 它 的 “历史 ”有 关 , 旭 取决 于 初始 


条 件 
ul,-o- plr), u,|,-o— v x). 


UB 80 (34. SHEA A A PE, 19. 
f(x) tfe) =pl), aft) -Cafi(a) = (2); 
file) - f260 9G), 
B s 
p edn | LERE +t filara) — falat). 
由 此 解 得 


| 人 PC ex [^ PAE 4-3 Cfi) fi, 


al 
ZOE OE sat 一) fil. 
于 是 ,从 通 解 (34.5) 挑 选 出 符合 给 定 的 初始 条 件 的 特 解 
ulz, 0) platat) + P(e—at)] 二 到 | (Ea. (4.6). 


3x "0 fex BB AO S 
作为 例子 。 设 初速 为 零 即 $x) —0, bind Zo (4.6)28 18 


uz, D = 吝 P(z 二 qh) 十 去 P(w 一 ot)， 即 初始 位 移 (图 58 最 下 一 图 


的 粗 线 所 找 面 ) 分 为 两 半 ( 该 图 细 线 ), 分 别 向 左右 两 方 以 速度 4 移 
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动 (图 58 由 下 而 上 各 图 的 细 线 


所 描画 )， 这 两 个 行 波 的 和 (图 
"ER ET NET 
” 58 由 下 而 上 各 图 的 粗 线 所 描 
a | o m) 给 出 各 个 时 刻 的 波形 。 
Vix) 
I 
| 
1 
图 58 u 图 59 


作为 第 二 个 例子 ， 设 初始 位 移 为 零 即 e) —0, I EL D GE 
POURED EAE, 
€ 常数 po (x TE, E), 
pon b (x TR fe Gn t) E- 
达 妆 的 公式 (34.6) 给 出 | 
wz, 07 z [7 oaa vis 


zW(x-rat) — V (x—at), 
xx m v iaie 59) 
» (xx), 


1 CREDIT (riser), 


LOE OL 


dnas (za 0). 
TÈ ERAPR- VT C) FREE, Les THEO E a 2 ER 
右 两 方 移动 (图 60 h Fm E PERS mk rfi od), EA 60 


Br ESSE) ue TE XS, 
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在 图 58 中 , 波 已 “通过 ”的 
地 区 ， 振 动 消失 而 粥 静止 在 原 
”平衡 位 置 ; 在 图 60 中 , 波 已 * 通 
过 的 地 区 ， 虽 然 振 动 也 消失 ， 
但 偏离 了 原平 衡 位 置 。 
达 妆 伯 公 式 给 出 的 解 是 稳定 
的 ,这 不 难 如 下 证 明 。 设 有 两 组 初始 
Ait 
MEA (1), 
ul vm Gs 
m -9,(z), 
thle = plr). 
它们 相差 很 细微 
19:— p| «9, 
[yi2 slo. 
HNLBUPSAE u, Hu 3E 


HW 60 
Jute, t) 35 G, OTT Gat) pleat) | i 


tilo GoaD -paat | AEI 1 o pE E 


1 1 1 
«55, ó2at = (1-t)Ó, 


可 见 相差 也 是 很 细微 的 。 
(二) 端点 的 反射 


研究 半 无 限 长 (“ 半 无 限 长 "的 真实 物理 意义 见 § 32) 弦 的 自 

由 振动。 半 无 限 长 的 弦 具 有 一 个 端点 。 
先 考 察 端 点 固定 的 情况 , 即 定 解 问题 

uu—au,,—0 (0-««oo), 


j "leo 1), 
Y. | £907 yw) 


#|,=0=0, 


(Oxera, 


(34.7) 
(34.8) 


(34.9) 
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ERUR 8) B 6) POM 多 (2) 必 须 宗 量 x20 才 有 意义 ， 
这 是 因为 在 s<0 的 区 域 上 弦 并 不 存在 ， 也 就 谈 不 上 初始 条 件 . 
这 样 ， 对 于 较 迟 的 村 间 (72/2), BAAR BM gG--at) 和 


|...» (Dat 失去 意义 ,公式 也 就 不 能 应 用 。 


参照 8 28 习题 4 和 $ 26 例题 , 不 妨 把 这 根 半 无 限 长 弦 当 作 某 
根 无 限 长 纺 的 220 的 部 分 。 按 照 (34.9), 这 无 限 长 弦 的 振动 过 程 
中 ,点 z=0 必须 保持 不 动 。 这 是 说 , 无 限 长 弦 的 位 移 u(x, 站 应当 
是 奇 函数 , D ED He SEI IH ERR 中 (z) 和 初始 速度 C US 
当 是 奇 函 数 , 即 

pls) (x20), $G) (>09), 

ME ola) aeo 于 人 A m CGe«z0). 

(34.10) 

通常 采用 “ 延 拓 ”一 词 把 (34.10) 说 成 把 eGos eGoMCEX HEC 

闻 220 奋 延 拓 到 整个 无 界 区 间 ， 分 别 成 为 DOME (E). ME 

完全 可 以 应 用 达 朗 伯 公式 (34.6) 求 解 无 限 兵 纺 的 自由 振动 ， 它 的 
xzP0 的 部 分 正 是 我 们 所 考察 的 半 无 限 长 弦 。 恨 据 (34.6)， 


E 1 5 1 crtat " 
uz, D) m 30 Gat) 6a]; | W Ed, 
:把 (34. 10) 代 入 上 式 ， 
UpGr--at) - 9G —at)] 


SN MIC (ry (34.11) 


lteGrat) - e(at-2)) 


Va, » G4 (2 


为 了 阐明 (34.11) 的 物理 意义 ， 图 61 fik T RA m 
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没有 初始 速度 的 情况 。 最 
下 一 图 右 半 边 用 实 线 描画 
出 分 别 向 左右 两 方 移动 的 
E. EX Figs ihi GN LH 
J pum, Aan E 
分 别 催 诺 右 两 方 移动 。 在 
这 图 中 ， 端 点 还 没有 引起 
作 么 影响 。 由 下 而 上 各 狼 
Urdu b H I NE 4 
传播 情况 ， 粗 线 为 合成 的 
波形 ,端点 Y=10 确实 保持 
不 动 。 由 图 可 见 ,端点 的 影 
山 表 现 为 反射 波 。 这 反射 


ik 6g El THER A STEH 
这 就 是 所 谓 半 波 损 失 。 Bu 
T1676 $2 JG PR EFE R63 Ej HIRI, FT B2 9 A E) H AERA 
m 4-702, 20 — (Oo), (34.12): 
Ui mo = plL), 
MEEN (srao), (34.13) 
u.l.-o—0. (34.14) 


Ia FE , PERPER KE 25 ERRER RER 20 的 部 . 
分 。 按 照 434.14), 这 无 限 长 杆 的 振动 过 程 中 ,在 点 zy 一 0 fro dos e 
长 % 必须 保持 为 零 。 这 是 说 , 无 限 长 杆 的 位 移 eG, OR REIR ER 
数 , 站 而 无 限 长 杆 的 初始 位 移 (ww) 和 初始 速度 志 (z) 都 应 当 是 锡 
BRA BI 


duis ui (220), 


plr) (20); 


x) — (9), 


v= Cs) (z<0). 


(34.147). 


* 1950- 


这 就 是 “把 plz) 和 风 (%) 从 半 无 界 区 间 am 0 18936 3 IER YE 
音 分 别 成 为 PAM Ya. RE, MAERA RE 
无 限 长 杆 的 自由 振动 ， 


ult, 07 16G aD eo-a)yenp 殉 (£)d£. 
把 (34.14) 代 入 上 式 ， 
dieG-at) + ole—at)] 


1 atat 


CODE ul vct (rs (34.15 


d pG--at) -e(at-2)] 


1 stat 1 f?'7* 
tj," vate z f "vcoas 


(= 二 


自由 端点 的 影响 可 以 仿照 图 61 加 以 阐明 ,这 也 是 一 种 反射 波 。 不 
局 的 是 反射 波 的 周 相 跟 入 射 波 相同 , 没有 半 波 损 类 。 

(三 ) 跃 变 点 的 反射 

不 仅 端点 会 引起 反射 , 跃 变 点 也 会 引起 反射 。 

斌 究 一 根 无 限 长 的 杆 ， 它 的 < 过 0 部 分 和 xz>>0 部 分 是 由 两 种 
不 同 的 材料 做 成 ， 其 杨 开 模 量 、 密 度 分 别 是 了 '，p! mY! pt, A 
x 二 0 是 一 个 跃 变 点 。 设 有 行 波 w(x, 1) 二 f(t 一 zja') MER 
xz<0 的 区 域 ) 向 z=0 行 进 ， 到 达 z=0 时 即 发 和 反射 和 透射 。 现 
在 求 反射 波 和 透射 波 。 把 这 个 行 波 到 达 跃 变 点 的 时 刻 取 作 (0, 
则 定 解 问题 是 

Ü —a"ul, =0  (x«0), (34.18) 


ws (t2) (x0) (34.17) 
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E au, =0 | (270), (34.18) 
ui| ,co —0, uf], =0 (20) (34.19) 
ie 7-9 7W |o, 
Y'ui | eo —YTal e. 
3x HUP DUAE BAMRZS3(34. 601872, MEARE. 5) 
IZ. Zr£e(34. 16) o FE E EX I 中 的 行 让 


u'(2, b-(r-2) «s +2) (x0), — (34.21) 


(34. 20) 


gataj) 是 尚 竺 确定 的 反射 波 。 据 条 件 (34.17), g(xja') 20 
(x0), Bl 

g(£) 20 (£«0). (34. 22) 
2i 82 (34.18) (b f REDE LR Sfr UE. HEARR E RIERA 
eh HG A n1 DEG Best dk, 


(a, Da (1- 1$) (22-0), (34.23) 
k(t—z[a!) Rt (ode) A UE, WREG. 19), A( —a/a*) —-0, 
h'(—2ja*) — 0(x70), Efl 

k(£)-0, Rh'(£)-0 (£«90). (24.24) 


全 区 城中 的 振动 ;分 别 地 看 , 不 能 构成 适 定 的 定 解 问题 。 必 须 通 
a 19) 把 它们 连接 起 来 才 物 成 定 艇 问题。 为 此 ,把 通 
解 (33.21) 和 (34. 23) 代 入 衔接 杀 件 (34. 20), 

di +g = Ens 


t-Lryay Ly ig) -4 YK (170), 


FOH) =t), 
—a"Y'f (i) --a'Y!g(1) =a Y R(t) 
从 (34.25) 解 得 


m f (1220). (34.25) 
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4lY!'-r alY* 
ay! --aqt!y! 

CE 了 ' "pagi! G 
&3JF (34. 22), (34. 24) f8(34. 260, 得 到 答案 


6| ss, 


eL ntl- (2) 


0 TA 
-— ( a 
a | ay! —a'Y! LAN PR: 

a' Y! zarali) ( cu 


对 于 绝 大 多 数 定 解 问题 ,本 节 这 种 先 求 通 解 的 方法 并 不 适用 ， 
这 是 因为 偏 微 分 方程 的 通 解 并 不 那么 容易 求 ， 用 定 解 条 件 确 定 久 
数 往往 更 加 困难 。 从 下 章 开始 , 我们 将 不 再 先 求 泛 定 方程 的 通 解 ， 
而 是 把 泛 定 方程 和 定 解 条 件 作 为 整体 加 以 研究 。 


0 af l) 
| (£>0), (34.26) 
g($)——4uA 
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L oR Mi B icoE S Bib dex). REWA pla), niai EA 
一 40 (z), 

2， 求 解 无 限 长 理想 传输 线 上 电压 和 电流 的 传播 情况 ， 设 初始 电压 分 布 
为 4coskz, 初始 电流 分 布 为 VG7Z Acoska. 

3， 在 G/C -RIL 条 件 下 求 光 限 长 传输 线 上 的 电报 方程 的 通 解 。 

4. XH Sk fe z=x 受到 初始 冲击 , EA RRR. E 
muse G/p)ó(r —2)] 

5. cKfBILTEC IS ROFRAU S dez. ETR: BEDER 8 31 2188 2, 作 
Li. umor. i 7 

6. B IE FE 9 33 EEA A 3. F (1) se Asinot f£, RAI RY Bü 
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7， 求 解 半 无 限 长 再 想 传输 线 上 电报 方程 的 解 ,端点 通过 电阻 及 而 相 接 ， 
Wii Edi Acoske, 初始 电流 分 布 VOJ 工 4coskz。 杰 什么 茶 件 下 端点 没 
有 反射 (这 种 情况 叫 作 匹配 )* 

8. 半 无 限 长 范 的 初始 位 移 和 速度 都 是 零 ， 端 点 作 扫 小 振动 如 := 
Asinot,. RARR. 

9. Erhan ORE Ec HEEL ROS M t5 ofi m Eu Gn Dem fUr mat) 
从 rct CHR Ka RdE Prud, REIER BLUE 

10. 平面 偏振 的 平面 光波 沿 c HATE SEE LI E RET DERI RO 29 Ui 
lk. ABDENGUHUSHE ERE, sino(t - Se Rh m RH -ih 


ÉUR.CKREOBOGCEUCRGR SDCIR, LER: 162 5 3d b, EE, aB/or (HN) 
0E/9:2 E ER, 
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第 十 章 分离 变数 ( 傅 里 上 时 级 数 ) 法 


8 34 先 求 泛 定 方程 通 解 的 办 法 只 适用 于 很 少数 的 某 些 定 解 加 
题 。 本 章 论 述 的 分 离 变数 (和 傅 里 时 级 数 ) 潜 却 适 用 于 大 量 的 各 种 各 
样 定 解 问题 。$ 35 以 两 端 固定 弦 的 自由 振动 为 例 介 绍 这 个 方法 ， 
S 36 du 8 37 则 把 这 个 方法 应 用 于 许多 各 不 相同 的 定 解 问题 。 


§ 35 分 离 变数 法 介绍 - 


(一 ) 分 离 变数 法 
研究 两 端 图 定 的 均匀 苇 移 自由 振动 , 即 定 解 问题 
ZEHE U —0)4,, — 0, (35.1) 
ul,.5—0, 
边界 条 件 (35.2) 
u|,.,—0, 
u| ceo = pke), 
Z f g .3) . 
初始 条 件 cec) (eee (85.3) 


834 BIRU E RS ERA XX LEAL SE REUS R R M, 
CARA ss 波 就 在 这 两 端点 之 癌 往 复 反 射 。 我 们 知道 ,两 列 反 
向 行进 的 同 频率 的 波形 成 驻 波 。 这 就 启发 我 们 尝试 从 驻 波 出 发 解 
决 问 题 。 


存 驻 波 中 ， 有 些 点 捧 幅 mum mur Um GM GN 


FON 


dii." 


RA, MERECE 62); 还 / 
有 些 点 振幅 最 小 《在 图 62 中 
这 个 最 小 振幅 是 零 ), 蚂 作 波 
节 。 驻 波 没有 波形 传播 现象 ， Bos 
°? 200 ~ 


就 是 说 , 各 点 振动 周 相 ( 位 相 ) 并 不 依次 滞后 ， 它 们 按 同 一 方式 随 
时 间 上 振动 ,可 以 统一 表示 为 中 ( 女 。 但 是 各 点 的 振幅 开 却 随地 点 
zR, HH X JE c 的 函数 X (a). 这样， 驻 波 的 一 般 表 示 式 为 
| u(z,1) 2 X(z)T(1). (35. 4) 
在 (35.4) 果 ， 自 变数 z 只 出 现 于 之 中 ， 自 变数 只 出 现 于 之 
中 ,它们 被 分 离开 来 。 
那么 ， 在 两 端 固定 的 纶 上 究竟 有 哪些 驻 波 呢 + 把 驻 波 的 一 般 
RRAS. 4) 代 人 弦 振 动 方程 (35,1) 和 边界 条 件 (35.2)， 得 
XxT'"—g?X"T-0, (35.5) 
ied 
X (G)T(CLOD — 0, 
条 件 (35.6) 的 意义 很 清楚 : IR YE TE AT ALIE AL 6, X (0) TQ 和 
(1)T(8) 总 是 零 。 这 只 能 是 
X(0)=0, X(1)-0, (35.7) 
注意 : 如 果 边 界 条 件 不 是 齐 次 的 ,就 不 可 能 作出 任何 类 似 于 (35.7)》 
的 简单 结论 。 现 在 再 者 方程 (35.5), 用 a2XT 遍 除 各 项 即 得 
qu. x" 
eT ox 
左边 是 时 间 € 的 函数 , RUE x 无 关 ; 有 边 则 是 坐标 + 的 函数 , 跟 
时 间 # 无关。 两 边 相 等 显然 是 不 可 能 的 ， 除 非 两 边 实际 上 是 同 
一 个 常数 。 把 这 个 常数 记 作 一 和 ， 


(35.6) 


这 可 以 分 离 为 关于 下 的 常 微分 方程 和 关于 并 的 常 微 分 方程 ， 后 者 
还 附带 有 条 件 (35.7)， 


P+ AmT=0; (35.8) 
[E 0, (35.9) 
X(0)-0, X(1)-0. (35.7) 
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JU CT. X (IJI E (35.9) 和 条 件 《35,7)。 逐 一 考察 A0, 
À =0 和 4>0 三 种 可 能 性 。 
"b A«O. 方程 (35.9) 的 和 解 是 
Xat e ehe (ht. 
积分 常数 Ci 和 Cs; 由 条 件 (35.7) 了 确定 , 即 
(Cit Cs=0, 
loe ™ qae T 一 0. 
mkA C,-0,0, 0, 从 而 XQ m0, PRIER «(0,0 - XQ 
TQ) x0, XX JE CH XE SUR. IPAE AO 的 可 能 性 就 排除 了 。 
Q A20. 方程 (35.9) 的 解 是 
X(z) C4 €,. 
积分 常数 C: 和 Co ih d (E (35. 7) ife, BT 
Mm 
€,1 4 0,20. 
由 此 解 出 0,—0, 0,-0, 从 而 X(z) 20, BoRüElE u- XTz 0, 
有 意义 。 于 是 ,4=0 的 可 能 性 也 排除 了 。 
图 4>0， 方程 (35.9) 的 解 是 
X(2) =C, cos / Ast+Osinv À a. 
积分 常数 Cl 和 Cs; 册 条 御 (35.7) 确 定 , 即 


(^ 
Osin À L0. 
Hc D PRAES C —0, C,-0, 除非 是 sin / A10. $E sin / A4 
=0 HREF. CO 是 任意 常数 。 条 件 Sin / A020 VA L—na 
(a 为 正 整 数 ), 亦 即 

Az (n—1,2,8, e). (85.10) 


这 样 ,分 离 变 数 过 程 中 所 引 人 的 常数 和 不 能 为 负数 或 等 ,甚至 
7202: 


oso eere TE 一 一 


也 不 能 是 任意 的 正 数 ， 它 必须 取 (35.10) 所 给 的 特定 数值 ， 才 可 
能 从 方程 (35.9) 和 条 件 (35.7) 解 出 有 意义 的 解 


X(2) — Csin M. (35.11) 


除 此 以 外 ， 只 能 得 到 便 等 于 零 的 解 ， 而 恒 等 于 零 的 解 是 没有 总 义 
(b. 463 A 的 特定 数值 (35.10) 叫 作 本 征 值 ， 相 应 的 解 (35.11) 叫 
作 本 征 函 数 ,方程 (35,9) 和 条 件 (35.7) 则 构成 本 征 值 问题 。 
丛 看 关于 的 方程 (35,8)， 根 据 (35,10), 这 应 改写 成 
" R? n? 
E 7-0. 

这 个 方程 的 解 是 

PE) = A cost! ZR V. B gi Prat (35.12) - 


i i 
其 中 4 和 号 是 积分 常数 。 
把 (35.11) 和 (35.12) 代 回 (35. 4)， 得 到 两 端 因 定 弦 上 的 可 能 ， 
的 驻 波 


u(t, £) = (hro0s 7 1 B,s sintra) in EE, (35.13) 


r 为 正 整数 。 每 一 个 % 对 应 于 一 种 驻 波 。 这 些 驻 波 也 叫 作 两 端 固 
pudor xui rM 
TE 2—0, (EL /n),2(L [n) , 3CL[m) , S CE/n) l, 3x $E GITE 
十 1 个 点 )， 相应 的 ncc] L0, n, 2m, 3a, =, nz, Miitta 
X(a)=sin P7 —0, 可 见 这 些 点 正 是 节点 。 两 相 邻 节点 间隔 l/a 
应 为 半 个 波长 (参看 图 62), 由 此 可 见 驻 波 的 波长 =2iin. (35.12) 
Bg zc UUE JE B5 0S8 3E o=nra/ l, JA Wis v—0/2z —na/21. 
n—1 ABERRIA z—0 和 z=1 外 没有 其 他 节点 ， 它 的 波长 
21 在 所 有 本 征 振 动 中 是 最 长 的 ; 相应 地 , 它 的 频率 4/21 在 所 有 本 
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fi£ i Arp E RKAS, KIPRE n1 的 各 个 驻 波 分 别 1 
UE n ERES n 次 谐 波 的 波长 21/n 是 基 波 的 1/2, 9 SR na/ 20M. ! 
EEIN n (ik. 

以 上 根据 荡 振 动 方程 (35.1) 和 边界 条 件 (35.2) 求 出 两 端 圈定 : 
9L M4 E RR (35.13), 7j fg (35. 1) 和 条 件 (35.2) 都 是 线性 而 且 
齐 次 的 ,一 般 解 应 是 各 个 线性 独立 解 的 线性 全 加 。 这 就 是 说 ,两 端 
这 定 的 弦 的 振动 一 般 是 本 征 振 动 的 登 加 ， 


uz, 0-2 0. (4. cos 7 +B, sint )sin NES (035.14) : 
fel 


我 们 不 应 只 是 泛泛 地 说 两 端 固定 纺 的 振动 一 般 是 (35.14), 还 
应 当 从 具体 的 初始 状态 (35.3) 出 发 求解 两 端 固 定 获 的 振动 。 在 数 
学 上 ， 这 就 是 要 选 定 (35.14) 中 的 各 个 系数 A 和 B, EDERE 
《35.3) 得 以 满足 。 为 此 ,以 (35.14) 代 入 (35.3)， 


54. sin 2T = oC), 
n=l 


` (GzmD. (35.15) 
$5, i sin 22 mb =la) 


nal 


(35. 14) f Zc EJ AU REGE REO, KARERA H pl) 
Mola) 展开 为 傅 里 叶 正 续 级 数 ， 然 后 比较 两 辽 的 系数 就 可 确定 
A, RILB,, 
4 一 埔里 叶 系 数 pa =T [oc sin rat, 
(35.16) 
EM ENG aO BAÈ 
B=- ARRE v=, plEsin TÉ gg. 


到 这 里 , 定 解 问 题 (35.1) 一 (35.3) 已 经 解 出 , 答案 是 (35. 14)， 
共 中 系数 A M B. 取决 于 苇 的 初始 状态 ,具体 计算 公式 是 
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(35.16), 

827 HRH, n 次 谐 波 的 枉 度 是 复数 形式 候 里 叶 级 数 的 系 
， 数 C, 的 模 1C。j 的 二 借 , 该 节 习 题 3 又 指出 10,1=V AZ-B2/2. 由 
”此 可 见 ,w 亚 寺 而 是 基 音 和 各 级 谐音 的 幅度 ， 而 A+B 则 代表 基 
.省 和 各 级 谐音 的 强度。 
回顾 整个 求解 过 程 ,可 以 作出 图 解 如 下 : 
epe A a ay DEIRI Ls 


id 1 2 1x 解 2) 
dr duh 分 分 离 v [ae | St 


TET YET: | 
AH oco 


， 关 键 在 于 把 分 高 变数 形式 的 试探 解 代入 偏 微 分 方程 ， 从 而 把 它 分 
解 为 几 个 常 微分 方程 , 自 变 数 各 自分 离开 来 了 ,问题 转化 为 求解 党 
微分 方程 。 虽 然 我 们 是 从 驻 波 引出 解 题 的 线 素 ， 其 实 整个 求解 过 
“ 程 跟 驻 波 并 没有 特殊 的 联系 ,完全 可 以 推广 应 用 于 各 种 定 解 问题 。 
这 个 方法 , 按照 它 的 特点 , 叫 作 分 高 变数 法 。 

用 分 离 变数 法 得 到 的 解答 一 般 是 无 穷 级 数 。 不 过 ， 在 具体 问 
题 中 , 往往 跟 8 24 例题 类 似 ,级 数 里 只 有 前 车 于 项 较为 重要 ,后 面 
的 项 则 迅速 减 小 从 而 可 以 一 概略 去 。 

(二 ) 傅 里 叶 级 数 法 

其 实 ,不 仅 (35. 15) 提 示 我 们 把 初始 条 件 的 PA (x) 展开 
为 短 里 叶 级 数 ， 而 且 解 (35.14) 也 强 殉 地 提示 它 旋 鼠 舍 里 叶 级 数 。 
”至 于 它 采 取 正 驼 级 数 的 形式 而 不 是 一 般 的 侍 电 时 级 数 形式 ， 则 完 
全 是 出 于 边界 条 件 a]. es 0 和 %|s-,=0。 这样 ,我 们 可 以 从 另 一 
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第 度 把 求解 过 程 重 新 叙述 一 遍 如 下 。 


这 里 研究 的 是 定 解 问 题 
u,,—0754,,—0, (335.1) 
Hand (35.2) 
tj 221770, 
ul o= plr), 
oaral). 35.3 
HERS (occi) (35.3) 


DRU 4 (E (35.2) i IRE uo, DRFA 2608 E EE SE IC, 
Rib, LERT ÁA m Lb EAA AAi 
Taw £) 9 LIB ERR CI JC, 而 是 时 间 # 的 函数 ， 我 们 把 它 

ETLE), XH. 


vis, ET in E, (35.17) - 
为 了 决定 Pt 是 什么 函数 ,把 (35.17) 代 人 泛 定 方程 (35.1)， 


EE OTIO 
xr 7.) ein T a0, 


一 个 修 里 时 级 数 答 于 零 ， 意 味 着 各 个 系数 为 零 ， 这 就 给 出 决定 
TD) 的 常 微分 方程 


2.2242 
qu LETT, -0. 


”这 个 方程 的 解 是 


T. (4) — A con 72t +B,sin at, 


33885, RE Ge, 1) 869 08 BHEE E GE 


u(z,1)— D (4.cosrt -FB,sin am ain b 
nei E 


XE (5.14), 
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至 于 系数 4; AB, 则 由 初始 条 件 (35. DRAE, "miii gr dx 
述 的 那样 归结 到 (35. 16), 这 里 不 重复 。 

这 个 方法 可 叫 作 傅 里 叶 级 数 法 。 很 明显 ， 这 个 方法 的 关键 在 
于 分 离 出 TP,(2) 的 常 微分 方程 , 共 中 不 可 混杂 着 另 一 自 变数 z， 这 
是 怎样 作 到 的 呢 ? 原来 ， 这 个 级 数 展开 的 基本 函数 sin EEE 
人 上 让 所 上 得 多 本数， 我 们 和 上 分 让) W 
分 方程 。 因 此 ,这 并 不 是 一 个 独立 的 方法 。 

(E) 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 

上 上 面 所 般 述 的 分 离 变 数 ( 做 里 叶 级 数 ) 法 有 个 前 提 ， 即 边界 条 
件 必须 是 齐 次 的 。( 为 什么 这 样 说 ?) 

但 是 ， 非 齐 次 边界 条 件 也 是 可 能 的 。 例 如 , 把 弦 的 一 端 #==0 
EEK, 迫使 另 一 端 *=7 作 谐 振动 Asin d 3 I s Dr ERR 
初始 速度 都 是 零 。 这 个 定 解 问 题 是 


W Eu = 0, (35.18) 
22070, : 

F a (35.19) 

u| =: — À sin ct, 

| , 29 — 0, 

f le-o (0<z<1). (35, 20) 

u,1,-9—0 


边界 条 件 4| =A sin ot 不 是 齐 次 的 。 这 个 问题 怎样 处 理 ? 
让 我 们 设法 消除 这 个 非 齐 次 边界 条 件 。 为 此 ， 任 选 一 个 满足 
边界 条 件 (35, 19) 的 函数 (x, t), DR l 


v(z,t) — A7. sin ot. (35. 21) 
4 BPRIS ux, 有 为 这 个 v U ANA ORB wc, £88 3n, Rn 
u(z, t) —v(z, t) d w(c, t). (35. 22) 


de (35.22) 代入 定 解 问题 (35. 18) —(35. 20)。 由 子 方程 和 条 件 都 
是 线性 的 ,就 把 的 定 解 问题 转化 为 w(x,t) 的 定 解 问题 : 
. *207* | 


We OW,  — (v, —0?v,,) — A7 oein ot, 


aspersa 

wi. —4Àsinot—9|.-,-0, 
w|,:9—0—v1,.9—0, 
| {arai}. 


Aoz 
w| a05 0—0; | 0 2 — —S— 


i 
这 里 ,边界 条 件 已 转化 为 齐 次 的 。 但 是 ,证 定 方程 却 转 化 成 非 齐 次 
的 了 了 。 关 于 非 齐 次 泛 定 方程 的 解法 见 $37, 

其 实 , (35. 21) 是 随手 写 出 的 。 我 们 完全 可 以 把 vr, t) 选 得 
更 恰当 些 ,例如 


m sin (ox/a) 
SEA sin (ol Ja) 


iX Bei 8 3 9-4 (1: (35. 19), 又 满足 泛 定 方程 (35. 18), (35. 23) 
代替 (35. 21) 作 为 (35. 22) 中 的 省 ， 并 把 (35. 22) 4A, u frog REST 
题 (35.18) 一 (35. 20), 就 把 它 转化 为 w(x, 4) 的 定 解 辣 题 : 
Wi A Wr = —(v,,—a?»,,) =0, 
w|,:92:0—7| 90, 
aA n S 


sint, (35.23) - 


: (aral). 
SN — Ao Sin eria) 

Ui .o0—v,]2o— an lol) : 
这 里 ， 既 把 边界 条 件 转 化 为 齐 次 的 ， 而 且 泛 定 方程 也 保持 为 齐 次 
的 。 这 个 定 解 问 题 的 解 由 (35.14) 给 出 ， 


r (-070—v|,29—0, 


wle, t)= ACE +B, sin trat sin zz 
&-1 


其 中 系数 A, AB, 可 按 (35.16) 计 算 : 
A, 一 0， 
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2 f ,.smn(o£/a) .. nng 
Boa | Ao-3uColiay tolla) sin ^5^d 3 


T —2Ao0 | sy ofens T 
.Naagin (ol /a) 2(0/a t-nzx/l) 2(e/a—nz[i) lo 


Ao E [a-nx) sin(oel e 


-arasin (ol ja) ojatnrjit oj[a—nz[l 
-(-1y-49. 人 sainl 
nrza| oja+naji oja—mnnz[l 
P 1» 24e, 1 
al oann fte 
这 样 ， 
_ 240 <— 1 , mxab o. naL 
eon de al a us] pn pr 
, L4 Sn(ozr/a) . 
Meka zn(ol/a) Sini 
24o 亡 1 . naat. nat 
t^ Dain po 
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l. “顾名思义 ,分 离 变数 法 只 能 求 出 分 离 变 数 形 式 的 解 。 如 果 一 个 定 解 
向 题 的 解 不 是 分 离 变 效 形式 的 , 用 分 离 变数 法 不 可 能 求 得 这 个 解 。 试 对 上 述 
说 法 加 以 评论 。 

2. 演 类 获 靶 是 把 芝 的 某 一 点 向 旁 撤 开 一 个 小 距离 然后 放手 任 其 自由 据 
动 。 设 弦 长 为 1, 被 拨 开 的 点 在 弦 长 n(n 为 正 整 数 ) 处 , 拨 开 距离 为 ， 试 
求解 弦 的 振动 不 要 套 用 现成 答案 , 请 按 照 分 离 变数 法 的 步 赚 一 步 一 步 求 解 。 
[注意 : 在 解答 中 , 不 存在 zi 次 谐音 以 及 ? 整 倍 数 次 谐音 。 因 此 ,在 不 同位 ， 
SERE Gn I IR. 发 出 的 声音 的 音色 也 就 不 同 。] 

3. PAREEK 1. JRE REE =r 3, 亦 即 在 2= 加 施加 
bI. WC C EOS I. 求解 弦 的 振动 。[ 注 意 : LE niiki NRE oe LI, 
WD n 2x IE CREE 1/8. JHIEZZ RS, mR tok IBS d s erie Sex 
谐音 , 比较 刺耳 。 因 此 , 演奏 杨 酚 必须 使 用 锤 敲 击 弦 而 决 不 可 用 细 棒 。 
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4 36， 齐 次 的 泛 定 方程 


本 池 给 出 分 离 变数 (埔里 叶 级 数 ) 法 的 例题 。 

ENT EX ACE I T PI CUI THR 
一 个 例子 是 第 二 类 章 次 边界 条 件 。 

$01 磁 致 伟 缩 换 能 器 、 鱼 群 探测 换 能 器 等 器 件 的 核心 ,是 两 
端 自 由 的 均匀 杆 , 它 作 纵 振动 。 研 究 两 端 和 县 由 棒 的 自由 纵 振 动 , 即 
定 解 问题 


Wee— a =D, (36.1) 
LA ia0=0, 
36.2 
S n. : j 
ul o= ple), ^ 
Oc z«l). 36.3 
HM Caren PRS 


R mmu GS. 2)}， 试 把 w(x， 和 展开 为 傅 里 叶 余 弦 
级 数 ， 
u(z,1)-— vor, (Y cos 19 (36. 4) 


=O 


ATRE TO) Z ende, 把 (36. 4) 代 入 泛 定 方程 (36. 1)， 


< | T'(1)4-3 x "a" —s.—T, a jest = 0. 
»-0 i 
AREH RTE, BERST 系数 为 零 ， 这 就 给 出 决定 
D2) 的 常 微分 方程 


ft ES, =0. 


3k RUE 
-210* 


A,cos ot p aint% (n0), 


T.(0— f lj d 
Aot Bst (4—0). 


这 样 , 解 w(z, 1 的 博 里 呈 余 弦 级 数 是 


u(z, 4) - A; - Bot +(4. cos m 4 B, sin 2 cos ae 


(36.5) 
至 于 系数 4。 和 B. 则 由 初始 条 件 (36. DKE. 2996, LA(36.5) 
代入 (36. 3)， 


(4-4. m -o(z), 


*»-1 


(0x). 


By S.B, ee os T o Qr) 


n=] 


把 右边 的 gz 和风 (xz) 展 开 为 传 里 叶 余 弦 级 数 ， 然 后 比较 两 边 的 
系数 ,得 


k -于 | oat (a. F] ees Eds, 
1 É nné 
-并 Gd B,= Zh, PE oos Ts PIÈ qe 


(36. 6) 


下 一 个 例子 是 一 端 为 第 一 类 齐 次 边界 条 件 而 另 一 端 为 第 二 类 
KUARKI 


90/2 单簧管 是 直径 均匀 的 细 管 , 一端 封闭 而 另 一 端 开放 , 试 


求 管 内 空气 柱 的 本 征 振动 , 即 求解 
u, — au, =), (36.7) 
- 2070, (36.8) 
Us| sm 0. 


ES 


K Bun IPC. 8), BETIS GEUEIB u Go, DOT BERE 
LERB, BETERE u (o, ETE 2S HR RAR. IEEE 
万 按照 分 离 变 数 法 一 步 步 求 解 。 


以 分 离 变数 形式 的 试探 解 
u(z, 0) =X (wT) (36.9) 
FRA EE 7: $836. 7) 4033 3I A 6: (36. 9), (9. 
XT" —a? X"T —0, (36. 10). 
X(0T(1»)—0, X'(1)T(0) -0. (36. 11) 
条 件 (36, IDERE 
X(0):0, X'(1)—0. (36.12) 
再 看 方程 (36.10), 用 a^ X T 遍 除 各 项 即 得 
Tr xm 
amo Xx 


两 边 分 别 是 时 间 # 和 坐标 的 函数 ,不 可 能 相等 ,除非 两 边 实际 上 
是 同一 个 常数 。 把 这 个 常数 记 作 —A, 

T'' X" 

Y S 
这 可 分 离 为 关于 的 常 微分 方程 和 关于 不 的 常 微分 方程 ， 后 者 附 
"EUER d (E(36.12), 


T" - Ac?T =0; (36. 13) 
d (36.14) 
X(0)-0, X'(1)-0. (36.12) 


ACRXCE X (02; à (36.14) -和 条 件 (36.12), dnx 4<0 或 
=0, 具 能 得 到 无 意义 的 解 X (x) 三 9。 如 果 A70, 则 方程 (36. 14) 
的 解 是 | | | 
X (a) C, cosy À x 4- Cosin Vv À x. 
积分 常数 Cl 和 C; Tu A ( (35. 12) f xc, Hf 
t2/2-* 


C. 0, 

eee / TI T 
由 此 仍然 解 出 没有 意义 的 解 0,70, 0. Am 了 (ww) 三 0, 除 非 是 
cosy A 1:50. f£ cov Àl=0 BM TER, Co 是 任意 常数 。 条 件 


cos / 31-0 BL 31 o (1 3) v CE AFREEN), i 


(e+) X 
À sipa E (k=0,1,2,3, =). (36.15) 


36.15) 5 HÆ TEIE, TB P B5] 4 GE ERU E 
XG) -C, sin 57 De (k—0,1,2,--). (36.16) 


m 


再 看 关于 了 的 方程 (36.13)。 根 据 {36.15)， 这 应 改写 成 
qaaa, 
n li 


这 个 方程 的 解 是 
T(1)— = Acos EET rmt -- Bsin Dat (36.17) 
VENUE CPUS UR 
u Ca, 4)=( A, oos tt 7 nat Jaat | p, sin Gc) 


x sin CETTE, (36.18) 


这 是 说 , 单簧管 发 出 的 声音 只 有 奇 次 谐音 而 没有 侦 次 诺 音 , 从 而 构 
成 它 特有 的 音色 。 : 
”本 例 的 本 征 函数 (36.16) 即 ein CET D yg egg 5g 
者 次 边界 条 件 的 sin 777, NRA TA — Ay VOD TE I D 
naL 


£08 — 一。 
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其 实 .按照 8§ 26 的 精神 ， 边 界 条 件 ule - 0 表明 ， 应 当 把 单 先 管 
从 区 间 (0, 外 ) 偶 延 拓 到 区 间 (1,21) 上 。 延 拓 后 , APER «1,0, 
Wj =! 二 0，%w|:-2: 二 0 第 一 个 和 第 三 个 条 件 决定 了 本 征 函 数 是 


URINE, Ah n EREB, IEAA E N RMT E n 只 能 是 厅 


LIEN 


ai E > minit n i BD a 


数 ， 这 是 因为 ( sin Y 


eos 对 ARETE AM, FERRE sin CE Dg 
(36. 16), 


$35 和 本 节 以 上 两 例 都 是 振动 问题 。 下 一 个 例 子 是 关于 输 运 
问题 的 。 

例 3 研究 细 杆 导热 问题 。 杆 的 初始 温度 是 均匀 的 o PREF 
村 的 一 端的 温度 为 不 变 的 uo, 至 于 另 一 端 则 有 强度 为 恒定 的 go 的 . 
热流 进 人 。 

解 TIERE V (si) 满 足下 列 泛 定 方程 和 定 解 条 件 


u,—a^w,,—0 (a-k[cp), (36.19) 
«| am 7 M6, 
(36. 20) 
i. leur ad qo/^, 
ulio =m (Oculi). . (36.21) 


边界 条 件 不 是 齐 次 的 ， 首 先 要 处 理 这 个 问题 。 取 一 个 既 满 足 
边界 条 件 (36. 20) 又 满足 泛 定 方程 (36, 19) 的 函数 o (zy t), 


v(x, t) ug tf, (36. 22) 
A BIKE u (x, 0) pk o 5gdi n OK to Gr, Of Jm, Bn 
u(z,t) -vo(z,0) wr, t). (36, 23). 


: 把 (36.23) ARA e HERRERA (36, 19) 一 (36. 21)， 就 把 它 转化 为 
，e 214。， 


EOD T 
Ww, aW, — —(9,—3?v,,) 20, (36. 24) 
pw dore 


(36. 25) 
w.l,-:—qo/k —9,1,2:—0, 


w| imo =o —v| i-o ~ (0<z<l1). (36.26) 


这 个 定 解 问题 的 边界 条 件 已 是 齐 次 的 。 
以 分 离 变 数 形式 的 试探 解 
w(z,t) 2 X(GYT(U) (36. 27) 
代 人 沁 定 方程 (36, 24) 和 边界 条 件 (36.25) 可 得 关于 苹 (x) 和 关于 
T 了 (t) 的 常 微分 方程 以 及 关于 革 《w) 的 条 件 ; 


T+aAT=0; (36. 28) 
R pi S (36. 29) 
X(0)-0, X'(1)-0. (38, 30) 


(36. 29) 和 (36. 80) 构 成 一 个 本 征 值 问题 ， 这 个 本 征 值 问题 已 在 例 
2 解 出 , 本 征 值 是 
z? 
了 (n—9,1,2,3, =), (36.31) 
FERRE 


(n) . 
X(2) -Csin^ —r— (1—0,1,2,-«). (36.32) 


根据 (36. 31), 关于 了 的 方程 (36. 28) 应 改写 成 


这 个 方程 的 解 是 
a 4» „talg 


T(i)-Ce  " ,; (36.33) 


YX FE, w Cz, EY RS AC f Pr E 


1 
* (n1)? eni n t= jrr 
wlx, E E z) 
` esb 
系数 C 应 由 初始 条 件 (36.26) Hg. Duk, LA (36.34) 代入 
(36. 26), 


(36. 34) 


(36.35) 


xxe(ti 


[EJ] 


= -$u (02). 


1 


n ma f 
(36. 25) 左 边 是 以 EN ai Det 这 提示 我 


nb t (e 
Vieh B C qox /k) VA. sin 7 一 一 为 基本 函数 族 展 开 为 


级 数 (上 例 已 指出 , 这 其 实 就 是 在 区 间 (0, 20) ERFAR HE EE 
级 数 ), 然后 比较 两 边 的 系数 ,得 


1 
e,- i 一 Di uccide 


于 是 ,得 到 答案 
«ux, i) =u +P 


e216» 


*9 


E (a+ i» 


CD 
(36. 36) 
应 当 着 重 指出 : 各 果 考虑 早先 的 时 刻 即 考虑 £«-0, 则 


(nm E LETT 
-一 一 后 一 一 


LI 一 13s+i 


kr? 


e 


随 ” 的 增 大 而 急剧 增 大, 从 而 级 数 解 (36. 36) 发 散 ,成 为 无 意义 ,这 
是 可 以 理解 的 。 因 为 村 上 温度 分 布 总 是 趋 于 某 种 平衡 状态 ， 而 且 
只 要 边界 条 件 相 同 , 不 管 初始 温度 分 布 是 怎样 的 , 总 是 趋 于 同一 平 
衡 状态 ， 所 以 从 某 个 时 刻 的 温度 分 布 可 以 推算 以 后 时 刻 的 温度 分 
布 , 却 不 能 反 推 早先 时 刻 的 温度 分 布 。 其 实 ,其 他 输 运 过 程 , 例如 
扩散 ,也 是 如 此 。 这 是 输 运 过 程 不 同 于 振动 过 程 的 地 方 。 
易 一 方面 ,对 于 以 后 的 时 刻 , £20, 则 
{etase 


€ 


Bl n 09 4 cf B] M rf ERE (36. 36) cO B B, E, 
BRRR, TE 003809? 时 ,可 以 只 保留 %= 0 的 项 而 略 去 
22-0 的 项 , 其 误差 不 超过 1%， 


=u, -L 35. —.8tol, Ea RE 
u(z, t) 2o Ed xit r sin 5r. 


下 一 个 例子 是 关于 稳定 场 的 。 

例 4 散热 片 的 横 和 截面 为 矩形 (图 63)。 
它 的 一 边 y= b 处 于 较 高 温度 U, 其 他 三 边 y 
. =0, x=0 和 zx=4a 则 处 于 冷却 介质 中 因而 保 
持 较 低 的 温度 uo. 求解 这 横 截面 上 的 稳定 温 — Oa E 
度 分 布 w (x, y), 即 定 解 问题 m 63 
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Usa V, 0; (36. 37) 
W[.-p—3uo, ul.2e.—uo (Oyb); (36. 38) 
u|,-o—3a, ul =U (Oraa). (36. 39) 
8 本 例 的 证 定 方程 是 拉 普 拉 斯 方程 。 我 们 不 能 要 求 把 拉 鞭 
拉 斯 方程 的 边界 条 件 全 化 为 齐 次 的 ， 因 为 拉 普 拉 斯 方程 在 齐 次 边 
办 条 件 下 的 解 只 能 是 一 一 零 。 
但 是 ， 尽 可 能 把 一 些 边界 条 件 化 为 齐 次 ， 毕 竞 会 带 来 一 些 为 
便 。 例 如 ,把 % HPE o F o KA dm, AR 
ulz, y) -v(z, y) +H w(z, y), 
JE v 和 如 分 别 满足 


Vr HO p=); Wer tW, y= 0» 
9 |150 ™ up, vÍ...—3o w|,29—90, w|,-,—0; 
$]1,-4—0, v|,.,—0; wl,=0=We, w| pa U. 


很 容易 验证 ,把 ”和 了 妈 的 泛 定 方程 又 加 起 来 确 是 w% 0912 8 7; £8, 18. 
和 好 的 边界 条 件 登 加 起 来 确 是 xz 的 边界 条 件 。 于 是 ， 问 题 转化 
为 求解 各 和 如 ， 而 和 如 各 有 两 全 齐 次 过 办 条 件 是 以 构成 本 征 值 
问题 ,不 难 分 别 解 出 。 
其 实 , 本 例 还 有 一 个 特殊 的 简便 方法 , 就 是 令 

u(x, y) =u tH v(z, y), (36. 40) 
这 只 不过 是 把 温标 移动 一 下 ,把 原来 的 wo 作为 新 温标 的 零点 。 以 
(36. 40) 代 人 (36. 37) —(36. 39), 得 


Vrs 9,770; (36. 41) 
9],-o70, v|..,-—0; (36. 42) 
9|,-570, v|,-, 2U — tp. (36. 43) 
以 分 离 变数 形式 的 试探 解 


o(s; y) — X(z)Y(y) 


代入 泛 定 方程 (36. 41) fü E UC PE E (:(36.42), T X a Y (tt 
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^ $ 


123 2; EAR X IB Rt: 


js -AX-0, TOP 
X(0)—0, X(a)-^0; 
Y"—AY-0. (26. 45) 
(36. 44) £a AER I ab, I RS CO IEE 
i-e (R=1,2,3,.), (36. 46) 
A iE FRI 
X(a) -Csin 3*5. 
. a 
TH ACSO. 46), 关于 了 的 方程 (36. 45) 应 改写 
pate yl 
a* 
这 个 方程 的 解 是 
Y(g)-A4e* 4B, *, 
XH, ea, 9 ) 的 解 一 般 应 是 
E Ey r 
v(2,y) — 5 (Ae +B,e "Jein STE, (36. 47) 


tel 
系数 4 和 P, 应 由 边界 条 件 (36. 43) 确 定 。 因 此 ， 以 (36. 47) 代 入 
(36. 43), 


(= CA, -FB,)sin ZZE =:0, 
PER 
< Uu -1 ， PUTA 
| (Ae 9 十 Boe a )sin— qo Ute 
ET 


TCEGIBOTUS URRMEIESEHUE (ATES 一 wo 的 任 里 叶 正 孩 级 
i 25 例 1), 然后 比较 两 边 系 数 , 即 得 


A, 4-B, 二 0， 
z2 NT 0 (n 为 偶数 )， 
Ape ^ -B,e | 4 . n x 
"ua (cwn Nam. 
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由 此 解 出 


"E (0 (n 为 偶数 )， 
"^ A NER ERES (n 为 奇数 )。 


于 是 , 得 到 答案 


4 
wz 二 人 295 ar 


sh E+ Day 
J a gin (2+ Da 
REZ a 


T—^] TRES MED. ATED E p UNEHSE, 
计算 要 麻烦 一 些 , 但 求解 步骤 基本 上 还 是 一 样 的 。 
805 木 琴 ,者 叉 , 压 电 痢 瓷 扬声器 等 的 声学 元 件 可 看 作 是 横 
振动 的 棒 。 
求解 两 庙 自 由 的 棒 的 横 振 动 的 各 种 模式 即 本 征 振动 。 这 就 是 
求解 
4-770 4,,,,-70 (a! —YI/p), (36. 48) 
jede d tras seo 0, 
zz| :t= 0, Vara lsat=0, 
解 ” 以 分 离 变 数 形式 的 试探 解 
v(z,t)—- rT (36. 50) 
代入 泛 定 方程 (36. 48) 和 边界 条 件 (36. 49), HEB XU T i 
方程 以 及 次 的 边界 条 件 ; 


(36, 49) 


pn AX —0, (36. 51) 
X"(0)—0, X"'(0)—0, X"(1)—0, X'"(1)-0. (36.52) 
P" +AT —9. (36. 53)- 


j 2220: 


Ji RÀ (36. 51) 和 条 件 (36. 52) 构 成 本 征 值 问题 。 事 实 上 ， 方 程 


(36. 51 ) 的 解 是 
Xe)=AchvV A rt Bsh ÀAz--Ccos wz 二 Dasin / AX. 
(36. 54) 
把 (36. 54) 代 入 条 件 (36. 52), 得 
A -0 =0, 
B —D 一 0， 


4chw TI 二 五 加 A 0l — € cos / ÀAl—Dsin4/ A1—0, 
Ashv Al+Bohv À U4- € siny À1— Dcos4/ A 1-0. 
- - (86.55) 
一 般 地 说 , 从 代数 方程 组 (36. 55) 只 能 解 出 4=B8=0=D=0, 从 而 
XEO 这 是 没有 意义 和 的。 但 如 系数 行列 式 为 零 , 可 以 解 出 非 零 
解 。 条 件 “ 系 数 行列 式 为 零 " 决 定 了 4 的 值 , 即 本 征 人 以 。 但 是 , 这 个 
行列 式 是 四 阶 的 , 计算 不 便 。 这 里 采用 变通 办 法 。 从 (36.55) 的 前 
两 式 知 C-—A,B-—D, 把 这 代入 后 两 式 , 即 得 
pa Re 4B (sh/ Al — sin / A1) —0, 
A(sha/ X 04 ein A1) +B ich A L— eos / À 0) 0. 
MGE OS RR RR A- B -—0, 除非 秒 数 行列 式 


chy l= cony Al sh Al—sinv/ Al 


=0, 
shy Al+tesinv Al ch/ Al—cos/ Al 


即 
chgcosgu —1 (u= AL). 
这 就 是 决定 本 征 值 的 超越 方程 。 经 数值 计算 得 到 前 刀 个 上 是 
ui=1.5056m, p1=2.49977, po (nt) (n2). 
因此 , 本 征 值 是 
APT p/i (n1,2,8, «), (36. 56) 
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相应 的 本 征 函数 是 
(4) = 1 (en rta cos) 十 B (sua sin), 


(36. 57) 


共 中 


A, coBu,—echgp, — sin Hs Sh, 


B, sinua t Shin — cos ui, FNH, 
根据 (36. 56), 关于 全 的 方程 (36.53) 改 写成 


7" E go. 
这 个 方程 的 解 是 
TC 1)  Goos 和 HH 
XE, Ps O ADEF GS BRE za fg a UA 


Wa (0, E) S |4 (eh cost? 3r as sh" e sint 3l 


"n-l 


x [e eos. LH, sinet 


dejo Mo 26 ujal? 即 (1.505652)?a/0*;. 高 次 音 的 圆 频率 为 
MaE, EKET RBS 38 EN 

Se FIR PS B thi EO HERD. ERARE, 3X 
两 点 正 是 基 频 振动 的 节点 ， 这 很 少 可 能 恰好 又 是 高 次 音 振 动 的 省 
Fio MEKE, 本来 可 以 产生 基 音 和 高 次 音 , 但 这 些 高 次 首 很 快 就 
衰减 掉 ( 内 为 癌 定 点 不 是 节点 ) 具 剩 下 几乎 完全 是 基 首 的 纯音 。 


以 上 上 都 是 用 的 直角 坐标 系 , 下 一 个 例子 由 于 按 界 是 加 形 的 ,不 
fig 173. ff bg R 必须 用 平面 极 坐 标 系 。 

$16 Tut BAR mtem Ui X 
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, HL RUE E, 是 竖 直 的 。 水 平 架 设 的 
Ant ASAP fix PES m Og 64)。 
箱 电 线 是 异体 圆柱 。 柱 面 由 于 静电 感 
”应 出 现 感应 电 茶 , 图 柱 邻近 的 静 志 场 
Aet TAAJASNI. Avr mbi: 
“无 限 远 ”处 的 静电 场 仍 保皇 为 急 强 
的 。 现 在 研究 导体 罚 柱 怎样 改变 了 名 
BNU p, 

Tr Ic REHEGE A Var PRISE R y t 


HTTP. NOU dg hop zu. du* AI 
tà HERE”, 那么 ， 这 个 静 岂 场 的 电场 强度 ， BAE 然 中 名 ÉR, 


SUITEUS ey Fii ESDAUITENE SS T, E 64 夯 的 正 是 oz 平面 
土 的 静电 场 , LES if (E zy 平面 的 谢 口 是 圆 za 十 =e, pa% 
EER EtA 

$i: m" 空间 中 没有 也 «rg, Birida «HS 7 H hy po de du Mi 
J; f 

ar My 0 (在 柱 外 )。 
Hint BEAT RE Ua, CERIS AUD 3. XB 
ARR RADEKS, 完全 可 以 把 导体 的 电势 当 作息 ,从 而 写 
UE A f 
LITER 
ESULILITAMDETCEAES XGOY (8 代入 拉 普 拉 斯 方程 固然 
不 难 把 它 EE 分 解 为 两 个 常 微分 方程 ， 但 代 人 上述 边 并 条 件 却 只 能 得 
到 
XG)Y V di— z?) =0, 
TRTA X Co) 9 Y (DAAR atko IKE, RER AY ZEE), 直 
角 符 标 系 显然 是 不 运 当 的 , 必须 采用 平面 极 举 标 系 。 l 
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拉 普 拉 斯 方程 在 极 坐 标 系 中 的 表达 式 见 附录 六 或 85 2188 3 
的 答案 。“ 柱 外 空间 中 的 电势 满足 拉 普 拉 斯 方程 "就 天 为 
3? 12 123? 
3o! p 3p pi ag! 
AH odi, p 是 极 角 。“ 导 体 电势 为 受 ” 就 表 为 齐 次 的 边界 
条 件 


=0 (p>a), (36. 58) 


tl pma 0. (36.59) 
在 “无 限 远 ”处 的 静电 场 仍 然 保 持 为 匀 强 的 了。 由 于 选取 了 c 
平行 于 Eo, 所 以 在 无 限 远 处 , 妨 =0, E, =E., 即 —2u/2x — Eo, 亦 即 
4 一 一 万 0 二 一 可 opcos9g。， 因 而 述 有 一 个 非 齐 次 的 边界 条 件 
u| so~ — Eypcosg. (36, 60) 
问题 就 在 于 求解 定 解 问题 (36, 58) 一 (36. 60), 
解 ” 以 分 离 变 数 形 式 的 试探 解 
u(0,9) - RCo)D(g) (36. 61) 
代入 拉 普 接 斯 方程 (36. 58), »HE'E 2 MW OST PORT Re 
分 方程 


Qr Ap" -0, (36. 62) 
JR dR 
2 = Pi 
p dpi T’ do — AE -0. (36. 63) 


JDCBOXCT MER (36. 62)}。 这 里 其 实 还 有 一 个 没有 写 出 来 
HR ERKE, WEEE ERZ o 而 给 极 角 wp 加 上 2z， 则 实质 
上 还 是 代表 同一 地 点 ， 而 静电 场 中 的 电势 % 在 一 定 地 点 应 当 具 有 
一 定 的 数值 , 这 是 说 , u Co, 9-22) -u(o, 9), Bn 

Rlp)D(g+2r)=R(p) Dp), 
亦 即 
O(pt2x)—(g). (36.64) : 
3x WHEEL PASEAR GE 
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方程 (36. 62) 和 条 件 (36.64) 构成 本 征 值 问题 。 不 难 解 得 本 
征 值 


A-m? (m-0,1,2,8, =), (36.65): 
ZFAIEER R : 
Dlq)—=Acomp + Bsinmg. (36. 66): 
根据 (36.65), ÆT R ir Jj f8 (36. 63) 应 改写 成 
ËR 
A tege -mR-0. (36. 67). 
XX EB VR C Jr ER CRCRER SUD, HF 从 =0, 它 的 解 是 
R=C+DInp (m—0). (36.68) 
对 于 m0, (36. 67) 的 解 是 
R=0p" FD. (36. 68^). 


IERA P (o) 和 多 (9) 代 回 (36.61)， 得 到 极 坐 标 系 中 的 控 
车 拉 斯 方程 本 征 解 
wolo, p) 7C, tDilnp, 


uso, 9) —-(A,cosmgo B, sinng)(0, p" +D. L ) 
拉 普 拉 斯 方程 是 线性 的 , 它 的 一 般 解 应 是 所 有 本 征 解 的 状 加, 


即 
u(p, 9) 2C, Doinp 


EI, oosng + B,sinmp) (0-27 «5. d) (86.69) 
LE! l 


还 需要 选 定 (36, 69) 中 的 各 个 系数 使 边界 条 件 (36.59) 和 (36, 60) 
得 以 满足 。 
先 研 究 齐 次 的 边界 条 件 (36. 59)。 以 《36, 69) 代 人 ,得 


Cot Dnat (A, cosmp + B, sinmg) (ce £D.) 一 10。 
sal , 


4 225 。- 


uuu UE R TE, ERRERA AE Yr lii 
Oo Dng=.0, Ca" iD, =0. 
由 此 ， 
C= — Dina, Da = 0na 
于 是 ,(36.69) 简 化 为 
alp, 9) - Dylan. 


dM 
i de 


(A,cosmg-- B,sinmg) (oe i ) (36. 70) 


n=l 
APH Rik C. 已 并 人 4。 和 和 8, 之 中 。 

再 研究 非 齐 次 的 边界 条件 (36. 60)。 对 于 很 大 的 o, (36.70) 
中 的 inCo/a) 和 p” 项 远 远 小 于 o" X8 Jin FW de. DE, VA 
《36.70) 代 入 (36. 60) 的 结果 是 


co 


lim 7 "o" CA, coB-49 | D, sinmg) — — Éypcosq. 


a=] 

EAT p MARERA, ARESE A LTF pR 
开 为 途 里 叶 级 数 。 但 是 , 有 边 已 经 是 伍 里 叶 级 数 ,不 过 它 只 有 一个 
单项 就 是 了 。 比 较 两 边 的 候 虫 叶 系 数 , 知 

REA A, 7—0(mx0); 

B,—0. 

最 后 , 把 求 得 的 系数 伐 回 (36. 70), 3X F5, 3E guide 

场 中 帮 置 导体 章 桂 以 后 的 电 旁 分 布 是 


up, p) = Din 2. — ügpcosq- E; PE (20. 71) 
té 


简单 谈 谈 所 得 解答 (36.71) By ox XE. Mop ou oun 
一 Bopcosg iE AE BUR S RHE pi d. a-i, Hg 
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.Bola?1 p) cos qo 对 于 类 的 局 可 以 忽略 ,所 以 它 代 表 在 句 杆 邻近 对 和 与 
强 岂 场 的 修正 ， 这 自然 是 柱 面 感应 电 葡 的 影响 。 此外， 还 有 
.Doin( pla) 项 ， 它 的 系数 Do 又 是 任意 常数 ， 这 表明 解答 (36.71) 
包含 凑 基 个 不 确定 的 罗素 。 从 物理 上 检查 ， 这 候 不 确定 因素 就 在 
于 问题 提出 时 根本 没有 说 明 导 体 柱 原来 所 带 的 电量 ， 可 见 
_Doln (pia) 下 是 圆柱 拓 来 所 带电 量 的 影响 。 下 面 着 午 讨 论 加 柱 原 
ERU D;-0 的 情况 。 
1:78 64a (f A £i 50 B a Ee HE E 


; d» a? 
Hi. = PL » ; 
ap jv. ( Bocoayp 4 Een )| LA 2-25, 


是 不 上 的 与 强 电 场 的 两 倍 ! BECLZEXEPRAD UAE RD diis VELA 
管 岗 枉 多 半径 多 么 小 ,这 个 结论 总 是 对 的 ! 
YEP 64a (f y Ai finite BÈ 


: 2 
«| =( — Bpcosgp +E cosp ) 
9 一 | 2/2 p 


L0, 


. »-tal 
BtREBUH Uia Senn, E 64a 的 了 轴 实 际 上 代表 三 维 空间 里 的 
42 mi, PIG yz 平 商 的 电势 妇 民 体 贺 柱 的 电势 相同， 既然 导体 
WIRI yz 平面 电势 相 阅 ， 和 如 果 直 导体 贺 柱 的 两 侧 治 yz 平面 伸 出 
两 党 (图 64b), 静电 场 并 不 政变 , 亿 势 分 布 仍然 是 (36, 71)。 


HD eb KD 64e 
STUNDE Heg Ry (图 645 的 下 半幅 , RRD 640), 
JA»AISSUDSGASEIPHRAEXDO UU RIEN LiS, FUECIORAR - 
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带 有 半圆 柱 形 突起 。 如 果 远 离 突 起 的 电场 强度 是 Vo MAGRES 
处 的 电场 强度 是 28Bo。 由 此 看 来 , 加 工 高 睦 电 容器 的 极 板 了 时， 如果 
UDARA (PEZA), ER H EU Hh i PENER 
起 , 则 突起 最 高 处 的 电场 强度 总 是 E 的 二 倍 , 这 就 使 电容 器 所 能 
承受 的 电压 减 小 一 半 。 因 此 高 压 电容 器 的 极 板 必须 刨 得 非常 
平滑 。 


下 一 个 例子 是 “没有 初始 条 件 的 问题 "。 

(9017. 长 为 2 的 理想 传输 线 ， 一 端 接 于 电动 势 为 wsinat 的 
交流 电源 , 另 一 端 是 开路 。 求 解 线 上 的 稳 恒 电 振荡 。 
O O E 经 历 交 流 电 的 许多 周期 以 后 ， 初 始 条 件 所 引起 的 自由 振 
荡 衷 减 到 可 以 认为 已 消失 ， 这 时 的 电 振荡 完 全 是 由 交流 电源 引起 
的 ,这 才 叫 作 稳 恒 振 荡 。 因 此 ,这 里 求解 的 是 没有 初始 条 件 的 问题 


v,,—0/9,,—0 (a= IJ LO ), (36. 72) 
puce . (36. 73) 
了 :=: 一 0， (36. 74) 


为 了 计算 的 方便 ,在 边界 条 件 (36.72) 中 ,vosinet 即 e;Emei*' 写 
成 了 voe'*'， 这 就 必须 约定 ， 在 算出 的 最 后 结果 中 也 应 取 它 的 
虑 部 。 
传输 线 上 的 稳 恒 振动 既然 完全 是 由 交流 电源 引起 ， 当 然 可 以 
认为 振荡 的 周期 跟 交 流 电 源 相 同 。 这 是 说 , 线 上 的 电压 v Qe, (RT 
以 表 为 
v(x,t)- Xr)e'"', (36, 75) 
以 (36.75) 代 入 (36.72) 得 到 常 微分 方程 X" -- (o? a?) X —0, 即 
X" -o*LCX =0, 
这 个 方程 的 解 是 
X (2) — Ae!" T + Bei Ie, 
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因而 
vla, L) = Aei ett 1020 | petot- EOS, (36. 76) 
(36. 76) XB. 098 22: A, Ze Uic, 8 B9 — 9 A Ua BA, 第 一 项 则 是 反 
出 小。 系数 4 和 B 由 边界 条 件 (36.73) 和 (36.74) 确 定 。 
人 但是， 边界 条 件 (36.74) 中 出 现 的 不 是 电 于 5 而 是 电流 j, 所 
以 还 洪 要 电流 3 的 天 示 式 。 把 (36,76) 代 人 (31. 125 Bl j: — — Cv, 


和 ITE -—Ls 不 难得 到 
jG 0) =y T. deiet io + d aene, (36.77) 


现在 ,把 (37.76) 和 (37.77) 分 别 代入 边界 条 件 (36.73) 和 (36. 74), 
得 l 


A+B= Vos 
Laert —Be^i*($61 0, 
Ea died 
A=, 5= 一 一 一 一 - (36. 78) 


14 eite To ? L4 e-ite VEZ 
XPE, idm £x E ga e ei 25 (36. 76) 81036. 77 ) 8 UA, 共 中 系 
数 4 和 和 吾 则 也 (36.78) 给 出 。 
在 输入 端 《 交 流 岂 源 端 ) 的 电压 ?| ,-o 同 电流 j1.-o 之 比 时 作 
传输 线 的 输入 阻抗 Zs、。 按 照 (36, 76) 和 (36.77) 


T A l m 
Za — vl .-oijl.-o— FA AHE REM tov LO 1). 


一 个 有 趣 的 情况 是 [二子 波 长。 我们 知道 


波长 = 波 速 /频率 =a/- 吕 -==2r/oV TO. 
所 以 “4 二 地 波长 "就 是 说 Loa/20V/ 了 7 ， 在 这 情况 下 ， 
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NIE m 
Zn JL g 2 0. 


VG, REO 1/4 波长 的 传输 线 接 在 交流 电源 上 ， 另 一 端 开路 ， 从 
交 访 电源 一 方 看 过 来 ,这 段 传 输 线 觉 然 相当 于 一 个 短路 元 件 。 


习 


L dE?) TAZ, PRI] XE, 弦 申 张力 为 卫 , 在 距 一 端 为 的 一 点 以 力 Fo 
JESE TUJF, AA RARR D. SCARE Do 

2. 求解 细 杆 导热 问题 , 杆 长 0, DR 12 EVE, 初始 温度 分 布 

ul..-br(bl—ac). 

3. PARE, A 1. OAA 26 PE BL ERE d REL env S OM 
3525 20 fr SEG BERE E E mcm ms. 求解 路 的 振动 。 

4. 长 为 1 的 均 句 杆 , AEEA N OEA 10 7-260. XcrJa t md 
. 动 , 求解 杆 的 这 一 振动 。 

5. Kb HEF, -AAE yo EJ) 了 而 促 长 。 求 解 振 在 放手 后 的 
振动 。 

6. 长 为 荆 的 理想 传输 线 , EK. Jod ieig AE wm， 然后 
把 近 首 短路 。 求 解 线 上 电压 vl, t). 

7. RATH ENSE E E LBS AE RR, Fri Edu, TH. HUE 
MEET up vol RRISE, RARE MHA 

8， 在 铀 块 中 , Ek T bor il Bos CAP. E e FORDER, 每 
Ph phe fo. fi A80 P^ He li sp PR EG T CARGO h TIREE u, Mi p de 28 Bu 
(B 是 表示 措 列 快 悦 的 常数 )。 研 究 历 度 为 ARREA, RERI, ChN 
DIN pup PPM 则 中 子 浓 度 将 随 着 时 间 而 增长 以 族 负 抉 爆 御 。 原 了 强 
里 就 是 这 么 国事 。) 

9. tA GENER TE de rude Hed" fL, 薄膜 厚度 为 1，， 杂 夺 从 两 而 进 
ADEM. HET BERRUBIH ACA rp abf 36 2 B9 200, N iT Ego Wi RETE A 
保持 为 恒定 的 No UTRA t, RARR KE. 


10. 把 上 上 题 改 为 限定 源 扩 获 。 这 是 说 ， 洛 膜 商 酒 的 表层 已 含有 一 定 的 杂 C 


Wi, 比方 说 , 每 单位 胡 面 积 下 杂质 总 姑 中 ,但 此 外 不 再 有 梁 质 进入 海 蜡 。 
11。， 求 解 细 桂 导热 前 题 。 放 长 1, 初始 过 度 均匀 为 uo. PD 2 NL CE UE 
+20. 


- 


u, fll s. : 

12， 求解 细 杆 导热 问题 , 9) 4 COO E. 0 1 保持 零度 , D- 0 
的 温度 为 4 EA 是 党 数 ,# 代表 时 间 )。 

13. ORADA IT 893 I 2D, YE 0, — Hw ILE, 另 一 端 受 纵向 力 

F(t) 2F,sinot 

作用 , 206 pr EP HE IE p (2) dn (o. 

14. JB X EAS z=0 加 以 固定 ， 在 静止 弹簧 的 下 端 rl 轻 轻 地 挂 上 质 
BamM, 求解 弹簧 的 外 振动 。 洋 质 本 身 的 重量 可 急 赂 不 计 。 

1s. 长 为 了 的 柱 形 管 ， 一 病 封 闭 ， 另 一 端 开 放 。 管 外 空气 中 含有 革 种 气 
ME, HIRR D tos 向 管内 扩 获 。 了 求解 该 气体 在 管内 的 浓度 ular, 1). 

16. WEER 0<z<e，0<y<b 上 求解 拉 普 控 斯 方程 Aw=0 使 淇 足 


DEEST se] so A, (b —), wu]... = 0, wl = Bsin Tu], , 9. 


17. HAMR SEC Ora, (cyca, Wy LENDE 
t)ez0=0, ti] e0 = 0, u] 0 26, limu=0, 
zK OL S EE ds HE A. - 
18. 在 带 闫 区域 craca, 0«y «oo IK I Au4=0 使 


te} eo = 8, | sna 0, | yoo = (1-2), lime» 0, 
2j E 


19. EER, 边 长 为 LH lr LATE. REA (CDL EEG, 

EET EIEIODUITLE3E3 314 (1h 

21. iiti, 半径 为 R, EUR EA das fo, p EAT 心 为 极点 的 
极 角 。 环 的 表面 是 绝热 的 。 求 解 环 内 温度 变化 情况 。 

23， 在 贺 形 域内 求解 Aw=0 使 满足 边界 条 件 GDal。- ,= Arog, 

Qu]. 2 A--Bsing. 

23. ERA PEDE, 板 面 绝热 , XR REIS ER HETRISTRON, WE EH ve. 
求 稳定 状态 下 的 版 上 温度 分 而 。 

24. ERS 的 导体 图 桩 换 为 介质 圈 桩 ， 介 质 的 分 电 常 数 为 <， 求解 柱 夫 
SPENE tg. IIR: 柱 内 电势 必须 有 限 。 在 福 面 上 ,电势 连续 , 电位 移 的 让 庶 
分 量 连 续 。] 

35. 半径 为 w% 表 耐烦 轩 了 的 均匀 长 圆柱 , PE Eo RUE SCHO dB 
. 光 早 射 。 阳 光 委 直 于 柱 加 ,热流 强度 为 g， 试 求 柱 内 稳定 漫 座 分布 。[ 提 示 ; 
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EE; R38 Au 0, EI A 0E 2 OH HwM usur fio), 9) 是 热流 强度 的 法 
向 分 量 。 如 取 极 辆 垂直 于 阳光 , 则 
sing (0«p«a), 
f OLIM (nepar), 

26， 在 以 原点 为 心 ， 以 RL Re AEREA RI Co FT RE EA ER 
BE AusO 使 满足 边界 条 件 ulper = fip) tlpon = flp) . 

27， 求 解 绕 欧 柱 的 水 流 问题 。 在 远离 圆柱 因而 未 受 圆 柱 二 过 处 的 水 流 是 
均匀 的 , 流速 为 m%。 圆柱 半径 为 a. 

28. 长 为 1 的 理想 传输线 , 一端 接 于 电动 势 为 msinat 的 交流 电源 , 另 一 
Mea. RRE EA At a ieJE TE TRU ALHL BC 

29. KA ! (gd s f fete ER udi TEARB vOsinor, 55 — 4508 xt 
dYkocfl Ro, Lo 和 C, 而 相 接 。 求 解 线 上 的 稳 恒 电 振 澳 。 在 怎 择 的 条 件 下 不 站 
在 反射 波 ( 这 时 作 匹配 )1 

30. 长 为 1 的 把 匀 村 ,一端 固 定 ， 另 一 端 在 纵向 力 F(#) =F inot 长 期 
EMT. RARER, 


§ 37、 非 齐 次 的 泛 定 方程 


上 两 节 研 究 的 定 解 问 题 中 的 活 定 方程 都 是 齐 次 的 。 本 节 研 究 
非 齐 次 的 泛 定 方程 。 
不 妨 兴 为 边界 条 件 是 齐 次 的 。 这 是 因为 如 果 边 界 条 件 不 是 齐 
次 的 ,总 可 以 按 $ 35( 三 ) 的 方法 化 为 齐 次 的 。 
其 次 ， 还 可 以 认为 初始 条 件 的 数值 为 零 。 以 两 端 固定 弦 的 受 
3B 1 zb 29 DI, 如 果 初 始 条 件 的 数值 不 是 零 , 则 
watu, —f(z, 1) (f=F/p); 
W060—=0, u|,.,—06; 
uli-o-9(x), ul. = pla). 
让 于 泛 定 方程 和 定 解 条 件 都 是 线性 的 , 完全 可 以 把 % 当 作 w' 和 十 
165 2: Jn, Bp 
: » 232e 


u(z, t) 2u'(2,t) Fu, 1) 
JE4- ud v! 298. 


uj, —a?ut, — 0; uj, —a?ut, =f (2, t); 
u![,.9—0, ul|,.,—0; utl -0 一 0， 3 一 0 
u| imo = ox), uilo tLe). ul | ,-o 一 0， Wil:=0=0, 


容易 验证 , 把 wr 各 的 汉 定 方程 到 加 起 来 确 是 纪 的 泛 定 方程 ， 
FE a fü v! 的 定 解 条 件 琶 加 起 来 确 是 * 的 定 解 条 件 。 于 是 ,问题 转 
化 为 中 和 所 的 定 解 问 题 。 的 泛 定 方程 是 齐 次 的 , w 是 初始 位 
移 和 初始 速度 所 引起 的 自由 振动 , 可 用 上 两 节 方 法 求解 ,我 们 只 需 
BERA 如 的 求解 。 好 是 外 加 力作 用 下 的 振动 ， 它 的 泛 定 方程 是 
非 齐 次 的 ， 初始 条 件 的 数值 则 是 零 。 
(一 ) 冲 量 定理 法 
研究 非 齐 次 的 泛 定 方程 ,如 上 上 面 所 指出 ， 不 妨 认 为 边界 条 件 是 
齐 次 的 ,初始 条 件 的 数值 为 零 。 例如 ,研究 两 端 固 定 续 的 受 迫 振动 ， 


Mis mA tge =f(x, t); (37. 1) 
al z-)— 0, u[,2,70; . 3 (37. 2) 
uli zo—0, u,],2o77 0. (37.3) 


下 面 运用 简单 的 物理 的 推理 ， 把 非 齐 次 泛 定 方程 转化 为 齐 次 泛 害 
方程 。 : 
JEJE UC EE E 7) E (37. 1) 右 边 的 f Ges 1) RR, 作用 在 每 单位 长 
ZER hM Fle, 4) 二 pf(x,t)， 这 力 是 持续 作用 着 的 ， 从 时 刻 
零 一 直 延 续 到 时 刻 上 (时 刻 1 以 后 的 力 不 影响 弦 在 时 刻 1 的 振动 ， 
所 以 不 考 虚 时 刻 以 后 的 力 )。 按 照 (29, 4)， 这 个 持续 作用 的 力 
5 (zt ) 可 以 看 作 许 许多 多 前 后 相继 的 “瞬时 ? 力 。 作 用 在 时 间 区 间 
(rf 十 dr) 上 而 圳 量 为 P(x,r)adr 的 瞬时” 力 可 记 作 
F(z,vr)ó(i — radr, 
XH, 
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pf (s, Daf pf, 8 —0dr. (37. 4) 
Az hERIEE(37.1)-—(37. 3) iR TER ARE MURIS, B mA 
LRA 22 £693 100037. 4), (37.1) — (37. 3) 的 解 也 应 是 
| 洲 时 力 所 引 起 的 振动 vr, t: Tr)ar dk dala S vC t; n) v 
x 5n £ SERE, XXE ER DOLES. r AR], 
u(z,t) = | o, t;r)dr, (37.5) 
Jti olr, tide BERI JJ of Gr, 7)6(t — dc 所 引起 的 振动 ， 
BA TAREE JP EUREN T REIS 


vu 一 922 -—[fG, 1)ó(t —T) (37. 6) 
v].2o70, $].-2,—05 — (37.7) 
v| t07 J, v [ena ™ 0. (37.8)- 


XE FE, T BA AES ARI AY pf c)0(t— rdr 所 引起 的 振动 。 
— E fgg th XE CITAS (37. 6) —(37. 8), ERRA) v 代入 (37.5), 问 题 
ZARI, 
从 数学 上 看 ,把 (37.6) 一 (37.8) 各 式 对 积分 , 即 得 
(frac) ^e (Voc). =f fæ 20 nme. 6s 
EIUS 


(wA. (eol. 
(pem C7 (9L ue. 


4 XR G7. 了 ) 一 (37. 3) 比 较 , Sca fiium | edr. 但是， 当 +<r 时 , BR 


3 efie, 06 — rdr iS doe Hi, o BRAT, 所 以 w=| vdr = f var. x 
就 从 数学 上 请 明 (37.5)。 

由 此 叉 可 甘 到 ,初始 条 件 的 数 征 必须 为 电 如 (37,3), 才 可 用 这 个 方法 
研究 定 解 问题 (37. 6) 一 (37.8)。 直 到 时 刻 + 一 0, WELT 7) 
pfG, :)ó(t —r)ar 
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站 未 起 作用 ,从 初始 条 件 (37.8) 得 v1.2, 970, vlim AER 
问题 (37. 6) 一 (37.8) 就 改写 为 : 


$,,—à^v,, = fCo, TO — 1); (37.6) ` 
v| a050, vl... 70; (37.7) 
v|,.,-9—0, v,1,., 970. (37. 8) 


HERCLE rT—0$ rto (fl 8], BERE ZI of Ce, )00(t— 0)de 
就 企 这 时 起 作用 。 把 (87.6) 对 时 间 积 分 ， 


rt „urte etü 
METRUM j f(x, 050 — dt, 
e-Ü -0 


期 
9,14979,1079 — fCr, 0), 
jy 
VIPNTLIICAAD (37.9) 

(37. 9) 5 IURE VE ERAR, SE EISE HRA Ah JD FU 
AGREE, 

JE 018, 988 7) of (x, 090 — 0d cR ES H8, EE 
BERAK RH. EA = 十 0 作为 初始 时 刻 ,所 以 初始 条 件 应 
JO. 9) 加 以 改写 。 定 解 问题 (37.6) 一 (37.8) 现 在 成 为 


Vis — 80, 70; (37. 10) 
v| -=o 一 0， v|[,-,7:0; (37. 11) 
$|,5,4979, vilimo =f CT; 7). (31. 12) 


Xu IB MEE RELARG WLAT MOREM. RÈ 
AH EELAM | r 二 0( 或 者 简单 些 说 TE EDAM, BU 
JE UM: dux NE S tr. 
iud CO ORATOR Pens um ACISIRE (37.1) 一 
(37. 9) GERAR A PEE ci. Wie 48 PE AIC TÉ OO o SR E 
Wis J of Gi, t) PE — 3 Pli Je bi fa eb Ja 
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pf (z, T(t — dr, 
Whh h ef(c. c) ôl —)dc SERED o(a, 15 v)dr 可 表 为 定 
解 问题 (37. 6) — (37. 8), BREME 2 c-r 0 起 的 自由 振动 , 其 泛 
E BOEJKBS. EHRT ozm dUdAnteok, BRERA 
(37. 5),]R] Bi s i REDE, XX PH ERPRERE RETE. 
例 1 求解 定 解 问题 


X 
v, —a^u,, = Acos T sin o£; 


i 
u.].-070, tsjer =0; 
u|,29—0, wu,1,-9— O0. 
E ”应 用 冲 量 定理 法 , 先 求 解 
9,,—029,, = 0; 


LZ [;-07:0, 9?.].-070; 


9$1,-,..070, vi lie ao Acos T sino. 
参照 边界 条 件 , 试 把 解 v IROTIS (8 o ARE 


olw, 151) 5 S T 5 v) cos TT 


> I. 
把 这 余弦 级 数 代 入 省 定 方程 ， 
2 [r: pe m Jes x 一 0. 
由 此 分 离 出 T, 的 常 微分 方程 
T! 4-2 po. 

这 个 常 微分 方程 的 解 是 

T. (51) A Gr)cos 99 (10) , p (zig 187), 
Dx M ENCI UUEIG E. 
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vls, tsr) 


=5fa. Crosta TE) 4 p, Csin ERD hoogt M- 


58-0 


至 于 系数 ACA BCr) 则 由 初始 条 件 确 定 。 为 此 , 把 上 式 代 入 初 
A fn, 


$4. (z)cos 72 —0, 


LI 


S^B, Cr) cos op Acos T sin or. 
=j 


右边 的 Acos T" sinor BERERA, IG 
% 二 1 的 项 。 比 较 两 边 系 数 , 得 

Alr)=0, Br) A4-L sinor, Blr)=0 (nF1). 
到 此 ,已 求 出 —ÀÓÓ 

(2,57) =A sinor sin ZIET) oos 72, 


按照 (37. 5), 得 出 答案 


u(z, 有 一 f, vG tide o Bone 2 f" snorsinza- Da, 
8 


AI 1 xa TT 
7a agp rnt Af rsinat Joost. 


输 运 问题 , 如 证 定 方程 是 非 齐 次 的 , 完全 可 以 仿照 证 量 定理 加 
以 处 理 。 比 如 , 研究 定 解 问题 


[人 (37. 13) 
Wz| .0 一 0，?4z| :=r 一 0 (37. 14) 
wiizo=0. .. - (37.15) 
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tok ROBibBe fir, D RH, msg dr Ku Em 热源 强度 为 
cpf(z, 卜 。 这 热源 从 时 刻 零 一 直 延 续 到 上 时间 6 OTI 2 DUI SÀN 
源 不 影响 时 刻 上 的 温度 分 布 ,所 以 不 考虑 时 刻 上 以 后 的 热源 )。 按 
Bg (29.4)， 持 续 的 热源 可 看 作 许 许多 多 前 后 相继 的 “ 盟 时 ”热源 
epof(zr)6( 一 r)dr fm. REAME, (37. 13)—(37. 15) 
HOARE XC WERT PR D 22 n8 6 d Jr, 


ulg, t)= | o, t5 cde, (37.16) 


Hah ole, £;c)dr 是 降 时 热源 cpf(z, r) rdr BEER IE 
分 布 , 即 


vao, fr 2)o(t — 0); (37.17) 
v.e 0, 21.276 (37.18) 
Vleg 2 (37.19) 


HB, EIA RREA eof Cz, 00 一 r)ar 所 造成 的 温 
座 分 布 。 一 旦 人 解 出 定 解 问题 (37.17) 一 (37. 19)， 把 来 得 的 v 代入 
(37. 16), 问 题 就 完全 解决 。 

Pa 5 一 0, 明 时 热源 尚未 起 作用, 从 初始 条 件 y|,=o=0 得 
2| ce:-0 二 0， 定 解 问题 (37. 17) 一 (37.19) 成 为 


bi— av, = fo, relr); (37.17) 
v.1,25770, v, lze: =0; (37. 18) 
Vi,2,-9—0. (37. 19) 


考察 从 z 一 0 | rto 的 时 间 ， 有 瞬时 热源 cpf, r) 一 ro 
就 在 这 时 起 作用 。 把 (37. 17) 对 时 间 积 分 ， 


+ 十 和 2o r+0 r+0 
| 20 gr -«| o, di =| f(x, 5 rdt, 
1—0 93i rb x-0 


即 得 


Djim = firr) (37. 20) 
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(37.20) 的 物理 意义 是 骨 显 的 ， 在 瞬时 热源 或 者 说 脉冲 热源 作用 
下 , 温度 分 布 改变 为 了 (zsr)， 

从 时 刻 £470 起， 阴 上 肝 热源 cp 了 (x,r)6(t 一 r)ar 不 再 起 作用 ， 
泛 定 方程 成 为 齐 次 的 。 但 这 是 以 z 十 0 作为 初始 时 刻 , 所 以 初始 条 
件 应 根据 (37. 20) 加 以 改写 。 定 解 问 题 (37. 17) 一 (37. 19) 现在 成 
为 


v, —aw,.=0; (37.21) 
9.1;-0—0, v,l,2,770; (37.22) 
|o f(z, 1). (37.23) 


这 个 定 解 问题 的 泛 定 方程 是 齐 次 的 , 可 按 上 两 节 方 法 求解 , 只 是 要 
EE LRT EMRA tr. 
例 2 求解 定 解 问题 
u, — au., = Asinot; 
”20 =0, ls=i = 
w|ic0=0. 
解 ”仿照 冲 量 定理 法 , 先 求解 
v,—a?0,,—0; 
Valena =À, v,],-, 70; 
v!,-,,9— Asinor. 


参照 边界 条 件 , 试 把 解 v HEJT 25 (81g Up coL 


v(z,0;v) — > Tt;r)cos ner, 
各 E 


dex A Eam EEDT, 
"og 2,242 
zr. Ther jos =0. 


ib BUB T BT C RE 


+ 219 ef 


437 2 
T; 9 pp, 


这 个 常 微分 方程 的 解 是 


LI 
E o (t0 


T.(i;v)—O,(r)e € ; 
XX FE, RE o D RECIBIR 
vx, tyr) = Eory em coste. 


至 于 系数 CC) 则 由 初始 条 件 确定 。 为 此 ,把 上 式 代入 初始 条 位，- 


2 20. (1)cos 77 — Asinor. 
fi-0 


右边 的 4sin or 也 是 傅 里 叶 余弦 级 数 , E XU ROO n -0 的 
项 。 比 较 两 边 系 数 ,得 00 
Oofr) 一 4sinaor，C(r)=0 (n3:0). 
$836, ERIH vC, tsr) 
| »(2, t; r) 2 Asinoc 


按照 (37.16), 得 出 答案 


u(z,t)— [ vr, tide A sinordr 
-0 0 
| -4a cosoft). 
(二 ) 格林 函数 法 

以 上 是 把 持续 在 时 间 中 的 外 力 或 外 源 看 作 许 许多 多 前 后 相继 
的 虐 时 力 或 瞬时 源 。 我 们 还 可 以 把 这 观点 再 推进 一 步 ， 又 把 连续 
分 布 在 空间 中 的 外 力 或 外 源 看 作 鳞 次 栅 比 排列 着 的 许 许多 多 点 上 

,的 作用 力 或 点 源 。 这 是 说 
fo, = 人 fmDa(z 一 8580 一 mac (37. 24) 
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4 PS E t 3 f SEE REED IRI RMCIEUA, EEE E 和 时 刻 + 的 
Fh o9(z— £)6(t —7)d£dr 所 引起 的 振动 Ge, 15 E, v)dEds 的 
定 解 问题 是 | 


G,,—a'G,, -ó(z— £)ó(1— 7) (37. 28) 
8|.-070, G|,-,—0; (37. 26) 
G|,o70, Glio=0, (87.27) 
这 个 定 解 问题 可 以 转化 为 


Gua 一 0; 
Go=0，dj. 一 0 
1,254070, G, Lie oA (a£) 
而 解 出 。 作 用 在 一 个 点 上 的 瞬时 为 所 引起 的 振动 ， 亦 即 定 解 问题 
(37.25)—(37.27) 的 解 G， 叫 作 两 端 固定 弦 受 迫 振 动 的 格 灯 男 
数 。 一 旦 解 出 格林 函数 ,根据 委 加 原理 , 参照 (37, 24), 就 可 求 得 任 ; 
意外 力 了 F(x,t)=pf(z,t) 作 用 下 的 受 迫 振动 M 


uz, 0) = fp ofüesec node. (87.28) 


拿 两 端 绝 热 杜 的 热传导 问题 来 说 ， 作 用 在 点 # 和 时 刻 c 的 瞬 
时 热源 cp6(z 一 8)6(t 一 rjdsdr 所 引起 的 温度 分 布 G(x, 1; E, v)dEde 
.的 定 解 问题 是 l 


G,—o'G,, —0(z—4£)ó(1— 7); (37.29) 
Q,|.-o70, G,],-,—0; (37. 30) 
G|,-o--0. (37. 81) 
这 个 定 解 问题 可 以 转化 为 


G,—a?0,.—05 
e, | 。-o 一 0， Q: | ami =0; 
Gl, ..9ó(z—£) 


而 解 出 。 朋 时 点 热源 所 引起 的 温度 分 布 , 亦 即 定 解 问题 (37, 29) 一 
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| €7. 20 ff G, n AX HAT SR E de E. — EUREN 
(3 ARCU LER, BIR (37.24), bur RRRA FG, t= 
epfG, t) 所 引起 的 温度 分 布 
uS Pa | FEDA £8, dear, €37.32) 
E IMRTEFRRCESNEDU 1, 8n 


YvYX. . 
wu, — U, — Acos 7: sin ots 


1 
ujio, leaa 
fo ERRERA GUo, 1: 5,0. 
G,,—a 0, (x EIN 
(20 8,1. —9, G.lu-o0; 
Glat, Gijan 
i 这 个 定 解 问题 可 转化 为 
GAG 0j 
G,|,29—-0, G,1,.,—0; 
Gl,-,4970, G limao 7 3(6— E). 
CRUCE E ORI UE BR LR PERS TREES OEC 
G(x, 1; 5,7) — Ij (£, r)oos EG 2 


neg 


- 


i 


系数 ACE O T BA 0 B R RIENE. agb ERRA i 
条 件 ， 


-BVS, Diatr D astra, 


IMs 


AES nae 
chié 120877 229, 


#0 ; 


=- BBdE 0) 7e so SE P? -ó(r— 2 


n=l 
` 


"e 2227 


把 右边 的 6(«—£) AUREIS T ERR CHACO, 


ó(x—£)- iig S d s 


于 是 , 比较 两 边 系数 ,得 。 
4,(8,7) =—0, Blt) = 


到 此 , 已 求 出 格林 国 数 
G(z, t5 £,v) 


cos 17$ (n0). 


=1 (1—:) EE SO gis TAUTE eos tT cog TT 


按照 (37. 28), fti s 
H 
um =| [ofi noct dédr . 


1 
zd i f (t—r}d cos zE 一 sin orcdEdr dom 2 x d oo 
i o J i-o EN H 


1 t ] 
«| | cos 75 uin cor sip 0G — " 
r-Ü v 1-0 


n * [fi 
2A 53 ES cos] cos 7$ oos ATE E 
"a xi R t £zÜ l i 


[1 
A RnaG T 
x | sin orsin TAUT, 
rm) 


对 5 的 积分 等 了 于 零 ， 除 非 = 一 1， 对 于 ?=1， 这 个 积分 等 于 11/2。 


CT DES E sint 5 z Ds 
+=0 
A _ 1 p Tab aa ag 
=a oa adf: (osin 1 i sinot eos, 


Q4 用 格林 函数 法 重 解 例 2, 即 
245 € 


t, — au, = Ásinot; 
u.laeo m0, ts | 10; 
u],-o0. 
解 ” 先 求 格林 函数 GG, té T), 
G,—a?8,, -Óó(z— Elt —1); 
6G. 1,9770, Golam 0; 
G1, 295-0. 
这 个 定 解 问题 可 转化 为 
G,—2/G,,— 0 
G,1,20—0, Gajan 70; 
G| imo =Â É). 
Sung mde EE TURA R ARIES T RIER, EE. 


naang bar) 


os T9. 
a 


G(z,t;$,v) 一 5u, 《ET)e 


5-0 


系数 CC, r) 由 初始 条 件 确定 。 为 此 , 把 上 式 代 人 初始 条 件 ， 


S26. noos "=S E). 


n-0 


把 右边 的 -ERFAREN RERA, 


ó(x— é) =2 5 des IE os MEE ER 


mô i 
乎 是 , 比较 两 边 的 系数 , 得 
C S, r) go. 
到 此 ,已 求 出 格林 函数 


Q(x, 6; É, 2-25 x e EXE "cog TE oon tT 


a 244 。 


按照 (37,32), 得 出 答案 


F 


uem Si foa oat 


E u*xia?t t ET i 
MERC con S e P emordr| _ d 


HE RRS SFE, RAE n=O. 对 于 %=0, 这 个 积分 等 于 1, TE 


u(z,i)— Af sin oris - A — cos&ot). 
" 0 . 


(m) 傅 里 叶 级 数 法 

跟 齐 次 证 定 方程 的 定 解 问题 一 样 ， 非 齐 次 认定 方程 的 定 解 问 
,是 也 可 用 傅 里 时 级 数 法 求解 ， 就 是 说 ， 把 所 求 的 解 展开 为 傅 里 叶 
级 数 


u(z, t) 2 T,X, a). 


2 T AGUEE2PIERAY ES TG) 的 常 微分 方程 ， 这 个 级 数 展开 的 基 
ERN 了 《zx) 应 当 是 相应 的 齐 次 泛 定 方程 (不 是 所 求解 的 非 齐 次 
方程 ) 在 所 给 边界 条 件 下 的 本 征 函 数 。 

例 5 用 全 里 时 级 数 法 重 解 例 1 即 


mx 


Us | 22970, wsl s=1= 93 


t, — Oss — Ácos sin ot 
4) :=0=0, Wl so=0, 
解 级 数 展 开 的 基本 函数 应 是 相应 的 齐 次 泛 定 方程 4% 一 ，! 
44 二 0 在 所 给 边界 条 件 %| -0 一 0 和 ,|,-: 一 0 下 的 本 征 函 数 .我 


们 已 经 熟悉 这 些 本 征 函数 , 它们 是 cos 2777 (% 二 0,1,2,…)。 这 样 ， 


«245 >j: 


TRU P of 05 CR TEOG P3 HB IH Rc RRA 


u(x,1)- eG )eos E è 


&e0 


ETERNA UE 


Ex cer |. *OZ BE Acos T7 sin cot, 
= 


a 这 提示 我 们 把 右边 电 展 开 为 侍 里 叶 余 

ERR EA, Ada eRAETO BU ASESRÉERG, ， 它 只 有 一 个 单项 即 

n=. TE V5 PAIN EG BUB T 抽 的 党 微分 方程 
TUS, = Asinot, Tr PE =o TELS 


又 把 gz, 0 0 RU cR E RADARE, ETOO 的 初始 
条件 
T,(0)—0, T,(0)--0 
到 (六 的 常 微分 方程 在 初始 条 件 TO) --0, T0) «0 下 的 解 是 ( 参 
看 $ 27 习题 6 的 答案 ) 


1 
Ti) A aer (o osi — £ sin or), 


T.(£)-50 (G1). 
这 梯 , 所 求 的 解 是 


. AA ZA, j 
ula, i) 一 osin Zt ain or)cos TE, 


1 
aom l i 
' WE JH np X EGER REDI 2, i 
vu, —a?u,, — Asin ots 
Ws lseo™0, tsje =03 
ls0=0. 
解 ”级 数 司 开 的 基本 函数 应 是 相应 的 齐 次 泛 定 方程 2 一 42w%。， 
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=0 在 所 给 边界 条 件 we.-o=0 M 9,1, 70 下 的 本 征 函 数 。 我 们 
已 经 部 荡 这 些 本 征 函 数 , 它们 是 cos 7. (0—,1,2,8-). RE, 
VC ERAS MEET 218 EN EZ ie 


eo 


uto, ) — - T.C) cos A. 
Row i 
EE 
T 2g ha? i 
MEALS Jem ipia 
MAS 


dex Je E np EAR, KERRIER LERI AA RRI 
(X. Mohr E TIER RR A, FUR T AEH =t 
(jJ), PAS Eo FE MS E e vs TOO 前 党 微分 方程 


2 2 
Ti = Asinct, gg Te 人 一 0 mE). 


AGE uGz, 0) 的 重 里 时 余 落 级 效 代 和 初始 条 件 ， 得 了 .Ci) 的 初始 
条 件 


T.(0) =0. 
了 《的 常 笋 分 方程 在 初始 条 件 TOO =0 下 的 解 是 
Ty 0)— L0 — eosot), T.(0)—0 (nx:0). 


这 样 , 所 求解 是 


uls, t) =á — cos oi). 


PWET SUUS EROR HE ER CHR, UD E2034 A FI HEC 
F, 伟 里 叶 级 将 法 仍 可 下 接应 用 。 
《四 ) ined 
泊 松 方程 Aw=f(z,y, s) 可 说 是 非 齐 次 的 拉 普 拉 斯 方程 。 泊 
。237 。 


松 方程 ORBIS S) 属于 稳定 场 即 不 随时 间 而 变 的 场 , 显 
然 不 适用 冲 量 定理 法 。 

格林 国 数 法 是 可 以 用 的 , 但 格林 畏 数 不 能 借助 冲 量 定理 求 出 。 

在 无 界 空间 中 ,没有 边界 条 件 , 泊 松 方程 的 格林 函数 倒是 很 容 

易 求 出 的 。 例 如 ,三维 泊 松 方程 的 格 灯 函数 GG y 2i 5 m OE 

Ay8 2ó(x—£)ó(y—1)0(2—- £). (37. 33) 

拿 这 方程 跟 (31, 44) 对 照 就 知道 ，G JE te RC m Oo 而 电量 为 一 e6 

的 点 电荷 周围 的 电场 中 的 电 势 。 这 电势 是 读者 在 电磁 学 中 所 热 悉 


anabi JOTO ATE 
; (37. 34) 
又 如 ， 二 维 治 松 方程 的 格林 函数 满足 
AG —ó(x—£)50(y—). 
这 是 在 点 (5 四 而 电量 为 一 eo 的 点 电荷 周转 的 电场 中 的 电势 。 不 
过 ,二 维 空间 (23 平 面 ) 中 的 点 电荷 ,其 实 是 东 3 方向 的 线 电荷 。 
”里 ， 线 电荷 的 线 密度 (单位 线 长 的 电量 》 为 一 so， 线 电 荷 周围 电 场 


ee 
1 


G(s, yé n) -— ED TO (37. 35) 
ERR E LUN 
条 件 ， 求 泊 松 方程 的 格林 函数 却 要 UA 
Y d INL 


例 7 Moo Yos Ze) JE ER PB 
一 点 (图 650, AREAS e S 
国 数 GG, y, 2330» os £o)» 
< 248 o 


AG —ó(2— ro) (y — yo)ó( z — 202, 
要 求 满足 边界 条 件 : 在 球面 上 ,G 为 零 。 
解 ee e (37.34) 给 出 , 即 


Eyy Aure D RD RM, 


y, 2) f MoCxo, go, e Ir 一 rel 则 是 它们 之 间 的 距离 。 但 是 ， 
这 个 无 界 空间 的 格林 函数 显然 不 满足 本 例 的 边界 条 件 ， 因 而 需要 
修改 。 修 改 的 办 法 是 加 上 某 个 适当 的 调和 函数 〈 拉 普 拉 斯 方程 的 
解 )。 : 

所 求 的 格林 函数 相当 于 接地 导体 球 内 的 电势 ， 在 球 内 的 点 m 
放置 车 电量 为 -e 的 点 电荷 。 参 看 图 65, OM, 向 球 外 延长 到 
At MM, 点。 研究 型 点 在 球 画 上 例如 在 户 点 的 情况 。 人 OP 机。 和 
AOMP 具有 公共 角 和 POM,， 和 如 果 肝 1 Aik TRAE ro:6=4: 7i 
(a 是 球 的 半径 ) UM AOP M, PRAOM,P 相似 , 从 而 
1 1.1 


axs [rori] 


G(X, y, 2539, Yos 29) = — 


LIIS - To a 
因此 ,设想 在 点 2 放置 符号 相反 而 电量 为 afrs Fo ii RD 
两 个 点 电荷 的 电场 中 的 电势 在 球面 上 是 

1 1 a 1 1 


二 一 ro | 


[r-r i 8 —0. 
-去 TERT I\lr—ri| To 


正好 满足 本 例 的 边界 条 件 。 
这 个 设想 的 点 电荷 叫 作 电 像 。 点 Mo 处 的 点 电荷 和 它 的 电 像 
的 电场 的 电势 


or TERENE SORR. 281 1. 
grin )u 4z |r—ro! ta dx Ir-r | (87.36) 


1 o 1 
An Vær) yo F (a zo 
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a l i 
To 42 A (一 056o/ 13) (I a go] r8) 4 (2 aimi) 
BS Mo y) BIS 5 ( 仍 参 看 图 65) ARHI 
Te Fi PEREC GG, Y3 To, 0)， 
AsG =6(x—z0)6(y ~ yo), 
ERREA R At: fEEUM EG Jy, 
解 ” 这 个 问题 也 可 用 电 像 法 求解 。 
EALER Molo gs) 联结 并 延长 到 型 ,使 pi 二 a2/ pi, 式 中 
01 和 oo 分 别 是 型 和 于 EB ILLO RS FR ES, a 则 是 区 的 半径 。 这 盐 说 ， 


点 AM RE n= aros Sd, Ra MISI, 在 点 天 ,放置 点 由 
EGIT TIASEULLDA LI Gm T 
位。 计 及 电 像 ， 电 场 的 电势 即 为 所 求 格 林 函 数 G， 注 意 到 二 维 空 
EIC E LE EE TII, 

1 1 


Gr, Yi Xo yo) = — -去 PT FM [tac rrr] tan, 
ELE av CEP Eg? 
2n "ww aaao] pit QI — —aiyo/ p) 
(87.37) - 


RARP RIT. 36) UE, rp Si i Pré LAE MERI, 可 以 
138 5 ska] — 115 26, CF 3T) LS EE E D 8 OR 


求 得 基 种 齐 次 边界 条 件 下 的 泊 松 方程 的 格林 国 数 之 后 ， 园 一 
边界 条 件 下 的 泊 松 方程 Aw= 玫 的 解 就 可 用 格林 函数 和 党 出 ; 


p y 2)= F TFC» go GG Y, 2380s Yo dd CER, 
uta, y) o [ PG GG pito Odds CAD. 


(37.38) 
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从 (37.36) 和 (37.37) 可 以 知道 , (37.38) 中 的 积分 计算 一 般 说 来 是 
很 繁 的 。 下 面 让 我 们 介绍 睛 为 实用 的 特 解 法 。 

求解 泊 松 方程 Aw=f， 先 不 管 边 界 条 件 ， 任 取 这 泊 松 方程 的 
一 个 转 解 w 然后 令 % 一 ?十 纪 这 就 把 问题 转化 为 求解 w, fg 5w- 
z ÁAu— v= Au— f —0, XX IEEE 08 675 Rl ze oer WO ER. dE 
一 定 边 界 条 件 下 求解 拉 普 拉 斯 方程 是 $ 36 研究 过 的 问题 。 

WI EARR 上 求解 泊 松 方程 

7 


u[ 27:6. 
1 2 1 2 一 
E 先 设法 找 一 个 特 解 。 显 然 , A( 了 2 )=a A279 )=0 
为 对 称 起 见 ， 取 atto). Xo A(bost) es (oor! )= 
—by. 这样 ,找到 一 个 特 解 
22 Tn eb " )e dpt Gg? )G*—-y^) 


285, 5 4 
=T’ i2? co82g. 


A 
二 外 Fw d pcos2o +w, 
就 把 问题 转化 为 如 的 定 解 问题 ， 


ue. 


-c og bg 
wlr =C rid 15? cos2q. 


在 极 坐 标 系 中 用 分 离 变 数 法 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 一 般 结果 见 . 
《36.69) 其 
wp,p)=00T+ Dino + > (A, cosmg 


mal 
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T B,sinmo) (Co HD. 。 


w 在 贺 内 应 当 处 外 有限。 但 上 式 的 me 和 1/7o" 在 圆心 为 无 限 大 ， 
所 以 应 当 排 除 , 就 是 说 ，Do=0,D。, =0， 于 是 ， 


w(p, 9) — 9 (Ascosmg +Basinmp)p™. 


mm 


把 上 式 代 人 边界 条 件 ， 


ee . " a b 
S> Á,cosmqg + B, sinng)"—c -TB E eose. 


mej 
比较 两 边 系数 ,得 
Aye AR, Ap -~ m, An =0 (m+40,2); B, —0. 


u=04Hw=t 十 二 (02 一 B2) te —R?)cos2g. 


E? 题 
. 1， 两 端 固定 的 弦 在 线 密 庶 为 of (o, 0 m p (D sinot 的 横向 力作 用 
下 振动 。 求 解 其 振动 情况 。 研 究 共 振 的 可 能 人 性 , 并 求 共振 时 的 解 。 
2. 两 端 固定 咏 在 点 we 受 谐 变 力 of (1) 二 pfosin@t 作用 而 振动 ， 求 解 
振动 情况 。[ 提示: 外 加 力 的 线 密 庶 可 表 为 pf(x,1) — pfosinotó(z—2x).] 
3. JHMF, SER fr CS REOS RE, XBEL TRES S ET, SER EUR 
FL n HE 25 3E BE 9 p ELE TERCERA 试 解 线 上 温度 变化 , 设 初 始 温度 和 两 
ids EAD ES HE, 
4. EAR ca 上 求解 Aum —4 边界 条 件 是 x|p-s 0. 
5. EMR p<a 上 求解 Au= 一 xy, 边界 条 件 是 [uem 0. 
6. FEER arca, —b/2«y«-b/2 ERR u= -2, He 在 边界 
上 的 值 为 零 。 
7. PJEABIETA O-—m—a, —b/2-4-cb/2 LRR Auc rty, H u 在 这 . 
Lair 
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第 十 一 章 “分 离 变数 ( 传 里 时 积分 ) 法 


上 一 章 用 分 离 变数 法 求解 有 界 空间 中 的 定 解 问题 ， 得 到 的 解 
是 传 里 叶 级 数 形式 的 。 本 章 用 分 离 变数 法 求解 无 界 空 间 中 的 定 解 
问题 。 从 有 界 空间 转 到 无 界 空间 , 传 里 叶 级 数 转化 为 傅 里 旺 积分 。 
Dist, 本章 叫 作 分 离 变数 ( 传 思 叶 积分 ) 法 。 


§ 38， 齐 次 的 泛 定 方程 


无 界 空间 中 的 分 离 变数 法 基本 上 局 于 有 界 空间 。 但 由 于 没有 
边界 条 件 , 也 就 不 存在 本 征 值 问题 ,对 分 立 的 本 征 值 求 和 应 代 之 以 
对 连续 参数 积分 。 

例 1 达 朗 伯 公 式 。 在 一 维 无 界 空间 中 求解 

E T 
8| som pls), w|.-o— $2). 
R ”以 分 离 变数 形式 的 试探 解 
ux, 1) - X(2)T(0) 


ICA TE 2) 88,08 
XT'—a*X"T—0, 
用 XT 饥 除 各 项 即 得 
P x" 
eT X 


两 边 分 别 是 时 间 # MER c 的 函数 ,不 可 能 相等 ,除非 两 边 实际 上 
是 同一 个 常数 。 把 这 个 常数 记 作 一 4， 


é 253 。 


这 可 分 离 为 关于 全 和 关于 闵 的 方程 ， 
T".- Aa?T —0, 
X" AX -—0. | 
Japer xia. 逐一 -考察 4<0， 4=0 和 4>9 三 种 可 
能 性 。 
(D 1 一 0. HE X" - AX —0 的 解 是 
X() —C,e7?* C; 77, 
Farto, 这 个 解 -co 因此 ,14 一 0 的 可 能 性 应 排除 。 
Q 1-0, 方程 X" AX —0 的 解 是 
(o X(æ)=Cs+ 0. 
Tasto, XARI. Wb, A—O 的 可 能 性 也 应 排 
除 。 PH s 
@@ A0. IE Agkig E o, 7; £2 X" AX 0 BU X" po? X —0- 
的 解 是 
. X(2) 2€,6/** -C,07** (770), 
即 
X(x) —Ce'** (o WER). 
由 于 没有 边界 条 件 ,@ 的 值 不 再 限制 为 某 些 分 立 的 数值 (本 征 值 )，- 
可 取 任 意 的 实数 值 。 
关于 人 工 的 方程 ?十 A442:T=0 妈 TT" 十 w?92T=0 的 解 是 
P(t) = Ae'**' - Be^iv*', 
这 样 ,分 离 变 数 形式 的 解 是 
u(z,t5 0) — A(o)e'«**9 Beajet, 
Xm onmi. —MELEGEMHBOnRUPL 
u(z, t) = [Aloette Be -eld 


为 了 确定 ACo) f BC), 把 上 式 代入 初始 条 件 ,得 
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f. taco) - Btoe' do e(2), 


| ioa A(o) — B(o) ]e'**do — $(2). 


ZR UB aZ) X TR RICHIE XU p) 和 vn) 也 展 为 傅 
BHR RAER mA, 知 
| ACo) 4 B(o) 29(o), 


ACo) - B(o) 一 Elo), . 


Appl) $0 (o) 分 别 是 pCw) $n eG) 的 傅 里 叶 变 换 式 。 册 此 
解 出 


is Po +E 15 Co), 
TETEE 


9(o0)— (0). 


这 样 , 所 求 的 解 是 
ulg, i) 


= 二 | eveeno d - [ascen lei 
ex xov =i hende iD [E7] eí**do, 
据 传 里 叶 变换 的 延迟 定理 (05 $28), PRELE- DAET. 
分 别 是 了 9(z+ag 和 了 p(z--ab。 于是， 0 


ulz, t) -l(Gan 4 9G-—21)] 


2 | Foe ento 


-f I LS conecte]. cerdo, 
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-按照 (28. 18), LU Co) JF BR A TRE BUY 


vG)-|' eat (zo 是 积分 常数 ) 
的 博 里 叶 变换 式 V (o), WR, 
uls, t) - ierat) p(s—at)] 


| «gj. LP (Oeo 
-Af UP oee jeitdo, 
根据 傅 里 时 变换 的 延迟 定理 , 上 式 即 
ulz, t) 一 于 [Lp(z 二 at) +ol(s—at)] + LV Gat) - V (2-23 


zn u 1 x+at 
=lat) + p(a—aD e; [7 Ed. 


这 正 是 达 朗 怕 公 式 (34.6)。 
例 2 求解 一 维 无 界 空间 中 的 扩散 问题 即 
u Ws =À, 
V] imo = plr). 
解 以 分 离 变数 形式 的 试探 解 
| ula, 0) - X (YT (1) 
代入 省 定 方程 ,得 


XP —aX"T=0, 
MAXIT 遍 除 各 项 期 得 
T X” 
aT XC 


两 边 分 别 是 时 间 tS ds x 的 函数 ,不 可 能 相等 ,除非 两 边 实际 上 
是 园 一 个 常数 。 把 这 个 常数 记 作 一 2 
* 2567 ' 


这 可 分 解 为 关于 外 和 关于 互 的 常 微分 方程 
T+ o'a!T --0, 
X" t o?X-—0. 
从 这 两 个 方程 解 得 
X-0e!*, T— det, 
所 以 分 离 变数 形式 的 解 是 


u(z, £50) — A(0)e7*' tetur, 
式 中 避 可 取 和 任意 的 实数 信 。 一 般 解 是 线性 又 加 妈 积 分 
ulz, om [ aciecnmetnndo. 
为 了 确定 A(o), 把 上 式 代 人 初始 条 件 , 得 
[^ A(o)e'*tdo- p). 


左边 是 傅 里 叶 积 分 , 这 提示 我 们 把 右边 的 eo) 也 展 为 傅 里 叶 积 - 
Ar, 然后 把 两 边 加 以 比较 , 知 4(o) 正 是 p(w) 的 傅 里 叶 变 换 式 ， 


A(2) | peeneid, 
这 样 ,所 求 的 解 是 
az,t)=[ e| rs a a. , 


引用 定 积分 公式 | ertet do- Tum [参看 附录 七 的 
(CJ 可 把 所 求 的 解 表 为 
ua 有 =| ore a. 


9)3 限定 源 扩散 。 半 导体 扩散 工艺 的 硼 , 磷 扩散 是 锡 扩 散 ， 
杂质 扩散 深度 远 远 小 于 硅 片 厚 底 。 研 究 杂 质 穿 过 硅 片 的 一 面向 里 
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扩散 问题 时 , 完全 可 以 不 管 另 一 面 的 存在 ,把 硅 片 看 作 无 限 厚 ， 虽 
然 实际 上 还 不 到 一 毫米 厚 。 这 就 是 说 ， 把 建 片 的 内 部 当 作 半 无 界 
空间 。 在 限定 源 扩 散 中 ， 是 只 让 娃 片 表层 已 有 的 杂质 向 硅 片 内 部 
扩散 , 但 不 让 新 的 杂质 穿 过 硅 片 表面 进入 硅 片 。 这 里 , 所 求解 的 是 
EERE xz>0 中 的 定 解 问题 
Wi— at, =0, 
tr rm0 =0, 
u| mo = $49(z—0) (x0), 
共 中 o. 是 每 单位 面积 硅 片 表层 原 有 的 杂质 总 量 。 
解 ” 没有 杂质 穿 过 硅 片 袁 面 即 ijt 是 第 二 类 齐 次 边界 
条 件 。 读 省 已 经 热 悉 ,这 种 边界 条 件 意 味 着 惕 延 拓 , 即 求解 无 界 空 
:山中 的 定 解 问题 
u — 8 u, = 0, 
X m 3 A (270), 
dÓ(z--0) (x<0). 
这 个 初始 条 件 其 实 也 就 是 由 ,= 一 2@o8(z)。 这样, 问题 成 为 
i — aa, , 0, 
ul =0= 2450(2). 
引用 例 2 的 结果 , 得 到 答案 


pue NC 
ODE DA 5 卫生 ht 
dus $, 2 (stan 
qv 0 VA 


RR 7e" 的 数值 有 表格 可 查 , 参看 附录 八 。 


Fd 66 描画 了 杂质 浓度 Mz,t) 在 硅 片 中 的 分 布 情况 .曲线 工 对 
ETARE A, iR 2,3,4 依次 对 应 于 越 来 越 迟 的 时 刻 。 杂 
质 浓度 趋 于 均匀 的 趋势 很 明显 。 每 根 曲线 下 的 面积 都 等 于 Bo, 这 
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反映 了 杂质 总 量 不 变 。 每 根 曲线 
在 限 纵 轴 相 交 处 的 切线 都 是 水 平 
的 , 即 硅 片 表面 的 浓度 梯度 为 零 ， 
这 反映 了 没有 新 的 杂质 进入 
kk. 

例 4 恒定 表面 浓度 扩散 。 
在 恒定 表面 浓度 扩散 中 ， 包 围 娃 
片 的 气体 中 含有 大 量 杂质 原子 ， 图 66 
它们 源源 不 断 穿 过 娃 片 表面 并 向 桂 片 内 部 扩散 。 由 于 气体 中 杂质 
原子 供应 充分 ， 娃 片 表面 杂质 浓度 得 以 保持 某 个 常数 Ne， 这里， 
所 求解 的 是 半 无 界 空间 E2805 中 的 定 解 问题 


u,—3^9,, —0, 


[2] * 


uamo =No, 
ul :0=0. 
E 首先 应 把 非 齐 次 边界 条 件 化 为 齐 次 的 。 为 此 , 令 
ur £) = Not wG, t), 
就 把 % 的 定 解 问题 转 化 为 ww 的 定 解 问题 
waw, 一 0， 
和 om 
$|.-o—u|.-9— No— No 
这 里 是 第 一 类 齐 次 边界 条 件 。 污 者 已 经 熟悉 ， 这 种 边界 条 件 意 味 : 
着 奇 延 拓 , 即 求解 无 界 空间 中 的 定 解 问题 
w,— w, — 0, 
— Ny (0270), 


LEN (z«0). 


引用 例 2 的 结果 , 得 到 答案 
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wa, Df mais maf. Ny 针 ， d£ | 
在 右边 第 一 个 积分 中 令 ? 一 (2 一 引 /2awW t dz —dEI2a/ t i (s 
边 第 二 个 积分 中 令 z 三 (5 一 2)/2avV ,ds 二 颖 /24V t. Fi 
了 729 下 


EN N, -:333, No f. EU 
wlr, i) = zi e^*'dz V sonet dz 


N z/ Ja, : 


-3/20 T 
由 于 被 积 范 数 是 惕 图 数 , 所 以 
" N 2 x/9a/€ -3g 
wla, t) = — 7 zl. eda. 


ke 7 ede 叫 作 误 束 函数 , 记 作 erfz, 它 的 数值 有 表格 可 
查 ,参看 附录 八 。 这 样 ， 


w(x,1)- —Nett( 7). 
所 求 的 解 


u(x, 4) =No tolr, #) =m 1- eit (2,57). 


1 一 erfz HERRY AA (error function complement), jE 
-etfe z.. 这样， 


ulz, t) sert e( 7): 

Fg 67 描画 了 杂质 浓度 uw(z,i) 在 
硅 片 中 分 布 情况 。 曲 线 1 对 应 于 某 个 
较 早 了 时刻 , 曲线 2 对 应 于 较 迟 时 刻 , th 
. 线 3 对 应 于 又 迟 一 些 的 了 时刻。 杂质 浓 
庶 赵 于 均匀 的 趋势 很 明显 。 如 果 扩 散 
持续 进行 下 去 ， 浓 度 分 布 最 终 将 为 常 图 67 
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数 No 如 图 中 虚线 所 示 。 

例 5 地 球 表 面 的 温度 经 常 作 周 期 性 变化 (年 变化 ,日 变化 )。 
由 于 热传导 ， 地 面 以 下 的 温度 亦 必 随 着 作 周 期 变化 。 自 地 球形 成 
以 来 , 几 十 亿 年 已 经 成 为 过 去 。 天 长 日 久 , 地 球 初始 温度 分 布 对 这 
里 讨论 的 问题 来 说 , 实际 上 已 没有 音义。 因此 , 这 是 没有 初始 条 件 
的 问题 。 

为 简单 起 见 ， 把 地 面 看 成 平面 , 地 球 深度 当 作 无 限 ， 把 地 表 
温度 的 年 变 或 日 变 当 作 谐 变化 4coswt。 问 题 是 在 半 无 界 空间 x 
0 中 求解 

u, — 0u, = 0, 

uf a= dete, 
为 了 计算 的 方便 , 边界 条 件 中 的 4eosot 即 ARee'** BRT Aes, 
这 就 必须 约定 , 在 算出 的 最 后 结果 中 也 应 取 它 的 实 部 。 

解 ” 可 以 预计 各 处 湿 记 都 作 同一 频率 的 周期 变化 。 这 是 说 ，. 

地 而 下 的 温度 uz, 8) 可 以 表 为 
u(z, £) 2 X(x)e!*', 
把 上 式 代 人 泛 定 方程 得 到 常 微分 方程 
a? X" —ioX —0. 
这 个 常 微分 方程 的 解 为 | 
Xs) - Ce VET 二 Cao- VET, 
Hp 
AS men = uk = cos +i sind n T ET 
所 以 
X(a) =0 eVe eis aui p y eor STER pois ufo. 
Tue, 上 芭 右 边 第 一 项 >se， 可 见 这 项 应 排除 , 换 名 话说 , 应 取 
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179. 于 是 ， 
u(z,t)- = 0e d Ius eiv orio tiat, 


"T". 知 C2= A. 这 样 ， 
u(z, E) = Aet TTET gitet- 7E, 


XH. - e 
u(z,0) = Ae * ece(ot— 2 


从 这 个 答案 可 以 看 到 : 外地 面 下 温度 变化 幅度 随 深 度 % 的 增 

加 而 依 指数 律 e-*"3” 变 小 。 名 幅度 变 小 的 指数 律 跟 周 期 有 关 。 

温 座 变化 周期 越 短 , 幅度 随 深度 变 小 得 越 块 。 根 据 实测 的 心 c 和 Pp 

推算 ， 深 度 每 增加 一 米 ， 年 变 幅度 几乎 降 为 一 半 。 日 变 幅 度 的 变 

小 还 要 快 19.1(=w355) 倍 , 大约 每 深 五 厘米 , 幅度 就 降 为 一 半 。 

轿 地 面 下 温度 变化 周 相 ot 一 wzV o[2a* BUR E c H OR EG. 

例如 , 对 年 变化 而 言 ,深度 每 增加 八 米 ， 周 相 就 差 180*。 地 面 上 夏 

天 酮 热 的 时 候 , 八 米 深 处 却 丛 为 那里 最 冷 的 时 个。 不 过 , 八 米 深 处 

的 温度 变化 幅度 只 有 地 面 的 1/23 即 1/256, 

B6 泊 松 公式 。 求 解 三 维 无 界 空间 中 的 波动 问题 

w — a Azu =0, (38.1) 

u|;2o— p(T, gd, 2), wilizom $Co y2). (38.2) 

解 ” 例 1 解 出 一 维 无 界 空间 中 的 波动 河 题 ， 该 例 的 分 离 变 数 

法 实质 上 就 是 对 自 变数 c 展开 为 传 里 叶 积分 。 本 例 是 三 维 空间 ， 
因而 应 当 对 zy 和 z 三 个 自 变数 展开 为 三 重合 里 叶 积 分 ， 


u(x, y, t) = [ffoka ko, k; Je tnt dk dkadks. (38.3) : 


BAZA 5e 8; 80 I HA Dr AIC ado 和 ji 以 及 矢量 
r=iz+ig tis, k—dk tikit ikas 

可 把 (38.3) 简 写 为 
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str, D— (fpes emanat. — (88.4) 
je (38. DRAZE DECSS. 1), 得 
fcr voee ^ri. dkdk,—0 (k? =k9 kt 6), 
Hid gH T HMA 7; Ez 
OT E?a?T—0, 
它 的 解 是 . 
T(Gk) 2 AQ e'**! c B(k)e it", 
把 这 代 回 (38. 4), 得 到 解 的 一 般 形式 
a(r, t)= f([taaoem Boer lo"dbudksdbs, (38.5) 
为 了 确定 ARF B(R), 把 (38.5) 代 人 初始 条 件 (38.2)， 


(iftam BOO Je "db dksdks = e(r), 


f j ikal A(k) — B(k)]e di dk,dk,— y(r). 


左边 的 三 重 傅 里 叶 积 分 提示 把 右边 也 展开 为 三 重 但 里 叶 积 分 然后 


加 以 比较 。 由 此 得 到 
sl tB(k)- o(k), 


3) —B(k)-— Az" 


(38. 6) 


b d OG) fV (b) 4 9k p(>) 和 %(>) 的 三 重 传 里 叶 变 换 式 ， 


Pk) = wljjee "dadydz', 


cx » 
(38. 7) 


V(k)- jpe edrdy dy, 


(22)? 
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从 (38.6) 解 出 AGO RI BOO, 
SE: 7000-1. iw qo, 
E 11 
B(Kk) -l900)- 2a ij? 
把 这 代 回 (38, 5), 得 到 解答 


ulr, n= [ffe ic teito) 


+L Heete eite) jeans. 
以 (38.7) 代 人 上 式 ， 


co 有 


-90 


590) 


x EIQ + emite pett didis ar ay' dz 
+Í j Jazz 0? 


- EEG | ee ere odds 
ey 
参照 附录 七 的 定 积分 公式 (三 ) 和 (四 )， 


iJ] a asa, 


(36. 8). 


UT pqXEr-7l-at)- òlir=r'| tatl}, 


E zal] fige" -eee assa, 


= " Tri 一 r|—at)— ó(1r—r'] --at)], 
-于 是 (38.8) 成 为 
u(r, 0) — 3 ji pr) [&(|r—r'|—at) 


d Ji Ir-r | 


—é(|r—7' | +at)ldx’dy' dz' 


+l) y^) [aIr—r | at) 


ir-r' | 


—é(|r—r'| at) Ma'dy'dz'. (38. 9) 
本 例 是 从 初始 状况 推算 以 后 的 状况 〈 不 是 反 推 以 前 的 状况 £7 
正 的 ， 而 |r 一 "| 又 是 正 的 ， 所 以 I? 一 ?1 十 at 不 可 能 为 零 ， 从 而 
(38.9) 里 的 0C] r—7' | Fat) Eri ir s 


u(r,t)— 


Jie: 7) sce | —at)dz'dy' di 


iia E. r | 


十 


2 $0) , ! 3, d» 
Ara I Xr | -at)dx'dy'dz'. 
由 于 被 积 式 中 出 现 r-r 一 et)， 对 的 积分 只 需 在 球面 Su 
上 进行 ,3S3 以 点 区 确切 地 说 , REA r at. 


ur, t)=— 2 jara r 


pir) PF 
I5; 3i maler , (38.10) 


tdsa 
式 中 dS" 是 球面 Sa — 答案 (33. 10) ub ii ao 

三 维 无 异 空 间 中 的 波动 ,只 要 知道 它 的 初始 状况 , 用 泊 松 公式 
可 以 推算 它 在 以 后 任 一 时 鹿 的 状况 具体 地 说 , 为 求 时 刻 二 在 点 + 
的 ulr, t), PEEL ER v 为 球 心 ,以 at 为 半径 作 球面 Sa 然后 拿 初 始 
Ha er ) 和 (7 ) 按 (38.10) 在 球面 8;, 上 积分 。 这 是 可 以 理解 的 ， 
-既然 波动 以 速度 a 传播 ,只 有 跟 点 + 相距 at 的 那些 点 ( 即 5S:, 上 的 
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点 ) 的 初始 扰动 恰好 在 时 刻 # 传 到 点 v. 

为 明显 起 见 ， 设 初始 扰动 只 限于 区 
域 To。 取 定 一 点 7, 它 与 Zo 最 小 距离 是 
d, RAW D. ida, Si M 
T, RAMS, IZRA, ulr, t)—0, 
这 表示 扰动 的 前 锋 尚 未 到 达 点 r 当 m 68 
d/a-t«Dja, Su WA To 3835, ulr, 二 90， 这 表示 扰动 已 到 达 点 
r. $ tDía, Su 包围 了 To 但 限 To 不 相交 ,Ur, 1) 20,34 AUS 
扰动 的 阵 尾 已 经 过 去 。 

W7 求解 二 维 无 界 空 间 中 的 波动 问题 


u,, —a? 0, 


u) o7 Q9, y), Wils=0= P(E, y». 


解 ”当然 可 以 象 例 6 那样 用 分 高 变数 ( 傅 里 时 积分 ) 法 求解 。 
不 过 ,我 们 知道 ， 所 谓 二 维 空间 即 zy 平面 的 波动 其 实 还 是 三 维 空 
闻 中 的 波动 ， 只 是 这 波动 跟 坐 标 
z 无 关 而 已 这样 说 来 , T AEST 
空间 中 的 波动 问题 的 解 也 由 泊 松 
公式 (38.10) £t, JBBEARIAIN 
跟 坐 标 无 关 ， 当 然 不 希望 泊 松 
公式 中 出 现 z， 三 维 波动 的 泊 松 
AR, 消除 了 华 标 z, 就 成 为 二 维 
波动 的 公式 ,这 划 作 降 维 法 。 $ Bj 69 

对 于 二 维 问题 ,球面 S7, 上 的 积分 应 代 之 以 zy 平面 的 圆 I: ， 
上 的 积分 。 参 看 图 69, T1! 上 的 面积 元 


do' —dS' con d V He] 
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ds Y ai — (a — —az)*— (g c. 


at 


at - 
MO —(a! x)! —(g' y) 
X, RTI Sz, 的 上 下 两 半 都 投影 于 同一 贺 , 所 以 

at 
于 是 , 泊 松 公式 在 二 维 问 题 中 成 为 


d3' =do' 


2d8' —2do' 


u(z,y,t)— 


x'dy' 


à Jl E ACE ) 
2aa 9i a*t*— (a! —x)? — (y —y) 


zzy 


E T) 
tu j a't? —(a ~z)? — (y -y» dc 'dy' . 


iT 


(38. 11) 
T—— 把 图 68 当 作 二 维 的 图 来 看 只 要 
t>dja, Z7? VET, ER BERD, ua, y, 0) 0, 永远 谈 不 上 阵 


尾 过 去 。 把 二 维 波动 看 作 是 某 种 三 维 波动 的 横 剖面 就 不 难 理解 这 
种 后 效 。 


3 HH 


l. XXI ERIS ERU Ef FOE IE, G:IO-RILIS EUER 
G:C-R:L Bü (oit 

2， 研 究 半 无 限 长 细 杆 导热 问题 。 杆 端 z=0 ERRE, Dii 
5r dii 3 K (e —1). 

3. 半 无 界 杆 , FEAR n 0 Hr WIE RE Bain otii A, 求 长 时 间 以 后 的 桂 上 
& Bode uc t). 

1， 应 用 泊 松 公式 计算 下 述 定 解 问题 的 解 。%, 一 a?Au=0， 初始 速度 为 
等 ,初始 位 移 在 某 个 单位 球 内 为 1, 在 球 外 为 零 。 
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5. HEBIOBAAATIBERNSKE NAT. w—aÀe-0, qu Ec 
$, mih Br E EER r= n 以 内 为 4eos Ger [27,) ,在 球 外 为 零 。 

6. 二 维 波动 ,初始 速度 为 零 ， 初 六 位 移 在 圆 p=1 以 内 为 1,， dE 5b 29 
Ts CE. 

7. GEHE TCR 2E hR iX STRE e, a2A« 0, ulino m pg, z)- 

8. Wi 6 UIZL-HEJG EP zx] rS EB Ha dz A CO TR HE SELF 
ttf 盖 的 的 状况 。 试 重新 求解 例 6, Mmi O8 BOE (E00 BR Ot, 


839. 非 齐 次 的 泛 定 方程 


WR $ 37 一 祥 , 可 以 认为 初始 条 件 的 数值 为 零 。 

(一 ) 冲 量 定理 法 

$37 的 冲 量 定理 法 ， 几 乎 无 需 作 什么 修改 ,就 可 应 用 于 无 办 
空间 。 

例 1 求解 -- 维 无 界 空间 中 的 受 迫 振动 

人 t), 
u|,20—0, u,|,-o—0. 

KR ”从 时 刻 堆 一直 延 续 到 时 刻 芋 的 f(z, OIDURIETEVE S £ 
前 后 相继 的 退 时 的 fxz,r)6(t 一 z)dr 的 登 加 , 从 而 所 求 的 解 w(zy) 
可 以 看 作 是 退 时 的 了 (x, r)6(G —7)dr 所 引起 的 振动 wz，6 v)de 
t3 dui, BH i 


wx, t) - (ot, i;v)dt, 


W v(z, 65 RERE 
Sos AUR 
?| 0 一 0， $,1,-9-7 0. 
瞬时 的 f(z,7)6(t 一 tz)ar 在 时 刻 * 十 0 以 后 不 再 起 作用 。 改 


用 ++0 作 为 初始 时 刻 , 问题 成 为 自由 振动 , 但 初始 条 件 要 相应 地 
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修改 。 这 样 ， 

m t, — 0, 

v|,-4079, Vi firno =f (x, 7). 
这 个 定 解 问题 的 解 由 达 朗 伯 公 式 (34.6) 给 出 ， 只 是 (34.6) 的 t 在 
这 里 应 换 为 t+ 一 r， 


atait=r) 


Gumi | fü.os. 


e7sG79 


从 而 所 求 的 解 


t gtoli-1) 
uz, t) - | eG tide | s af E, Ddtdr. 


t=g~att~r) 


WEENHALRREH 5 08 4r EA JE. s—alt—r) 到 
4 十 GE 一 T). 
例 2 求解 一 维 无 界 空间 的 有 源 输 运 问题 
~at, — f (2,1), 
a] emo 2:0. 
解 ” 从 时 刻 零 一 直 延 续 到 时 刻 # 的 源 f(x, t+) 可 以 看 作 许 许 
多 多 前 后 相继 的 瞬时 源 f Ce, r) erdre 的 又 加 ， 从 而 所 求 的 解 
可 以 者 作 是 瞬时 源 fx,r)6G 一 rdr 所 引起 的 输 运 v(x, t; v)dv 
的 受 加 , 即 


u(r, f) = [oc fi r)dr, 


ifi ole, £2) B9 ERE 
人 
?1,-9 一 0。 
瞬时 源 f(z,r)6(G 一 rz)gr 在 时 刻 * 十 0 以 后 不 再 起 作用 。 改 
用 f+0 作 为 初始 时 刻 , 问题 成 为 自由 输 运 , 但 初始 条 件 要 相应 地 
修改 。 这 样 ， 
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t —4a?v,,— 0, 
v| 2o f(T). 
:这 个 定 解 问题 已 在 $38 例 2 和 由， 只 是 那里 的 + 在 这 里 应 换 为 


~T, . 


9(r,0:1)— [fü deed a 
从 而 所 来 的 解 P : 


u(z,t)- NI t;r)dr l 


MN 
倒 3 推迟 势 。 求解 三 维 无 界 空间 中 的 受 迫 振动 
aur fir.t), 
u|,-979, tt ling =t 
M ”应 用 冲 量 定理 法 ， 
str; D [26 i; ds, 
wlr, t; t) ZR RE 
rT A 
v$|,:09—0, Viim —0. 
这 个 问题 可 以 转化 为 
Mapas =0, 
!v| 2.070; valino f (rT). 


这 个 问题 的 解 由 泊 松 公式 (38. 10) 给 出 ,只 是 (38.10) 的 二 在 这 里 
应 换 为 i 一 7， 


(39. 1) 


vir, t;r)= 


fir, T) i Fe 
| a(t—c) 


35-0 


i 


.从 而 所 求 的 解 
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utr D (oim tide il, ff Ie: as'dr. 


r 
S50-0 


把 积分 球面 Sz,-., 的 半径 Ir 一 rl 即 aCE— rief E B, 


a(£—7)-R, Bl ei E, 


"i 
.E 
«ossa een) 
sh 
R 
-fi p Eres 
SR 
4È 
= zl il iiir) (39.2) 


xh 7T, 是 球面 Sz. 所 包围 的 球体 ,48 ' 是 体积 元 aS aR. ERE 
意 的 是 了 的 宗 量 上 换 成 了 t 一 有 1/a、 这 是 可 以 理解 的 。 朗 然 扰动 
以 速度 a 传播, 从 点 于 发 出 的 扰动 ， 如 果 在 时 刻 上 对 点 了 产生 影 
哆 ， 必 然 是 在 时 刻 t—R/a (R 是 点 7 与 点 x 的 距离 ) 从 点 +' 发 出 
的 。 为 了 强调 这 种 时 间 差 别 ,通常 把 f(r, i 一 Rjg) Bt Lfl F 
是 , (39.2) 又 写成 


EI Cf) 
«o fear (39.3) 
T5 
X LESER ES 
如 果 把 泛 定 方程 改写 成 
Ju, 7 huc lfG, t), (39. 4) 
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则 推迟 势 随 着 改写 为 »" 

ulr, n= 4 [fs ar. (39.5). 
这 可 以 跟 静 电场 比较 。 如 果 空 间 中 分 布 着 静电 荷 ， 其 体 密度 为 
capir), 则 静电 势 


wn)= 直 | f fear, (39. 6) 
它 所 满足 的 方程 是 铂 松 方程 
—^u- p(r). (39. 7) 
{二 ) RHAN 


37 的 格林 函数 法 ， 几 乎 无 需 作 什 么 修改 ， 就 可 应 用 于 无 界 
空间 。 
例 4 用 格林 函数 法 重 解 例 1, 即 
ug m t), 
wl,29:0, wu,],.,—0. 
解 、 把 空间 中 连续 而 时 间 中 持续 的 f(z, 4) 看 作 是 作用 在 钱 
次 檬 比 排列 着 的 许 许多 多 点 上， 而且 是 作用 在 前 后 相继 的 许 许多 - 
SWE En Eur 
f Oo fL. ifi o9 — odia. 
则 所 求 的 解 
wz 一 | fC Da, tt oda. 


而 格林 函数 0 的 定 解 问题 是 
SC Nd —é(z— £)ó(t — 7), 
G[,-o—0, G,i,-o—0. 
G 的 定 解 问题 可 以 转化 为 
d Med 
Gliceto=0, Gao ile E) 
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这 个 定 解 问题 的 解 由 达 朗 伯 公 式 (34.6) 给 出 , 只 是 (34.6) 的 + 在 
这 里 应 换 为 + 一 
Gath 7) = | 54-545 


z—a(i-r) 


h Cin £«x—a(t—1)z zd a(t—2)«£], 
l Unz-atti- 0 £a 7 01. 


从 而 所 求 的 解 


i stolt=r) 
als, i)= | 
- 
iTz2-20(40—:) 


1 
24 (É 1)d£dr. 


$45 MRAR ERA 2, BD 
pt t) 
ul Lo — 0. 


Mp 把 jz, 看 作 是 作用 于 乓 点 和 时 刻 的 
FCE, DEES — Od£dr 
的 又 加 , 即 
fa,D-[ C fi De -b5a Data, 
则 所 求 的 解 
wa D=f Ü feti odds, 


-而 格林 函数 G 的 定 解 问题 是 
(G,—aG,, =6(2—é)6(t —7), 
lal,o=0. 
G 的 定 解 问题 可 以 转化 为 
mot 
G| im 0(z— £5). 
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这 个 定 解 问题 的 解 由 $ 38 例 2 给 出 , REMEH i 在 这 里 应 换 为 : 
t-r. 于是, 得 到 无 界 空间 答 运 问题 的 格林 函数 


Ir-ra)! 


e -(QG -7D*/4a*(6 76) 
. 


1 
— 2a a(t--T) 
从 而 所 求 的 角 


unf EC Even Ti 7 jagar. 

图 70 描画 了 一 系列 给 定时 刻 的 烙 杀 函数 G(x, dér), Ep 
所 注 的 9 指 az(t 一 r)， 实 际 上 就 代表 着 时 间 。 这 些 都 是 高 斯 函数 
曲线 ， 点 热源 所 在 处 (x 一 5=0) 温度 取 峰 值 。 对 于 较 早 的 时 刻 
CÓ 较 小 ), 妖 较 高 而 两 侧 较 陡 。 时 间 越 迟 , 峰 越 低 而 两 侧 越 平缓 。 
值得 惊异 的 是 ,不 论 距 离 点 热源 多 远 (不 论 |z 一 引 多 大 ), 瞬 时 热源 
侈 刚 作 用 之 后 ( t 刚刚 超过 r) BERTAHAP). KER 
竟然 < 隆 时 地 ” 传 到 一 切 地 点 ， 传 播 速度 竟然 是 无 限 大 。 但 无 限 大 . 
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的 传播 速度 是 不 可 能 的 。 问 题 出 在 哪里 ? 原来 ， 导 出 热传导 方程 
所 根据 的 热传导 定律 9= 一 yu GE. 导出 扩散 方程 所 根据 的 扩 
AGERE &= —Dyvu) 是 一 种 统计 规律 ,完全 没有 考虑 分 子 运 动 的 惯 
性 ,而 正 是 这 惯性 使 传播 速度 不 能 无 限 大 。 不 过 ， 只 要 # 一 z 不 是 
很 小 ,统计 规律 已 起 作用 , 所 求 得 的 解 在 物理 上 还 是 成 立 的 。 
例 & 求解 一 维 半 无 界 空间 a0 的 有 源 输 运 问题 , 第 一 类 至 
次 边界 条 件 ， s 
u,—6G^u,,—f(z,t) (x20), 
ul s=0 7-0, 
u| :0 7-0. 
ME ”因为 是 第 一 类 齐 次 边界 条 件 , LIA AERE IRI <<0 的 半空 
Atk. TE 
f(x, t) (2-0), 


wau, =] 
de Kost) cem, 


引用 例 5 的 结果 ,得 
«(a o-f f -fc-& DZAT e isa didr 
ý r= te ^ z(t—7) . 


m 1 or 
+| | f. Vaa 4ec-odídr. (39.8) 
2 (39. 8) 右 边 第 一 个 积分 中 , 4 E= 一 zu 则 这 个 积分 


s i 1 - t rer 
=f ER 一 了 (zo Pa 3o:G—0 ( — das Jdr. 


AED HER BUS EREK, 所 以 又 可 把 积分 变数 zo 多 部 改写 为 
£ 则 这 第 一 个 积分 


1 EET 
一 -f m FCE, BETETT Wien d£dr. 
这样 , (39. 8) 成 为 . 
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1 1 
u(z, 1)= f. F, EAI aT 
x (exei ei) asar, (39. 9) 


《39.9) 的 [”] 里 可 说 就 是 第 一 类 齐 次 边界 条 件 下 ， 一 维 半 无 
界 空 间 x>>0 中 的 输 运 问题 的 格林 函数 4(z, tE T), 


G(z,t;5,1) — 


py pyr Tr )—6* GE). (39. 10) 


例 7 求解 一 维 半 无 界 空间 a0 的 有 源 输 运 问题 , 第 二 类 齐 
次 边界 条 件 ， 


to 二 0 
ul ,0o=0, 
解 ”因为 是 第 二 类 章 次 边界 条 件 ,应 该 偶 延 拓 到 %<0 的 半空 
间 中 去 。 于 是 ， 


a fx, t) (270), 


(f o (9, 
fe 0) (<0), 
8,29 70. 
引用 例 5 的 结果 ,得 


t 0 
uz, t)- | d | fc-&o e TG dide 


LIIS 


«f. N uen DJS TEESI ddr. (39.11) 


在 (39. 11) 84/8 — T PAZB, Ré —xs R xo 改 记 作 é, Wi 
《39,11) 成 为 


u(z,1)— Í, M f, "zz 
x (e air eR) |agde. (39.12) 
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(39, 12) 的 [ ”里 可 说 就 是 第 二 类 齐 次 边界 条 件 下 ,一 维 半 无 
界 空间 xz>0 rp 8358 es [8] RE Cn i E o P GCT, 156, T), 


Q(x, t; £, Dt (39. 13) 
(=) 傅 黑 叶 积 分 法 
跟 齐 次 泛 定 方程 的 定 解 问题 一 样 ， 非 齐 次 泛 定 方 程 的 定 解 问 
题 也 可 用 们 里 于 积 分 法 求解 。 
£18 用 傅 里 叶 积 分 法 重 解 例 1， 即 一 维 无 界 空间 中 的 受 追 
振动 
人 t), 
ulemo 0, timo —0. 
BO ” 试 把 所 求 的 解 展开 为 傅 里 叶 积 分 
u(z, 1) | TG ;)e'*'do. 
-把 它 代 入 泛 定 方程 和 初始 条 件 ， 
| ur t ora?T le! "do— f(z, t), 
[29:00:00 -0, [ r:oe-4o 0. 
-把 右边 的 fo, 1048 RF 2648 Eon ERA, 然后 比较 两 边 ， 就 分 离 出 
关于 P(t;@) 的 常 微分 方程 和 初始 条 件 
-o?a?T — f(o, t), 
T(0;0)—0, T'(0:0) —-0, 
其 中 J(w, 引 是 了 (x, t) 065 M Bn PR. X A DL D) PE ES 
dosis pe T 823 习题 7 的 答案 》 


T(t; Q)— is ass | Je Cert ee "Mr. 
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ER D-z BE Fo, v)eis*7n jaoar | 
, -去 | 上 .| 去 Flo, rje iet- leac 
RM28.18), SRo, c) IET BE ACTEBUS. 


FG,o)-|'ft.odb 《ze 是 积分 常数 ) 
的 传 里 时 变换 式 Flor). He, 


uls, = 区 | 全 (Fo, v)ei**'*7?]e***d wdr 
if "tp —isolt—r pios 
-zl | LI De je'"*dodr. 


根据 传 里 叶 变 换 的 延迟 定理 ,上 式 即 
«(z, D x [ Fra, deu | F-20004 


aj, ta(t 9,9) -F(a-a(t 9), 0) e 
stalt—r) 


=z, | f(&, )d£dr. 


z—a(t—:) 


$819 用 人 里 叶 积 分 法 重 解 例 2, 即 一 维 无 界 空间 的 有 源 输 运 - 
问题 | 
NS i t), 
ul t=0=0. 


MO 试 把 所 求 的 解 展开 为 傅 里 叶 积 分 
u(z, t) =| TC;0)e'rdo. 
把 它 代 入 泛 定 方程 和 初始 条 件 ， 
f Fota?T]e!**do — f (z, i) 
[7 050)e'-do 0. 
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把 右边 的 f Go, DEER 2S M Hn EBUS, 然后 比较 两 边 ， 就 分 离 出 : 
关于 (4;w) 的 常 微 分 方程 和 初始 条 件 
多 to'o?T - flo, t), 
T(0;0)29. 
X Go, tE f Ge, 的 傅 里 叶 变 换 式 
Ho, =| fE Dea, 


P(t; @) 的 党 微分 方程 在 所 给 初始 条 件 下 的 解 是 (参看 $23 习题 8， 
的 答案 ) 


T(t; w) zi e7 -oflo dr. 
子 是 所 求 的 解 
«GO D. fto, necne ndode 


= |: | re. Da eceeee *(7Pd od£dr, 


引用 定 积分 公式 人 eterio -LE erc BER o COT 
uz, b-[f f (£, DE P ratae. 
例 10 用 伟 里 叶 积 分 法 重 解 例 3， 即 三 维 无 界 空间 中 的 受 迫 
振动 
人 t), 
"liso =0, v, | i120 750. 


WE ” 试 把 所 求 的 解 展开 为 三 重 传 里 叶 积分 


u(r, t) = || |PC; kye" ananas. 


把 它 代入 泛 定 方程 和 初始 条 件 ， 
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j lj [ET + hap le "adde - f(r, t), 


Necos oye az atat, o, Tj freoseyer atta, — o. 
把 右边 的 了 (rt 也 暴 开 为 傅 里 时 积分 ， 然 后 比较 两 边 ， 就 分 离 册 
关于 工 (838) 的 常 微分 方程 和 初始 条 件 
人 1), 
T(0;k)-0, T'(0;k)=0. 
共 中 T, DES D ZR IHE RE A 
Fík, Deryl ie tjetr da'dy' dz', 
aisé dde i ein 
Pizh) = zar], fi, e) Lese urpis ge, 
n Me. 


ulr, t) 


f fi 1 f ikatt os) -ipa 016 rd e die dk. d: 
= " i6z'aik (k, r)[e =e de 1030307 


E f, fe.» i elf Lerma g a7 ett 


x di d, di d cde dy'dz'. 
参照 附录 七 的 定 积分 公式 (三 ), 得 


delffi 人 et。 一 grita lei Eter dk dk dk, 


= 二 [6(o(t —1)-R)—ô a(i — 7) -R)), 
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At B-ir-—r|. REC. 10), 上 式 又 可 写成 


lffi [ei*e75— pitati- eren? dk dk;dk, 
X [7 


一 名 


=L Ma E)- xi e-2)). 
这 样 ,所 求 的 解 
ur, 0) 


E for) zr -(i— ee È) raravas. 


因为 我 们 是 从 初始 状况 推算 以 后 的 状况 不 是 反 推 以 前 的 状况 )， 
所 以 + 8358 2x EX [81 20. (0, 0), r 不 可 能 等 于 1 十 Ria， 从 而 
òli 一 fr 十 Bjo) 项 应 该 舍 去 ， 


zz fj f, fo Pi- d dy dz' 


P i jf uuo. 


s(r,1)-— 


上 式 的 了 (r',t 一 R/q) 的 宗 量 1 一 Ria 必须 关 0， 所 以 上 式 其 实 并 不 
需要 在 无 界 空间 中 积分 , 而 只 需 在 Rat 的 球体 Tz. 积分 ， 


dall rg tar 


这 正 是 推迟 势 (39. 2), 
m) 泊 松 方程 
在 无 界 空间 中 , 没有 边界 条 件 , 泊 松 方程 的 求解 基本 .上 是 一 个 
单纯 的 积分 问题 。 事 实 上 ， 三 维 无界 空 间 的 泊 松 方程 的 格林 函数 
是 (37.34)， 
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1 
Gir) e — 1 Troy (39.14) 
所 以 ,三 维 泊 松 方程 


Asu=f(r) 
的 解 就 是 积分 
u(r)= fije MfG Xs dede! Ed -二 je dz' dy'd5'. 
(39.15) 
二 维 无 界 空间 的 泊 松 方程 的 格林 前 数 是 (37. 35), 
Go;r)- AUD 
所 以 ,二 维 泊 松 方 程 
A= f(r) (39. 16) 
的 解 就 是 积分 
ut) f] e rf d'ay - — f fom pirga- 
(39. 17) 


«38. 15) 和 (39.17) 是 读者 在 电磁 学 中 熟悉 的 。 
3) a 

l. 求解 一 继 半 无 界 空间 的 输 和 运 问题 uau = 0 ul := At, [ie 70. 

2 在 一 维 半 无 界 空间 中 求解 u -au =, leo = f), ulio pn. 

3. 在 一 维 半 无 界 空间 中 求解 u at =0, uo gu,o=0. 

4. 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 例 8 里 的 常 币 分 方程 me 二 aazezmm = 下 (t， 
T(0) 20,7T'(0) 20. 

5. MRE HERRA IH o ART *owT- f), 
TO =0. 

6. Bl 10 DESEE MEE SE ex id rj M RB 2 READ (t = 0) 状况 推算 以 
后 信之 0) 的 状况 。 试 重新 求解 例 10， 从 初始 (t = 0) 状况 反 推 以 前 (t 过 0) 的 
.状况 . 
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解法 “本 征 值 问题 


8 40， 特 殊 函 数 常 微分 方程 


上 两 章 的 分 离 变数 法 几乎 全 部 使 用 直角 坐标 ， 只 有 8 36 例 6 
德 用 了 平面 极 坐 标 。 事 实 上 ， 一 成 不 变 地 使 用 直角 坐标 或 平面 极 
坐标 是 不 行 的 ， 我 们 必须 参照 问题 中 的 边界 的 形状 迁 册 适当 的 举 
标 系 。 现 在 考察 一 下 两 种 常用 的 坐标 系 一 一 球 坐 标 系 和 柱 坐 标 
系 。 

(一 ) 拉 普 拉 斯 方程 

JHERIEARGR, 拉 普 拉 斯 方程 Au 0 的 表示 式 (参看 附录 六 ) 是 


123 1 x 
CI MES ar, rand (in) + rg 0. (40.1) 


首先 , 试 把 表示 距离 的 变数 v 跟 表示 方向 的 变数 6 积 9 分 离 ， 
Y 
u(r,0, 9) -—RO)Y (8, 9) 
fCA G0. 1), (8 
Aat dir Ero sin C ug r*sin?0 zu 
HI £77RY BRAMA ESEN, 即 得 
1 a „iR 1.3 1 1 2Y 


el (un. 1 


Hdr dr Y 20 30/ Y sini029" 
左边 是 7 的 函数 , 跟 9 和 9 无 关 ; 右边 是 8 o fo ERG PR ”无 关 。 
油 边 相等 显然 是 不 可 能 的 ， 除 非 两 边 实际 上 是 同一 个 常数 。 为 了 
照顾 后 面 关 于 勒 让 德 方程 和 自然 边界 条 件 的 本 征 值 问题 《3 41)， 
。283。 


通常 把 这 个 常数 记 作 O1), 
ld/(;dRyV 1 3 2YYV 31 2Y. 
Rada dr) Ysinó A intag Yent jp C * D. 
这 就 分 解 为 两 个 方程 : 
PA 1t 08-0. (40.2) 


1 3 1 ! 
ua antep) aos LI DY-O. (40.3) 


常 微分 方程 (40. DM £T est E La ego i Di NKRA 
党 微分 方程 (参看 附录 九 ), 它 的 解 是 

R(r)=0r'+ Dr (40. 4). 
伪 微 分 方程 (40.3) 叫 作 球 函数 方程 . 

进一步 分 离 变数 , 以 
| Y(0,9) 2 8(0)0(9) 
aix eu 3), 得 
e TETE aT, aen arti 0cDeo- 0. 


用 sin*0/6 遍 习 各 项 并 适当 移 项 , 即 得 

1d. 
Pici TE dp dg?’ 
ALE 0 HAR Ro 无关; 右边 是 9 的 函 数 , 跟 8 ER. H 
等 显然 是 不 可 能 的 ， 除 非 两 边 实际 上 是 同一 个 常数 。 把 这 个 常数 : 
记 作 4， 


zing a(t I+D? 


sinf d Sog 1d — 
ES singg eg) Dsint6 555. A. 
这 就 分 解 为 两 个 常 微分 方程 ; 
à" -A0-—0, (40. 5)- 


< 28f。 


sinb sine e) cua -1)5in?0—4]8 —0. (40.6) 


- 常 微 分 方程 (40. 5) 其 实 还 有 一 个 没有 写 出 来 的 “自然 的 周期 
条 件 "( 参 看 8 36 例 6)P(p 十 27) = 加 Cp)， 常 微分 方程 (40.5) 和 
自然 的 周期 条 件 构 成 本 征 值 问题 。 本 征 值 是 

=m? (m-0,1,2,3,--), (40. 7) 
FERRE 
(p) = Acome + Bsinmg. (40.8) 
再 看 常 微分 方程 (40. 6), REO. 7), 应 把 (40.6) 改 写 为 


2 
aig a (sno ) | 0 - uae. (40. 9) 


通常 用 

，0= are conz, HE x—cos0 
把 自 变 数 从 6 换 为 z(e 只 是 cos? 的 记号 , 并 不 是 直角 坐标 ), 就 把 
HBA. IHAD 


d de m? 1a. 
ia- [1 0-122 ee, (40. 10) 


Jk Hp 


a-e pr 2*9 «ia en - S. je-o. (40.11) - 


xk (E CUTE LENZ TR. 

如 果 球 坐标 的 极 轴 是 对 称 轴 , RU u R op 无 关 , JA (9) PR. 9 
无 关 ， 从 (40. 8) 看 ， 这 是 说 名 =0。 而 在 加 =0 的 情况 下 ， 方 程 
《40.11) 自 为 

2 
a-a) E 2,89 110 :41)9—0. (40.12) 
[6] Ho — sinô, 所 以 Sr = sd- 一 singge， Wie. sí sins) 
= dud -sine ) - Zfa-222]. DUE RA (40. 99809 43 (40. 10) 
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这 叫 作 了 人 阶 勒 让 德 方程 。 
ATAA SURE POE 877 ERAL $ 41 和 $ 45. 
EE SE GR, 拉 普 拉 斯 方程 A4=0 的 表示 式 (参看 附录 太 ) 是 


a ^35)* tipi oi 7o ` SEE 
试 以 分 离 变 数 形 式 的 
u(p,9, 2) -E(p) (p) Z(z) 
4C A C40, 13), f 
ER Z6 PE RZ 


or VL DE RE p"+ROZ" = 
Dit dp ï 
JB o? HUDZ GRAME a. n 
pdR,pdR pz 9" 
dpt dp e gS 


左边 是 Pp 和 z 的 函数 , RE 9 无 关 ; NOR ig PR oma 无 关 。 
两 边 相 等 显然 是 不 可 能 的 ， 除 非 两 边 实际 上 是 辣 一 个 常数 。 把 这 
个 常数 记 作 4， 


PPR paR, pZ" PD 
Rap Edp ^ Z $7^ 
这 就 分 解 为 两 个 方程 : 
| PB'" + AD=0, (40. 14). 
ËR, paR oZ 
R dpt E da Z =À. . (40. 15) 


常 微分 方程 (40. 14) 和 没有 写 出 来 的 自然 的 局 萌 条 件 构 成 本 
fici IRL. AL CDI AS MEER I 


A=m? (m-9,1,2,3, + ) (40.16). 
O(p)-— Acosmo 4 Bsin mg. (40. 17) 
357875 8: (40.15). 45818 (40. 16), 应 把 (40. 15) 改 写 为 
PER, PAR, SZ" as 
Rdp Rap "^g "* 
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及 1/0^ 343g 83 F3 24 EE, 即 得 
14R 118R m Z" 


Radp p Rdp p Z' 
左边 是 的 函数 , 女 * 无关; 右边 是 BERTI PRO JC. AA 
等 显然 是 不 可 能 的 ， 除 非 两 边 实际 上 是 同一 个 常数 。 把 这 个 常数 
infe- y, 
1dR,11dR mi z" 


Ei p Rap EC 
这 就 分 解 为 两 个 常 微 分 方程 : 
Z'—uZ-0, (40.18): 
ËR, ldk mS | 
dot p ud 2 )R-o. (40. 19) 


如 果 常 数 a — 0, 方程 (40. 18) 240. 19) 的 解 是 
Z-C4Dz, R-Ep" E. 


下 面 着 重 讨论 4 二 0 的 情况 。 
党 系数 常 微分 方程 (40.18) 的 解 基 


VER EIS 
Z(z)-Qe*** + De", | (2) -Ccoshz +Dsinkz. (40.20y 


XT ow0,—03BE 0， 要 根据 具体 的 边界 条 件 考 虚 。 比 方 说 ， 
如 果 要 求 2(#) 在 两 端 z=0 和 z=% 满 足 齐 次 边界 条 件 , 那么， 这. 
就 构成 读者 所 熟悉 的 本 征 值 问题 , wzoe0 Rz S HE. 

后 看 党 微分 方程 (40.19)。 通 管用 


T= up z-—hp 


把 自 变 数 从 P 换 为 z(z 只 是 VHP 或 hp HRS, JETORE Be 
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标 力 就 把 方程 化 为 了 


24 m dR, 1 dR WN 
dir qt u)R-9 atp Qr u)hr^ 

ad (40. 21) 

anm e DR an eR 9. DOR LUOE — (zx? - m?) R —: 0. 


dr 2 
(40. 21) 
«40. 21) 2:32 892; ME DEBERE RE. CE 0; PEE EESERE PO 
GXZ. Rok b, MRENE XJ; PORE iz, 
VIE R7; RES T MESE DUE RE Bl. UT UUER J; PUR des SE 
贝 塞 耳 方程 的 求解 见 $ 42, deci DUREE 7j Pi o AU HE HE oss I 
塞 耳 函 数 , 它 没有 实 的 零点 。 因 此 , 如 果 要 求 B(p) 在 端点 p=0 满 
足 齐 次 边界 条 件 , 就 排除 了 4 二 0 的 可 能 。 
(二 ) 波动 方程 
考察 三 维 波动 方程 
Us — G2 A44 — 0. (40. 22) 
试 把 时 间 变 数 + 和 空间 变数 分离, 以 
u(r, t) -TCGODv() 
代 人 (40. 22), 得 
T"p—gG?YPA —0. 
JN To 遍 除 各 项 并 适当 移 项 , 即 得 


左边 是 时 间 HAN RR. r 无 关 ; 右边 是 > 的 函数 , 跟 时 间 + 无关 ， 


d. dR dR ode —dR 
D Ur=vV gp 为 例 ， T= =y u BET dr do^ V" de: 而 
PRO e ( —dH dr d GER 
P así Bi CE SEE V )u naa VA Jc AR A (40.19) 即 


$090. 21). 
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两 边 相 等 显然 是 不 可 能 的 ， 除 非 两 边 实际 上 是 同一 今 常数 。 把 这 - 
全 常数 记 作 一 好 ， 


T' Av yo 
ri 
这 就 分 解 为 油 个 方程 ; 
T" -- k*a?T —0, (40. 23} 
Av +k?v=0. (40. 24). 


常 微分 方程 (40. 23) 的 解 是 读者 热 悉 的 
T(t) «Cooskat +Dsinkat, W Cet - De, (40.25)- 
偏 微分 方程 《40, 24) nUPESCHER IS S, RDU WDH 
FE”. XEBE ATEZ e, 
(z) 输 运 方程 
考察 三 维 输 运 方程 
A (40. 26); 
试 把 时 间 变 数 上 和 空间 变数 了 分 离 , 以 
ulr, t) -T(QOv(r) 
1X A (40. 26), 得 
| T'vy—aTAw=0. 
用 Tv 遍 除 各 项 并 适当 移 项 , 即 得 


左边 是 时 间 + 的 函数 , 跟 * 无 关 ; 右 边 是 7 的 函数 , 跟 时 间 上 无关。 
两 边 相 等 显然 是 不 可 能 的 ， 除 非 两 边 实际 上 是 同一 个 常数 。 把 这 . 
ARRE- k, 


XX M ESPRIT 2; 8: 
T" +PP =À, (40.27} 
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Av k?0— 0, (40. 28) 
如 果 常 数 下 =0, (40. 27) 80(40. 28) 分 别 退 化 为 T'=0 和 拉 普 拉 斯 
方程 ^v-0. 下面 着 重 讨论 才 0 的 情况 。 
党 微分 方程 (40. 27) 的 解 是 读者 熟悉 的 
T(t)=Oe tt, : 40. 29) 
偏 微分 方程 (40. 人 波动 方程 ~。 下 面 就 
WEZ BE E. 
(HD) zx 39182475 392 
76 Et 2x E 7j £e (40. 24) RD ( 40. 28). 
用 球 坐 标 系 , ACUTE 24 JI EE I OR UE 
E x dE AE 1? sin in)+ T? P 8 Ip th = á 
` (40.30) 
首先 , 试 把 表示 距离 的 变数 r RERI I 09 28 2c 0 o 分 离 ， 
D 
ulr, 0, p) —RQr)Y(8, 9) 
IC A C40. 30), 得 


Y dý ra) aor R i 
7T? dr EE Asin tuus t= = 


用 CRY 遍 乘 各 项 并 适当 移 项 , 即 得 


1 d(adRY, uL 1 26) —_ 1 2Y 
EUN dv j+: dm y sc (sino Ysin?8 3g* 


左边 是 了 的 函数 , 配 9 和 无 关 ; 右 边 是 和 9 的 未 数 ,下 r 无关。 
西边 相 尘 显然 是 不 可 能 的 ， 除 非 两 边 实际 上 是 同一 个 汕 数 。 通 党 
把 这 个 常数 记 作 (COL), 


1 d(,;dR 242. A) rem 
ka a) r —Yaunds ap sinas 0/ Ysin?*02g* 


z—i(itl) 
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这 就 分 解 为 两 个 方程 
1 2YNV 1 l 
maalie $6)* tuper Dre -0， (40.31) 
Sn) -ID= 0. (40.32) 


方程 (40. 31 BE TE ER ER 7 75 12 (40. 3), 把 它 进 一 步 分 离 变 数 将 
$133] C40. SANRA SE 6873 (40. 11). 
当 微 分 方程 (40、 32)sg Bn 
eR Laud pg L(141)]A-0 
RATE UPrPRULIEXEZH 3E. XX EDAOOAORAE E Er 和 函数 R (7) 
分 别 换 作 tg), 


x—kr, Er) =y 1s, 
Ji[ 7; £2 (40. 32) 成 为 
d^y , dy. TED. 
Py Lato, [5-( 3) l^ (40.33) 


而 (40.33) 是 LJ 阶 的 贝 塞 耳 方程 。 


用 柱 坐 标 系 , 交 姆 直率 方程 的 表示 式 是 


Ju) 1 2*u , Du 
p ax (^ 3p t piapi az? 


试 以 分 离 变 量 形 式 的 
ulo, p, 2) - RCo)D(p)Z(z) 


代入 (40.34)， 一步 一 步 分 离 变 数 ， 得 到 类 似 干 拉 营 科斯 方程 的 
结果 : 


bu=0. (40. 34)- 


Q$"--Ao-0, (40. 355. 
Z'—puzZz-0, (40. 36). 
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Ael det (Pu A)R-o. (40.37) 
方程 (40.35) 和 设 有 写 出 的 自然 的 周期 条 件 构成 本 征 值 问题 ， 
.这 是 读者 已 经 熟悉 的 。 本 征 值 和 本 征 函数 是 
A=m? 《和 二 0) 1 2 )， (40. 38) 
GQ (p) — Acosmp + Bsinmg. (40. 39) 
方程 (40.36) 同 于 (40. 18)， 它 的 解 前 已 给 出 。 如 果 问 题 的 边 
JR IARE EU BS, 那 就 排除 了 n0. -u 记 作 NN 
Z(z) —Cooshz + Dsinhz, (40. 40) 
dic BR (40. 38), 方程 (40. SDAR A 
| A 22 e(e -n -全 )B=0， (40. 41) 
作 自 变数 的 代 换 ， 
a—A/k? —h! p, (40. 42) 
n 25; £6 (40. 41) 成 为 
Thit (1t )e=o, (40. 43) 
Xx A m Bi D13E R5 E. 
现 将 以 上 分 离 变数 结果 列 成 表格 如 下 。 


5 £& 球 dx 系 EE NEM M 


R(r)sr Q(p)-cosmp, sinme 


1 

, pU 

gis RIO WENIGE Zee n. e 
dXp)z cosmg, sine | RGOWUR i fe 


Z(z) = coshz, sinhz 
Ro) BERENE 
pi 


波动 方程 Irc e coskat, sinat Avir Het) =0 


输 运 方程 rco zen Av(r) tkvie) 20 


ROHRWVEHAZE 
II COT E thil i yE 
Pp) = eosmp, sinmo 


Pip) = cosmg, sinmg 
Z(z)zecoshz, sinhz 
RIDIA XE LR 


ZO E d 7; Bi 
^od kiv-0 
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到 中 玉 列 人 常数 4=0 的 情况 和 常数 下 = 0 的 情况 ,读者 可 自行 补 
充 。 
在 第 十 二 章 和 第 十 三 章 的 基础 上 ， 可 以 把 这 张 表 属 写 得 更 具 - 
体 些 ,网 附录 三 十 一 。 | 
(五 矢量 的 波动 方程 
电磁 波 方 程 
E,—cAE-0, H,—cAH-0 
是 矢量 的 波动 方程 。 试 把 时 间 变数 上 和 空间 变数 分离 ,以 
E(r,b) -E(r)T(t), | Hir, t) HGryT (i) 
代入 就 把 矢量 的 波动 方程 分 解 为 
T"-rcik?T —0, (40. 44)- 
AE +KE-0, AH-- X^ H 0. (40. 45)- 
党 微分 方程 (40. 44) 是 读者 熟悉 的 , 它 的 解 是 
T(t)— Acosekt + Bsincki. 
. REIHE (40.45) TS (EE 它 实 际 上 是 三 
个 分 量 方 程式 。 
在 直角 坐标 系 中 ,(40. 45) 简 单 地 就 是 
a AE, E E,-0, AE, +k?b,=0; 
AH. +H, =0, AH, +k H,=0, AH, +H, = 
这 些 方程 中 的 每 一 个 都 容易 分 离 变数 。 
在 柱 坐 标 系 中 , (40. 45) 就 是 [参看 附录 六 s 的 (11) 式 ] 


1 2 3E, 

和 本 二 一 有 一 全 一 下 十 RE, 一 
^ p^ Ip LE 
E 


na 46). 


+ REL 0, (40. 47). 
AE, Kam 一 

在 前 两 个 方程 中 ， UE Lun 又 含有 l EQ BEA 

扯 在 一 起 , 问题 就 复杂 了 。 幸 好 第 三 个 方程 A 召 十 862.=0 是 单个 
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Zr X I2: TES; Fe. BESEHLEUE TER SR CIR D 4 TED) gue 
MAA BAREA g RRE EMKA E, mH., 表示 出 
来 ,问题 就 归结 为 求解 和 H, WABERI E. EMH E 
MH, 表示 出 来 , 确 是 可 能 的 。 事 实 上 ， 如 果 电磁 波 沿 着 管 办 以 诸 
波形 式 传播 , 则 
s 9,2,1))— 8 T 
H(0, 9,2, 0) Qf (p, p)e m+, 


以 (40.48) 代 入 麦克 斯 书 方程 E -LyxHA Ph- —ANXE, 得 


《40. 48) 


—ike&, =1(2 三 2 agr, (40. 49) 
un ae. 

ikc 8,— E S ) (40. 50) 
—i i/ lo 1 99€, 

op ET urs p gp ) 

128. 

ie, (28. 26. ihe.)  . (40.50 
iege =H ih& ut z ) (40. 52) 


: 1/28., 工 1268, 
tes aW 2p t idm P EJ 
有 从 (40.49) 和 (40.52) 可 “ 解 出 8, Mp, 从 (40.50) 和 (40.51) 可 


"Ais" EME RRD ERA 6, DL EH: 
28, 1 Ho 29€ ^ 
» -wip( E TeS €p 2g A 
& 


=r E EE, 


p 3p E 3p 
IH. pl E028; 28a), 
Vii 大 二 Pr T 9g Aa : 
40.53 
V V 7 nl epe e) 
k? E p 3p Ho 9p 
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ix Bis ETHHIH 8, 9€, 表示 出 来 。 召 , mH, MEREZA i E 

HY AB, +E, =0, AH, +kH,=0. DA 
E,(p,9,2, 1)- & Co, q)e't7 n, 
H,(p,9,2, 1) =H (p, )e7 

代入 ,可 得 

ee a 

AY, t (3 — I2)0 , 0. 

. AE BBIG BRA E AR MEZ 2275 (40. 54), 


TER St FR e, (40,45) 就 是 [参看 附录 六 的 (12) 式 ] 
ME, SH T? AE 2 r? udi o; 
indi elt nee 
a rag 7? sinO T 2n m quiae em 


Jil Beo Rapt TR CR: 


(40. 54) 
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l. 试用 平面 极 坐 标 系 把 二 维 波 动 方程 分 离 变 数 。 

2. 试用 平价 极 坐 标 系 把 二 维 输 运 方程 分 岗 变 数 。 

3. 复原 子 定 态 问题 的 量子 力学 贾 定 党 方程 是 

m hom Zo um Eu, 

Hp h, p, Z, e, E RERA. WUBMUEEGRIURE IDEO NEED 

4、 王 究 电 滋 让 在 矩形 波导 中 的 传播 ， 了 该 导 的 管 轴 为 了 M, 并 设 电磁 小 
以 谐 波形 式 传播 , 通常 令 

E.G, y, 2, t) 8 Ó,(m, yjet, Hn ug 2, E) m DER, y) ei Dmte, 
Heh ELO 3E CC AS TESHA) MERIA (40.46) 8 

Abt (kke =O, AGERE mO. C 
KFN LAMY ARENE admo, WELF RÝ 
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($8.1 .-«7 $,1...— 8,1, 0 8.1 LI 


y oH, i IÆ, 336, _ 3%, | 
或 加 ac oss mE "ha ?9 lyo — 99 dg. 


下 求解 名 MZ EMAR H EEA E E MP 


$ 41. 常 点 邻 域 上 的 级 数 解 法 


rv PELA 输 运 方程 : 
进行 分 离 变 数 , 就 出 现 绻 合 勒 让 德 方程 . 勒 让 德 方程 贝 塞 耳 方程 、 
球 贝 塞 耳 方程 等 特殊 函数 方程 。 用 其 他 坐标 系 对 共 他 数学 物理 偏 
微分 方程 进行 分 离 变数 ， 还 会 出 现 各 种 各 样 的 特殊 函数 方程 。 这 
Es 这 向 我 们 提出 求解 二 阶 常 微分 方程 

+p +g =t (41.1): 
的 任务 。 

这 些 二 阶 党 微分 方程 如 能 用 “高 等 数学 "课程 所 讲授 的 方法 
解 出 ,当然 很 好 。 可 是 , 像 上 面 列 举 的 几 个 二 阶 常 微 分 方程 并 不 能 
用 “高 等 数学 "课程 所 讲 的 方法 解 出 。 

级 数 解法 , 就 是 说 ,把 二 阶 常 微 分 方程 的 解 表 为 系数 待定 的 宕 
级 数 ,代入 方程 以 逐个 确定 系数 ， TE TERRENA 33; 

程 并 无 特殊 的 要 求 。 

但 是 , 既 热 是 级 数 ,就 有 是 否 收 化 以 及 收敛 范围 的 问题 。 用 级 
数 解法 , 要 选 定 某 个 点 ze 作为 展开 中 心 ,得 到 的 解 就 是 以 zo 为 中 
心 的 震级 数 。 我 们 还 必须 确定 这 个 震级 数 的 收敛 加 ， 级 数 解 只 在 
收 伍 圆 内 部 有 意义 。 如 果 需 要 方程 的 解 在 这 个 收敛 圆 以 外 的 点 上 
的 数值 , 那 就 必须 把 级 数 解 向 该 点 作 解 析 延 扼 ,或 者 干脆 另 选 一 个 
中 心 重新 用 级 数 解法 去 解 。 

级 数 解法 的 计算 较为 繁 长 , 要求 耐心 和 细心 。 

如 果 方 程 (40.1) 的 系数 p(x) 和 g(x) 在 所 选 的 点 ze 是 解析 
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的 , 则 点 xo 叫 作 方程 (41.1) 的 常 点 。 本 节 介 绍 常 点 邻 域 上 的 级 数 
解法 。 

估计 所 求 的 解 在 常 点 wo 是 解析 的 , 就 是 说 , 解 可 表 为 以 z 为 
| VILE IDE 

gx) =a ai (z— 29) aj (2 —25)? +a (x — 29)" 4 ^, 

(41. 2) 
-其 中 系数 co aaz, …,au … 尚 有 待 确定 。 
对 (41. 2) 逐 项 求 导 , 得 
y! (x) 71a, 4 2a;(z —z9) 3- 3a (z — 24)? 
HeH ALYE e—a e, — (41.3) 
g" (x) 22-124 -3-2a4(z— 21) +4 3a (2—2) 
He CE 2) e 4-1)a, (E~) h e, 
(41.4) 
A8 (41. 2)—(41. 4) 代 人 方程 (41.1) 的 左边 (当然 ，p(x) 和 qlee 
:必须 以 wo 为 中 心 展 为 泰勒 级 数 )， 合 并 辐 圭 项 。 荆 然 (41.17 的 右 
WER, 可见 各 个 窘 次 合并 后 的 系数 应 分 别 为 零 。 

先 说 常数 项 。(41.4) 指 出 y" 的 常数 项 是 含 o; 的 项 ; (41.3) 
指出 的 常数 项 是 含 a 的 项 , DEICOIT TUI E KEN 
是 含 a 的 项 ; (41,2) 指 出 y 的 常数 项 是 a... SED GO B RE 
数 , 常数 项 仍 是 含 ao 的 项 。 令 合并 后 的 常数 项 为 零 , 得 到 含有 中， 

:#1 和 ao 的 方程 , 它 使 得 as 可 用 el 和 ao 表 出 。 

再 说 一 次 特 (3 一 zo) 的 项 。(41.4) 指 出 如 的 一 次 项 是 含 as 的 
项 ; 〈41.3) 指 出 y' 的 低 于 一 次 的 项 是 含 a: aj 的 项 , RA p(x) 
的 泰勒 级 数 , 则 一 次 项 含有 ax 和 as (和 ,2) 指 出 y 的 低 于 一 次 的 
WES a Ma 的 项 , RA 9(o) 的 奉 勒 级 数 ， 则 一 次 项 含有 ao 和 
-41， 令 合并 后 的 一 次 项 为 零 ,得 到 含有 04, az ar 和 a6 的 方程 , 它 使 
fia; 可 用 a2, a, 和 ao 表 出 。 BEA a2 C.H] a, 和 on 表 出 ,as 终于 也 
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Hj a, 和 ao 表 出 。 

同 理 , 令 合 并 后 的 二 次 项 为 零 , 使 得 a, 可 用 al 和 ae 表 出 。 

段 此 类 推 ， 所 有 的 ex 都 可 以 用 al 和 oo 表 出 ,而 9 和 ao 是 任 
TW. FRE a 和 a» 正 是 二 阶 党 微分 方程 的 通 解 中 必然 出 现 的 
PIT M98 

既然 (41.2) 的 所 有 a, RHA, ZAER Y RIRE 

$01 E a = 的 邻 域 上 求解 党 微分 方程 

y"ro'uy-0 《中 是 常数 )。 

解 JEU AGRO, q()- ot. 在 指定 的 民 开 中 心 加 =0， 
单 值 函数 p(x0) =0 和 4(zo) 一 @2 是 有 跟 的 ， 它 们 必然 在 19 —0 为: 
解析 的 。 因 此 , xo =0 JJ; Fla ris HX 


g(x) —a,-- ax o asx? 4- «E aíx* e 
从 而 | 
y Gr) - la, - 2a4z -- Batt - - (b+ la tt 


y" (x) 5 2-1a5 - 3*2asz - 4-3a42? 十 
T (ko 2) (kr 1)8, pott or t. 
把 以 上 级 数 代 人 给 分 方程 。 至 于 ?PCz)=0 frqGO —o? 都 是 只 有 
常数 项 前 渗 勒 级 数 ， 无 需 得 作 展 开 。 现 在 把 各 个 宪 次 的 项 分 别 集 


WIR] sU 


g= | 2-2. | 3:26. | 455a. E 
1 1 


OST | as C, 
4 bid EATER UIBDUA. QUAD 
21a; +o a= 0, 


4- 3a, + c*3; =0, 


3.23s -O :=0, 


5.di5 3- 00*23— 0, 


e (ee 2) )a tota. 
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最 后 一 个 式 子 是 一 般 的 。 所 有 这 些 式 子 指出 从 x 项 的 系数 gs 可 
VA VEI att? 项 的 系数 "no 四 而 叫 作 系 数 的 递 推 公式 。 


按照 递 推 公式 具体 进行 系数 的 递 推 。 
asm Dos. | j az= (— a» Ges 
这 伴 , 26101539075 PERR 
ic)-a[1- dont ilor) 
CD gaps Con? + -| 
Ea a 
04-10 G Hane 


NECTARE Go (s 其 实 ,上 面 的 两 个 [ JE 
是 coswaz 和 sinos 的 泰勒 级 数 [参看 (12,8) 和 (12. 9)]， Rec 
径 为 无 限 大 。 就 是 说 , 只 要 x 有限， 这 两 个 [ ] 里 的 级 数 都 收敛 。 


yx) —a,cosoz + sinog, 


DLE ai AERE 3 Rr ao 当然 还 是 任意 常数， 完全 可 以 于 中 写成. 
'yGe) 2 agcosoz a sinoz. 


AMEN feb NUEELIRDNOE UN, ABIRUN 
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BokM RUROS T BUT CR NSARE UR 
£02 在 zo=0 的 邻 域 上 求解 LLENO 8 
(1—2?)g" —2xzy' +i 十 1)g 一 0 
解 ” 把 方程 表 为 (41,1) 的 形式 ， 系 数 p(w) 一 一 2x/ (1 一 22)，. 
qG)-1(101)/0—2?). ERERKEN D 27 0, H ICER C 
Pro) 0 7 g(zo) — LU 1) ES BUS, 它们 必然 在 zo =0 为 解析 
的 。 因 此 ,zo —0 是 方程 的 常 点 。 以 
y(x) =o tat +a? ta t e Hat 十 wy 
y (x) =a, 2a + 30t? HAL? 4- e -- (E T 1)a, ,12* He 
y" (x) =2. 1a, 1 3:2asa 4- 4 3a4z? +5. 48,2? 
Te R2) (or 3)0,4x* T 
从 和 微分 方程 。 为 了 计算 的 简便 ， 方 程 就 用 题 所 给 的 形式 而 不 化 
为 (41.1) 的 形式 。 方 程 盟 的 (1 一 w*) 是 只 有 常数 项 和 二 次 项 的 秦 
勒 级 数 , —2z 是 只 有 一 次 项 的 率 勒 级 数 ,无 需 再 作 展 开 。 现在 把 各 
个 宕 次 的 项 分 别 集合 如 下 表 。 


2-14, | ,204 | - | + Gee 1) 


-kDoe | -~ 
Exe n 


l (t 4-1)a, 


令 上 表 各 个 需 次 合并 后 的 系数 分 别 为 零 , 得 一 系列 方程 
2-1a5 -d(E1)84 — 0, 3-28a; + (0? 1—2)2, 0, 
. 43a + (1? -1—6)8, 0, 5-485 - (1?--£—12)a5 —-0, 
(k --2) (E 4-1)a,.5-F (0-0 — E? — k)a, =n, 
一 般 的 系数 递 推 公 式 是 
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LE FE-—IOTD, (G-DGLUD 41.8 
m= EFN ^ EFIE A (1.5) 


按照 递 推 公式 具体 进行 系数 的 递 推 ，. 


a, - DG D " a bs DO D, 

.Q- Dur -D0 
pt cm -G-Dü-D-Qr2)00 2, 
T 4t x n 5! 2 


d», = 


(2k —2— D(2k —4—1)---(2— 1 — DIDOHI) (22-1), 
(2%)! zm 


82441 


(2k—1—1) (2k -3—10)--(1— aD C+ 4)-- ARE) M 
(2k 1) 


这 样 ; 我 们 得 到 E vida die 
y(x) --aogo(z) + agi (x), : (41. 6) 
PD C DEED G-DC-DO*DG9,, 十 


(2k 2 — IX2k —4— 0---( D + 1X 4 3)--(1-- 2k — D 2 
peer e rm te 


(41. 7) 
gi (3) a. DOE) 3 十 G-DO- BOO t as 


NCIOCUCLIM icd ue E25) a 
oee a 


+H (41. 8» 
如 果 方 程 中 的 常数 了 是 某 个 偶数 , 比方 说 是 2, RI go Cr) FL 

2z2 项 为 止 ， 以 后 各 项 的 系数 都 含有 因子 ( 允 一 臣 因 而 为 零 。 于 是 ， 
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3of(z) 不 再 是 无 穷 级 数 而 是 2e KEAR, EF Boop EU I8 cL 
至 于 如 《w) 仍 是 无 穷 级 数 。 

如 果 方 程 中 的 常数 是 某 个 奇数 , 比方 说 是 2 十 1, My 
到 a? ' 项 为 止 ， 以 后 各 项 的 系数 都 含有 因子 〈 哆 十 1 一 1 图 而 为 
"re FE y (x) 不 再 是 无 穷 级 数 而 是 38 十 1 次 多 项 式 ， 并 且 式 中 
RANKET. EF go (z) 仍 是 无 穷 级 数 。 

还 需要 确定 级 数 (41.7) 和 (41.8) 的 收敛 半径 。 按 照 (11, 3), 
TR B c SC 1 R-lim|a/o,].. 应 用 于 级 数 (41.7) 和 


{41. 8)， 这 就 是 
R-lima,/a,.;l. 


利用 递 推 公式 (41. 5)， 


I] 
mc 


这 样 ,级 数 解 (41.7) 和 (41, ARS 而 发 散 于 xL. d 
让 德 方程 的 x 是 在 §40 中 引入 的 , 它 代表 cos9, 其 绝对 值 不 可 能 
大 于 一 ， 因 而 级 数 解 (41.7) 和 (41.8) 发 散 于 |z|1 并 不 成 为 问 
题 。 不 过 ,在 6=0 的 方向 ( 球 上 坐标 的 极 轴 方向 ), x 二 cos9 二 十 1; 在 
9—a 的 方向 〈 球 坐标 的 极 轴 的 反方 向 )，z= cos6= 一 1. 级 数 解 
《41.7) 和 《41. 8) f£ x 2-1 是否 收 钱 倒 是 应 当 考 虑 的 。 附 录 十 证 
明 (41.7? 和 (41.8) 在 2= 士 1 Ht, a EL 89108 7; ERG EE— "r4 
不 可 能 在 Y%= 十 1 和 x= 一 1 有限。 

现在 ， 把 这 个 例题 总 结 一 下 。! 阶 惑 让 德 方程 的 通 解 (41. 6) 
是 级 数 解 (41.7) 和 (41.8) 的 线性 组 合 。 级 数 (41.7) 和 (41. 3) 收敛 
TT dsl 00-2), x (AI 它们 发 茹 于 1z|>1 这 并 不 成 为 
HE, RAe, = jcos0| 不 可 能 大 于 一 ; 它们 又 发 数 于 z= 2-1 
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(n+2)ín+1) 2 
R=lim | -tm 


-8=0 和 4 一 <), 这 倒是 个 严重 的 问题 。 

有 不 少 定 解 问题 要 求 妈 在 一 切 方向 保持 有 限 ， 相 应 就 更 求 勤 
让 德 方程 的 解 在 一 切 方向 0<9<<x ME c 的 闭 区 间 [ 一 1， 廿 上 上 
保持 有 限 。 级 数 解 (41. 7) 和 (41. 8) 不 可 能 满足 这 要 求 。 对 于 勒 让 
德 方程 而 言 ，* 解 在 区 间 [ 一 1, 十 1] 的 两 端 *= 土 1 保持 有 限 ” 竞 然 
是 一 个 严重 的 限制 ， 通 常 把 这 个 限制 叫 作 自然 的 边界 条 件 。 在 我 
们 面前 摆 着 这 样 的 任务 : 寻求 勒 让 德 方 程 的 满足 自然 的 边界 条 作 : 
的 解 。 . 

“要 从 客 澳 存在 的 事实 出 发 ,从 分 析 这 些 率 实 中 找 出 方针 、 收 
策 、 办 法 来 ” cete x Ey )。 按 客观 存在 的 事实 来 说 ， 
有 不 少 定 解 问题 的 解 并 不 在 6=0 和 68=x 两 个 方向 成 为 无 限 大 。 
勤 让 德 方程 由 请 足 自 然 边界 条 件 的 解 客观 上 是 存在 的 ， 这 在 数学 
上 应 当 有 所 反映 。 可 是 ， 数 学 上 解 出 的 级 数 却 在 9 二 0 和 8x 发 
散 。 这 是 一 个 了 矛盾。 但是, “对 立 的 两 极 都 向 自己 的 对 立 面 转化 ” 
(< 反 杆 林 论 第 88 页 }。 包含 无 限 多 项 的 无 穷 级 数 一 旦 转化 为 包含 有 限 
个 项 的 多 项 式 ,就 根本 不 存在 发 散 问题 了 。 转 化 是 有 条 件 的 ,这 里 
ULT JT A 

前 已 指出 ， du DEG 则 (C41.7) 的 yo (xz) 是 只 含 偶 次 者 的 了 
次 多 项 式 ， 它 就 是 勒 让 德 方程 的 满足 自然 边界 条 件 的 解 。 以 后 
(8 44), 我 们 将 用 适当 的 常数 乘 它 , 并 称 之 为 1 阶 勒 让 德 多 项 式 。 
到 于 yy (z) 仍 然 是 无 穷 级 数 并 在 zx= 士 1 发 散 , 因而 应 舍弃 。 

前 又 指出 , 如 EAA, MCAL 8) 的 g C E FUA ERES 1 
次 多 项 式 ， 它 就 是 勒 让 德 方 黎 的 满足 自然 边界 条 件 的 解 。 以 后 
C8 44)， 我 们 将 用 适当 的 常数 乘 它 ， 并 称 之 为 7 阶 勒 让 德 多 项 式 。 
至 于 ys (4) 仍 然 是 无 穷 级 数 并 在 z= 1 发 散 ,因而 应 舍弃 。 

总 之 , 勒 让 德 方程 和 自然 边界 条 件 构 成 本 征 值 问题 , 它 决定 了 
分 离 变 数 过 程 中 所 引入 的 常数 必须 取 下 列 数 人 
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I+D) CUSSPID, (41. 9y 
这 就 是 本 征 值 , 相应 的 本 征 函数 是 i! 阶 勒 让 德 多 项 式 。 


3 P 
1. Æ «20 RERE y" —- 29-0. 
2. d£ x, 2 0 B5 4B3&. LR Ae de E 
y' —2zy' c (À Dy 0. 

LB MIARE REBRE ALR? KESMAR A S A M E TT 
AC ML C 形式 ， 就 叫 作 捷 密 多 项 式 , EH, a). BEJNA Hla). 

3. (£o, 0 的 名城 上 求解 (1 一 Ty" 一 6zy 十 6 一 0 Bil 

(1—29)y* -2(9- Day [3(34 1) —2(2+1)]y=0, 

TEW 2 的 级 数 解 (41.7) 和 (41.8) 之 中 以 1=3 代 人 ,并 求 它 的 二 阶 导数 , 然后; 
绢 麻山 的 答案 比较 一 下 。 

4. TE m=6 的 邻 城 上 求解 雅 可 志方 程 

(1—2a2))y* -[B—-a— (a B2) + A(at BF A 1)g20, 


§ 42， 正 则 奇 点 邻 域 上 的 级 数 解法 


求解 二 阶 当 微分 方程 
y" -p(2)g' -q(2)y—0. (42. 1)« 
如 果 选 定 的 点 ze 是 pC2) 或 gCz) 的 奇 点 , 则 点 ze 0U£E 2; P2 (42. 1) 
WRA. PR g) 不 再 能 都 展开 为 以 xo 为 中 心 的 泰勒 级 数 ， 
一 般 地 说 应 展开 为 罗 朗 级 数 


P= *ip(z—m), g= DL gler)”. (2.2) 


在 这 种 情况 下 ， 上 节 方法 不 再 适用 ， 不 再 能 够 把 所 求 的 解 表 为 ; 
(41. 2) 那 种 泰勒 级 数 。 

让 我 们 尝试 把 (41. 2) 推 广 为 
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yla) =D a, (amr) 


z:a,(x— t) Haa lEt) t Haaa Emot 
Taur Eo) tt e, (42. 3) 
其 中 8 和 系数 0,0050, 7. Gares … 是 尚 待 确 定 的 常数 。( 第 
一 个 系数 a, 总 可 以 认为 350, 这 是 因为 如 果 a, 二 0， 那 么 后 一 项 就 
.成 了 第 一 项 )。 这 个 尝试 如 果 成 功 , 点 wo 就 叫 作 方程 的 正则 奇 点 。 
-那么 , 这 全 尝试 成 功 的 条 件 是 什么 呢 ? 
从 (42.2) 和 (42.3) 得 到 
g" —s(a — 1)a,(x—2)*? 
Gr 1)sa, (i723)! n, 
PEY —sp-,0,(x—29)* "  - Lep-«ai8, (42, 4) 
tGT1p.,2,,1)(z—2,)'7"  *, 
q(x)y—q-,a.(— 29)" 
TG aa tq uu) Lo) tta 
“把 以 上 三 式 代 入 方程 (42. 1) 88 4538, A ARR, IE 
:的 系数 应 分 别 为 零 。 最 低 竹 项 合并 后 的 系数 为 零 ， 这 给 出 s 的 代 
数 方 程 , 由 此 确定 s， 确 定 * 之 后 ， 按 升 堵 顺序 依次 令 各 个 宕 次 合 
并 后 的 系数 为 等 ,就 可 依次 递 推出 各个 系数 M 
现在 特别 写 出 (42. 4) 三 个 式 子 各 自 的 最 低 寡 项 之 和 
[Ls(s—1) (z— 39) + sp V (z—4a9)* "^ - g (x—2:)'7"1a,. 
(42. 5) 
只 要 m—136n72W3t5 K—, 则 (42,5) 的 [”] 中 以 第 二 或 第 三 
.项 或 两 者 为 最 低 千 项 。 令 最 低 壤 项 系数 和 为 零 , 只 能 得 到 sp_。=0 
sk q-. —0 或 sp- 十 9-。 一 0 这 些 是 s 的 一 次 或 零 次 代数 方程 ,只 
能 解 出 一 个 s 的 值 或 根本 解 不 出 s 的 值 。 这 是 说 ， 解 不 出 (42., 3) 
形式 的 两 个 解 ,尝试 不 成 功 , 点 zo 不 是 正则 奇 点 。 
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ERE msi 而 且 nn<<2 的 情况 。 这 了 时， (42,5) 的 [”] 中 第 
一 项 是 最 低 震 项 , 另外 两 项 最 低 只 能 跟 它 同 寡 次 而 不 会 低 于 它 。 令 . 
最 低 蹇 项 系数 和 为 零 , 得 到 s 的 二 次 代数 方程 

8&(s—1)-F sp-14 q-2—0. (42.6) 
MA2 STREHA s。 对 每 一 个 s, 进行 系数 ws 的 递 推 , 得 出 一 
个 (42.3) 形 式 的 解 , 共计 两 个 (42.3) SEXO RR, REAL EDD. A Xo 
AERA, WE s 的 二 次 代数 方程 (42. 6) 叫 作 狮 定 方程 。 

这 样 ， 奇 点 ze 是 方程 (42,.1)? 的 正则 奇 点 的 条 件 是 浆 和 1 MB. 
n<2, A p(x) 以 wo 为 不 商 于 一 阶 的 航 点 坝 且 OA xo 为 不 高 于 
二 阶 的 极点 。 | 

例 1 1Ez,—0 B) SEHR LORI 

zy tag —my-0 (m 是 常数 )。 
Dk 7; FER C36. 67). ] 

NW: 把 方程 起 为 (42.1) PLNS E n -1/z, gæs 
—m?/z. ERRI xo 0 是 pil) — Wi E ER Lie gw) 
fU RUNS Plc sot Jr Fé Ei o LA 

gx) — az" Fa, aut 1 auget pee dau uuatt en, 

y' (x) 282,27 d Co 19a, aie H (Cs 7 2)a, zt pe 

Hetk tiae 7 nn, 
g" Go) 2 s(s—1)a zt? (s -1) sa, ia! 
TC 2)G-H 3a. set H 
UOTE KG EE Dau artt et 
ATE HER. DTUG E, 3ITEUUBRAB IDE NT AN f 

为 (42.1) 的 形式 ， 方 程 里 的 <, 和 一 m? 分 则 是 只 有 二 次 项 : 一 
沟 项 各 常 效 项 的 泰勒 级 数 ， 无 党 下 和 作 展 开 。 现 在 把 各 个 沉 次 的 项 . 
分 别 集合 如 下 下 。 
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4. EXTR UC JEREISR BUYS, 得 一 系列 方程 


;Ls(a 71) - e— m?]a, — 0, 
[Co Der Go 1) —m?]a,,, 0, 
[Go 2) (8 - 2) - (a2) —?]a,,5—0, 
,.[5*—m*]a, =0, 
gp LCD! mt Jost, 
: [Lez ciam 
考虑 到 第 一 个 系数 a, +0, 第 一 个 方程 即 是 判定 方程 
/ gi—-mi-0, 
出 此 解 得 第 一 项 的 敌 次 
s,c-bm 和 s—-—m. 

先 取 e; — bm. 第 二 个 方程 成 为 [C3 十 1)? 一 mw?Ja。+1 二 0， 由 
此 知 Gut1=0。 第 三 个 方 各 成 为 [(m-+ 2)2 一 %2]os+?=0， 由 此 知 
94,4170. 照 此 类 推 ,后 面 所 有 系数 金 为 零 。 这 样 ,得 到 微分 方程 的 
一 个 特 解 

yi (æ) =a". 

FR sz= —m. 第 三 个 方程 成 为 [( 一 mn 二 1)? 一 mm?la-n+1=0， 
BijbAna.,.,—0. S A4 RR CÉÓ— m 2)? i) ja.,.,9 0, 
HIER aluum 0. HOHER fü, Je PUE RA MCA DE. AH, A 
33 25 600 39 -— ERE 

i * 307 * 


yin)". 
微分 方程 的 通 解 是 
y(x) =0x" FD. 


这 种 欧 勒 方程 和 它 的 求解 方法 本 是 读者 已 熟悉 的 。 这 里 用 级 ， 
数 方 法 来 解 只 是 为 了 便于 读者 领会 级 数 解法 的 步骤 。 
例 2 在 xo=0 的 邻 域 上 求解 m 阶 贝 塞 耳 方 程 
aty" ey +m y= 《rm 是 常数 )。 
解 EHR KA (42.1) 的 形式， 系数 p(x)=1/x，g(w》 
二 (一 m2)/z? 二 1 一 m2/z?， 指 定 的 展开 中 心 Xo=0 是 g(x) 的 一 
阶 极点 ,又 是 gCx) 的 二 阶 极点 。 因 此 ,zo PERO IERI A. VA 
yl) —a,z' T a,, x! t Ha, H e Ha tE 
y! (a) —5a,z'71 - (5 +1)a, ux 4- (8-2)a, xt 1 + 
TG TES 1)8, uut ** 4e, 
y" (zx) 2s(s—1)a,2'7? + (a-1)80, x! 
T CS 4-2) (8 +1), 28" 十 
F(G T E-E2) Co E H-1)8, aaa! tee 
代入 微分 方程 。 为 了 计算 简便 ， 方 程 就 用 题 所 给 的 形式 而 不 化 为 
(42. 1) 欣 形式。 方程 里 的 x?,* 和 当 一 m? 分 别 是 只 有 一 项 和 两 项 的 
泰勒 级 数 , 无 需 再 作 展 开 。 现 在 把 各 个 徊 次 的 项 分 别 集合 如 下 表 。 


zy^- | 8f3 一 1)G 1 (8+1)so [G--2X8-- Dau; i HOGHE Dau 
ry = | Sih = (ST Da (s--2)84: E | RENS nyt paw |= 
riy | . | l o | e H a, z | Gitt-r FEN ES 
一 mti -| -ma -| 一 mau |- 


A A EA. Bi 
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[s5?— m*1a, — 0, 
[Gs 1)? —m?]2,,,— 0, 
[Co 7-2)? —m? Jasrsta,=0, 


LEEETTEETETTETTTTT 


4906250 os» 4209 4e 249 


考虑 到 第 一 个 系数 a40, 第 一 个 方程 即 是 兰 定 方程 
52 一 地 2 一 0 
:由 此 解 得 第 一 项 的 蜂 次 
sistm 和 s;——m.- 
由 第 二 个 方程 即 [{ 土 m 十 1)? —m*]a,,,—0 (8 
6,4170, 
利用 以 后 各 式 进行 系数 的 递 推 , 递 推 公式 是 
[Co HEY —m?ja,, ,--,,,.,—0, 
E 


1 
LT UG kj O m $63 
= ] i " 
(stk myKsck—m) tct 
先 取 st 一 T", 递 推 公式 成 为 Qae = —6,4,-2/k(2m-Fk). 
i &, 


=j 1 1 
2(m42) ^^ "limil) 27e 


Ont = 
Gus la 170 

a 3(2m+3) "+ s 
(3 +4 cs EN 2 uus. 二 la 

~O 4(2m+4) "7 72042) 22749 


1 1 
BMUTCESITCER TD 
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ET TEE OP e 
Men cC EOD Zeb) Bm 


Gatze =I. 


这 样 , 得 到 贝 塞 耳 方程 的 一 个 特 解 
— 5 1 zY 
nh (avs Drome) 


traren) = 


1 zy qs] 
TCU LE EDOMODELE z) $i 上 


(42, T): 
还 需要 确定 这 个 级 数 的 收敛 半径 。 按 照 (11. 3), cB e 
R=lim |dan: -z m | =lim k(2m 4-k) 一 So。 


这 是 说 , FUE TAR, 级 数 解 (42.7) 就 收 丝 。 通 常 取 

l a, —1/2^ (m1) 
(Xx x8 DOMEUSSPRCEU pH, CT EE m, Don x 1)- 
=m. AFTAR EPI AR A), 并 把 这 个 解 叫 作 六 
阶 页 塞 耳 函数 , 记 作 Ja), 


u—- " 1 x nc2k 
J.G)- cU VAL) . 029 
> era (D 


*tfr ifr YE RC ER Sc S EO, PAD v1 153" PLE REESE" Ki ME 
孙 十 四 有 贝 塞 耳 函数 简 表 。 
HR =m, XÉ4EDYXURCU Gomy — 0. sua ol ko — 2m). 
1 


ndr ads "" 1 
TT STR) 7 mt) 29 


* 30* 


一 


G u.s 738-—2m) T 三 0， 
m Sam) S Cm Faja t 


1 
Fa 


1 
—72:1(—-m41)(—n "me 


1 


ES 
tma =C Fm mi my ar 


G2 641770. 


这 样 , 得 贝 塞 耳 方 程 的 另 -- 个 特 解 . 
teg -- 1 YY 
ae A -rcm 


ttnr mr) ~ 


. 1 no 
HOD CRTICI RTINT) e 
(42, 9) 
Xr 2 T B Dco t6 
R-limla.,,, 2 /0-,..] =limk( —2m-Ek) - eo. 
这 是 说 , 只 要 > 有 限 :级 效 解 (42.9) 就 收 禹 。 通 常 取 
a ,—1/27^l(—m41), 
并 把 这 个 解 叫 作 —m Ur ARAARA, i FE Ju (2, 
FN uel B 1 A 
Veo Dg WE 
(42.107 
DUE R2) e X CE XX PIRE, (x) onle) tru R p 
1n, 
* 311 9 


CJ. (2) 0 (2). (42. 11) 
—n Bir pL SHEER E J-。(x) 含 有 z hE, 从 而 


limJ-. (2) =, 


所 以 , 如果 所 研究 的 区 域 包含 点 x=0, 通常 就 从 (42, 11) 之 中 排除 
34 J GO FUHR JG). SIDA, 贝 塞 耳 方程 企 点 z=0 具有 自 
MN A. 

上 上 面 这 个 例子 好 像 已 经 顺利 解 电 。 其 实 , no ERRER 
《40. 16)]， 第 一 个 特 解 〈42.7) 确实 可 以 顺利 求 出 ， 第 二 个 特 解 
《42.9) 却 很 成 问题 。 事 实 寺 , (42, 9) 的 [“] 中 从 zz 项 开始 , 所 有 
系数 的 分 母 都 包含 因子 (一 办 十 各) 即 零 , 这 些 系数 企 是 无 限 大 ! 或 
者 ,换个 方式 来 说 明 问 题 。 对 于 第 二 个 特 解 , 系数 的 递 推 公式 是 . 

k(k —2m)a., 4, T0 444-2 —0. 
ELAH, E k=2, I a-n HEH dones bá, TA sus dE 
出 a-mi to SRMEEM Gn- ÆW an 时 ， 必 须 在 递 推 公式 中 
X k—2m, 可 是 这 一 来 , 递 推 公式 竟 成 为 - 
Olm tan- =0, I a,.,—0. 


这 里 有 两 个 问题 。 首 先 ， 要 推算 的 系数 a, 从 递 推 公式 中 消失 了 ， 
怎 能 推算 它 呢 ? 其 次 ， 不 管 已 经 逐步 递 推出 来 的 4。_s 是 什么 数 
值 ， 这 里 却 硬 要 求 它 竺 于 零 。 系 数 的 递 推 到 这 里 完全 无 法 进行 下 
去 。 这 样 , 如果 加 是 整数 ， 例 2 的 解法 只 给 出 一 个 特 解 (42.7)， 还 
缺少 一 个 特 解 。 

这 个 问题 并 不 是 贝 塞 耳 方程 特有 的 。 只 要 xo 是 微分 方程 的 
正则 奇 点 , 而 判定 方程 两 根 之 差 8 一 sz 是 整数 (不妨 认 为 整数 
是 正 的 ,这 只 不 过 是 认定 si 为 较 大 的 根 ,3s 为 较 小 的 根 ), 就 可 能 


出 现 这 个 问题 。 素 实 上 ,在 r 志 1 而 n2 的 条 件 下 , (42. 4) 是 
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y" = 8(s— Da, (z—29)* 1 + e 
t G-rE)Y(s TEÉ—1)a,..,(2—2))***2 4 eee 
=D G tks rb —1)a, eg —29)***72, 
pGoy' = Eps orzo) p Gr7 a)* 2] 
x [sa, (x — go) t+ e t (a tka uL (x — a **71 42] 
= D p,-188, T- p,-i(8 t Da ua tr 
k-0 
c p-i(8 t k)a, re 2 — ro) te, 
qGOy - Lg-o(a—29) 2 e - q (x —29)* 4-5] 
X [a,(z —29)* 十 ee +a, mo) tt -+ 7] 


=S [9,.58, +ga 9 4128,44] (029) * 77. 


kap 
je G — r) t 项 合并 , 令 合 并 后 的 系数 为 零 ,就 得 递 推 公 式 
a, LC ck) (s Fk — 1) t pi GI EE) 十 9-2] 
Has- [C8 r8 — Dopo q-1]-2,.,- L(8 3-5 —2) pu qo] 
Ted asp. 9:2]-0. (42.12) 
XET Fl Jj PRER X I AR 81 HERR (42. 12) 可 以 顺利 地 进行 系数 和 的 
— 北 推 , 求 得 一 个 特 解 。 对 干 判定 方程 较 小 的 一 根 32, 开头 几 个 系数 
8,4150, 1, 04-! 还 可 以 其 利 地 推出 , 到 ass 就 发 生 了 困难 , A 
为 这 有 时 递 推 公式 是 
a,, aL C32 h)(53--h — 1) - p. Coh) +ga] 
TG, acil Ca h— 3)po 4-1] 
TG, asa (a h—2)pi po] etan Spi 43-210, 
即 
0,44 81081 1) 十 名 -181 t d] a a iE Gi 7 Dpot q-4]- 
TG, ua-iGi—-2)pi t po] t * 
Tau o2pi-i t d4-:1— 0. 
* 313 *. 


BEAR o, 是 判定 方程 (42. 6) HR, (5D psi q m0, En 
这 个 递 推 公 式 成 为 
9, a0 0, aci Gi 7 Dpo t gi] 二 
Tao ls2pi-i ga). (42.13) 
要 推算 的 系数 4,,4s 从 递 推 公式 (42. 13) BR T. ARE EJ 
让 进行 下 去 。 不 过 , 这 是 就 一 般 情 况 而 论 。 在 特殊 情 次 下 ,42.13) 
可 能 是 恒等式 
,, 440 4-0, 4, 404-7 0,0 —0, 

系数 的 递 推 仍 可 顺利 进行 下 去 。 

那么 ,在 这 种 情况 下 ,第 二 个 特 解 应 当 是 怎样 的 呢 ? 附 录 十 一 利 
用 朗 斯 基 行 列 式 证 明 , 跟 判 定 方程 较 小 的 根 s 对 应 的 解 的 形式 龙 


yox) = Ayi(a) m (2 — s) + S cu (42.14) 


Xr yi G2 是 对 应 于 判定 方程 较 大 的 根 si 的 特 解 。 把 (42. 14) fX 
入 微分 方程 (42,1)， 定 出 常数 4 和 各 个 系数 a， 就 求 得 第 二 个 特 
解 。 
例 3 在 zo=0 的 邻 域 上 求解 整数 阶 贝 塞 耳 方 程 
zy" tag 十 (82 一 m2)g 二 0 (mw 是 整数 )。 
解 例 2 已 解 出 判定 方程 两 根 为 si1= cm 和 s= 一 外、 对 应 
子 较 大 的 根 51= 十 外 ， 有 一 个 特 解 为 贝 塞 耳 函数 (42.8) EMA 
整数 的 情况 下 , DLEEEER T (42. 8) Hp 
E RE í 1 £ mtk s 
DED raara - 
REETH ANER, ERAR 10) 并 没有 用 处 ,这 是 因为 
E I xm 1 grtz 
JDD rea) o 
. 314 * 


如 果 吉 是 整数 ,只 要 之 m, -mtiti ERER, AER 
D 函数 为 无 限 大 , BILE HOC E FUA km 的 项 开始 ， 


En M 1 yrat 
L4O-icrU'gRCamRNG) co 
&l=k—m, 则 


i E » "RR: NS EA »r2! 
J-.(o) IÉÉ D durar) 


me E- " : 1 (zy? 
=(—1) 2X 1) aranh) 


-(6-D"J.G), (42.15) 
实际 上 就 是 第 一 个 特 解 , 不 成 为 第 二 个 特 解 。 
l 据 (42. 14), 第 二 个 特 解 的 形式 是 


yi) = AJ TInt D -net 


k=0 
-把 上 式 代入 贝 塞 耳 方程 ,得 
ALRI Fw) + (a? — m?)J., ] 3-243, 


TEXmncrk) -m4k-— 1)0 4,444 "tt 


h-90 


+ ROC ma. uua ntt 


Nd 


十 (12m?) D al. tT" =0, 
k=v 


ARJ" 4-231, 4- (z* —m2)J,] 3- 24xJ, 


TEGnrE) —m Jamat 7 


kæp 
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TA E a (42.16) 
k-2 
m B BLACRE SR fom NEE A f2 105 AR. PUR E R É aA 
E ]=0, Bahaa) E E O (y ”的 最 低 等 
nmi) 


n! (m-rEn)! 


项 是 zx" 项 。 鞠 把 (42. 16) HEURE ACIE mi CRT k2m 的 项 ?分 别 
集合 如 下 表 , xJ。 项 这 时 还 不 必 考 虚 。 


[= 3) Lim— 2): 


-Üj]Ó £84 | -mom 


4 EXTRA HERI ARCA MAE, A 


90.., 0, Ln —1)*—m'ja..,1—0, 
LG —2)! —m* ja. m+ (Gn —- 3)? m Ja. 
ta-n 70, 6.4.4170, 


[im —&k)?—m? Ya. i. 十 Om+s-2—=0, 


由 此 得 

Qn fX. Gat =0, 

a MEL ER 一 一 本 a E =0 
—m+2 11 Gn—1) 52 -m3 -m+ E 


: i 1 E: 
Gua Tm nm nm IT- A mtl =O 


€— MÀ £n-a- Diary T 
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其 次 ,观察 (42, 16) 里 的 x*( 即 万 =2m) 顶 , 令 这 种 项 合并 后 的 系数 
DESEE 


Ayer pint ed 


由 此 得 


一 2 


£x ur? m mi m-1 -— A 
a. 任意 ，4 - (nc DP Io gm) 


不 难 验证 , 从 任意 常数 a 递 推 下 支 , 所 得 各 项 正好 组 成 CrJ(z)， 
这 是 我 们 已 经 求 出 的 第 一 解 , 这 里 二 以 弈 于 不 论 。 这 是 说 ,不妨 认 
为 es=0， 最 后 , (42.16) HUE c T m P) CH ke 2m $0 8-0 
的 项 ?分 别 集 合 如 下 表 。 


remi rtg«u 


> 

i ; | | 

; " (710992) f 19€ (-iXGne4) ( 1 y 
2AÀrJ "P 2 一 一 一 sid Louie Fu 

: DE |a (mt 1}! (3) x Em z) | 
so | iG [Gn - 3 
> Lmt+2):—m: Jants [Ono mila... ,~ 
rem — int anui — qni ]da.s | 


LIST 2 


令 上 家 各 个 堆 次 合并 后 的 系数 分 别 为 零 ， 得 
LOn 4-1)? m? lamt 84i =0, 
2 4C Dm2) (a oa 


Gp: (3) ETD «36.420. 


On +3)? —m James 士 Gm+l =0, 
{(—1)(m+4)}/ 1 y9*4 
2a yam (T) HEMA- M lamti tin 0, 


Buca 
. 317 * 


1 
(m+1 = — = 
+H = impi 79 


=- 24CDm-2) /1Wy2 
O2 Omt (m+1): “mD (F) 


eres Gana uu E 


er der (e) 


G,,5 一 73(2m4 3) ^" 一 0， 
UN 1 (7-1)! (m4 4) m+ 
Qari = — 一 下 一 一 一 一 一 一 | 
+ re 12A 21 ém -2)1 (3) ] 
z 1 . (—1)? m+2 
(m—1):27 la » -) ( tair) 
s 1 { 一 1)2 wra Am- rid i) 
4-202) * Zi 002) (2) 12023 5p 
1 《一 1)2 f1Ww 
=m 132^ AE ) (rs Me 
34-4 : 
"ops J^ Sm 
1 《一 1)2 /1\"+ 1 
=m 1)12" ier 2): (2) c 
1 \ 
«(1 *xiz)| p- 
1 —1)» mi "TE 
=mi) E ) {0 Hz) 
1 
Hata m+2 |- 
依 此 类 推 ， 


SEC MEN (—1)* iv? 
Ü sin (m— 1): 2» ^ Gn 4 Tn) (s ) [i4 = F v» 
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1 
+ 元 GAR ar 223]; ce 
ML 


到 这 里, 终于 求 得 第 二 个 特 解 


Jale) = cg —2InxJ, (a) 
-l 
— {mR /vm "i 
Sy 


sw 


+E aem 4I) 


ntl 


zx -mts 
HT Warp" iur Ha : dor 
在 数学 理论 中 ， 通 常 取 4-。= 一 (加 一 1)!12"/+， 并 把 这 个 特 解 与 
[e-ma (r3 E) pomi ten prts 
Sk, 记 作 Nala) [ia Sm C RK x 
tim(1 +7 LES " +4 zi ink) 0.577216] 


N.G) S (mS 0 Jn S Day | 


LL 2 


1x (一 1" Dic 
zo anle 2 zx) : 


+( t+ 23] 6200 : (42. 18) 
整数 阶 贝 塞 耳 方程 的 通 解 并 不 是 (42. 11) 而 是 
ROELA MO (42. 19) 


愉 (42.8) 和 (42.18) 容 易 看 出 ,对 于 小 的 
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Joi Tu, 
TRE ES 
poma Ca 

UN a) = -SDL 2 EY 


1 gyo 
LO oni) (m3E:0, mE S Nc. 


Freh, (42. 2002518 Jo (222153, (2) 0, N (x) 9 — eo (m 0); 
J..(r)- oo. Bipb. 如 果 所 研究 的 区 域 包含 =0 在 内 ,J--(z) 和 
AN GOBEBHEIRH KURIER Ja(z)。 可 以 说 ， 贝 塞 耳 方程 (不 管 阶 数 
是 丛 整 数 ) 在 点 8=0 具有 自然 的 边界 条 件 。 


BA 在 zo=0 的 邻 域 上 求解 了 阶 员 塞 耳 方 各 
zy Tay [^ -(3) b =0, 
R 例 2 已 解 出 判定 方程 两 根 为 sem s -m de 
- 例 , 这 就 是 =+ Mni AETR =+ A 


(m0); (42. 20) 


一 个 特 解 为 贝 塞 耳 函 数 (42. 8). Em HERT LIU 
冰 数 (42. 8) 即 


J TOL XC wes 


3 
z ki Pet 到 


Rog cde e ris 
Er ieri Lr fs z) 


Tec nicer 
E 2k --1) (2E —1)---5-3-1 
(—1)* 


pr 1 
"Ex CD pays 


2 


" cba uai | 
T xz 22 C D Gk pwr = Zins. (42. 21) 


判定 方程 两 根 之 差 51 一 ss=1 是 整数 ,第 二 个 特 解 的 形式 是 


COE AJ G)Inz-t 5 az, 


km-1/2 


把 上 式 代入 荆 阶 贝 守卫 方程， 得 
| den sas (e-] 2423, 


OM) k(k—1)a,a*-- D kaa 


ł=-1/2 ks -1/2 


o9 
+ DS) ate * laa =0. 


kn-1/2 kw —-1/2 


IUDUERGUEDEIE UEHJGRISACNIDLEXÉSD 1-0. f 


以 适当 妇 并 ， 上 式 成 为 


2ázJ, + * uM a* 十 5 a,2*** —0 


bw 1/2 ke-1/2 


BEDEKT URA TH. 
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| — : - 
Min zigi zz r? 项 reti 项 |- 
1 

ey " +$ E »en| 

24zJr = Áy, Lai E M s n PEN LS (5; -simi| i 
ł a3! 

| (Rope RR +12) al 

——! | | | 
ze " EIE i upbeiieem-iee de 

xfnct- | 


| 
| 
T 
"| 


a TEX. 
z 


Mor 项 系数 为 零 , 知 
A=0, o f£X. 


不 难 验 证 , MERKA a, 递 推 下 去 ,所 得 各 项 正好 组 成 <3J38(z2)， 


这 是 我 们 已 经 求 出 的 第 一 解 ,这 里 可 以 奔 置 不 论 。 这 是 说 ,不 妨 认 
为 cy =0， 于 是 递 推出 


as» fgs 9"…… 全 为 志 ， 
JY 23/2, 57/2, 53/2, 等 项 的 系数 为 零 , 得 


1 1 1 
0a = ——a8a 好 7 = ——— ü; = —0. 
$ 2-V 1 431 mP 
1 1 
d7 —$. R17 787-1 s.s... . 


TERETA 


x$ 


gx) ez 一生 + 和 一 ~E ) enm i 
通常 到 a.a 2n, EARS 
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JLaG - 4 cosz (42. 22) 


ABA IER Ay Cr) na, 这 是 不 同 于 例 3 的 。 


DE ERN 
€J (x) C4 4G). (42. 23) 
3 HH 


1. HE mo c0 BIR E E ey 22y/ IO Dy 70. DEAE PERI 
(40. 2)] 

2. dE, = 0 的 邻 城 上 求 控 盖 尔 方程 oy (LC oy Ay c0 的 有 限 解 。 
À 取 什 么 数值 可 使 级 数 退 化 为 多 项 式 ? 这 些 多 项 式 乘 以 适当 常数 使 最 高 备 ， 
SRAC 形式 就 到 作 拉 益 尔 多 项 或, 记 作 L1). SILLA L.C). 

3. TE mo AR Lok ur 2a e| 2 1C TED oo 的 有 限 解 。4 


到 付 么 数值 可 使 级 数 返 化 为 多 项 式 ? 

4. dEz,—0 B 4B 3 GR HE Bp B o x UL3E N y e at y" 十 sy a 
Tm7y-0, 8 E AmE, (RON 2 那样 选取 an 1/277 DC (Hm 1), 所: 
fO PR A RC ALL CE m EFL — m. Br He REA SE RES c. 分 别 记 作 Leu 2. 

验证 Lin(2) 没有 实 的 零点 。 

比较 yan(iay? 和 了 Ts(z)， 

5， 在 x, 169488 EL. 求 勒 让 德 方程 (1 一 22) 押 一 220 F1 Dy 0l. 
"fi BERE. 

6. dE zv 2-0 的 令 域 二 求解 xy? ay 3- y —0. 

7. {E 2, — 0 KRR EGRE ry" 十 y=0。 

8. dE 20 RSS E CCELI P3 GRUL (LII A ROO 

e(z- l)y" -CGd ac Éz-y)y T aBy-0. 

45， 在 zo=0 的 分 域 上 求解 汇合 起 几何 级 数 微分 方程 

ay" + (yay — ay =). 
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§ 43， 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 


以 上 两 节 介绍 了 二 阶 常 微分 方程 的 级 数 解法 、 特 别 是 解 出 了 
盘 让 德 方程 和 贝 塞 耳 方 程 。 但 是 ， 从 数学 物理 偏 微分 方程 分 离 变 
数 法 引出 的 常 微分 方程 往往 还 附 有 边界 条 件 ， 这 些 边 界 条 件 可 以 
是 明白 写 出 来 的 ， 也 可 以 是 没有 写 出 来 的 所 谓 自然 的 条 件 。 满 足 
这 些 边界 条 件 的 非 零 解 往往 不 存在 ， 除 非 方程 的 参数 取 某 些 特定 
值 。 这 些 特 定 值 叫 作 本 征 值 ， 相 应 的 非 零 解 叫 作 本 征 函 数 。 求 本 
PEHEE RA REPRE TEL E LIE GE f ER. 

BESz — Er 9c DERRERS, AA AEAN 
乘 微分 方程 各 项 ， 把 方程 表 为 斯 特 姆 - 刘 维 型 


Z[ecoc | - «Gor 1069-0 (a<a<b) UBD 


附 以 相应 的 边界 条 件 , 就 构成 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 。 例 如 
®© a=0,b5=l; k(2) — E. qr) =0, po) 一 常数 。 
e +Ay=0, 

y(0)=0, gy(1)—0. 
本 征 值 种 本 征 函 数 是 读者 熟悉 的 A =n, y - Csininzjl). 
Q a=0,8=p0; k(2) 2x,q(x) - v? [3?, pK)=7. 


gap] prime 《 贝 塞 耳 方程 )， 


(43.2) 


43.3 
y(po)=0. ( ) 

Q a—-—1,b—- 3; kG)-1—2^,9(2) 20, p(a) -1. 
ias eso CIE VEM (43. 4) 


2 
| Qac-lb-il k() 2172 ,q(X) 1 y p) 21, 


«324 。 


£[a-7 Zl- aa 


(43. 5) 
图 a2 —oo,b — oo; k(x) 5e77,q(z) 20, plr) 2 e7*. 
d e-? 22 -zt 
fe A y=0 
(HIJUSE Jj £& y" —2xy' -- Ay—0). (43.6) 


a=0,b= +o; k(z)—e7* ,q(z) 20, pla) —e7*. 
X55 ud] 1 des 
E 2 ee y=0 


MARHE ay" --(1—2)4' 十 424y=0)。 (43. 7) 
TEUA E. 4 DAE GOD, <x) 和 pz) 在 区 间 (a,5) 上 都 取 正 值 。 
请 读者 注意 , 如 端点 4 或 8 是 (x) 的 一 级 零点 ， 在 那个 端点 
就 存在 着 自然 的 边界 条 件 。 例 如 动 让 德 方 程 的 Xz)=1 一 x*?， 它 . 
在 端点 Y%= 士 1 [E kL) 21— (41)? —0, 在 端点 确实 存在 自 
然 的 边界 条 件 [ 见 $ 411。 又 如 贝 塞 耳 方程 的 (2z) =x， 它 在 端点 
x=0 的 值 £(0)-0, ftne r= 0 确实 存在 着 自 然 的 边界 条 件 [ 见 
$ 42]。 
自然 边界 条 件 的 存在 是 未 难 证 明 的 。 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 即 : 
FCO th æy — gC y+ Aple)y=0, JRA 
y Ey DEAD, 
如 端点 x 二 a 是 zw) 的 一 级 零点 ， 则 它 出 就 是 pGo) —k' (e)k) 
的 一 阶 极点 ,从 而 是 方程 的 正则 奇 成 。 先 计算 p-o 
pa = [PEA] ane = RS). 
运用 罗 毕 过 法 则 ， 
B3 -[r Gg Fill..." 
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于 是 ,判定 方程 s(s 一 1) 十 sp 二 dz 一 0 成 为 
32? 十 和 -2 一 0， 
它 的 两 个 根 是 

8,— +V 3-1 8922 —A/ Q5. 

对 于 物理 上 有 意义 的 问题 , disi 和 ss 应 为 实数 ， 所 以 s 和 ss 一 
1E— fa, 或 者 同 为 零 。 如 sl fne; 一 正 一 负 , 对 应 于 负 根 ss 的 解 含 
有 (Y 一 4) 的 负 桔 项 因而 在 =a 成 为 无 限 大 。 如 si=sz=0， 则 有 
一 个 解 含有 In(Gr—a) 项 因而 在 =a 成 为 无 限 大 。 在 x=a 成 为 
无 限 大 的 解 应 该 排除 , 这 正 是 自然 边界 条 件 。 

斯 特 媒 - 砍 维 本 征 信 问 题 是 对 斯 特 姆 - 刘 维 型 方程 附加 以 齐 次 
的 第 一 类 、 第 二 类 或 第 三 类 边界 条件 ,或 者 是 自然 边界 条 件 。 微 分 
HERH C), q(x) 和 p(x) 不 妨 认 为 具 取 正 值 。 

现在 把 这 类 本 征 值 问题 的 共同 性 质 列举 如 下 。 

QD 如 (zw) 及 其 导数 连续 ，gq(x) 连续 或 者 最 多 在 边界 有 一 阶 
极点 ， 则 存在 无 限 多 本 征 值 A «AA. Aa, 相应 地 有 本 征 
函数 gi (n), yala), yale), yila), e, AEREA EDU SF GE. 
好 使 节点 个 数 依次 增多 (节点 个 数 的 性 质 在 量子 力学 中 可 用 以 很 
方便 地 判断 哪个 波 函 数 代表 基态 )。 

以 上 性 质 的 证 明 已 超出 本 书 范围 。 

© BUB ER A 0. 

证 本 征 函 数 y.《x) 和 本 年 值 4, 满足 


-El taon A oC, 
用 加 遍 滚 各 项 ,并 逐 项 从 4 到 65 积分， 得 
A pyidr=—| 加 一 plei a f gyde 


dx 


一 一 [tyn is) +f 2623] dx +f qyide 
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= (kgya Gp t S gttda- | aviae. 
(43. 8) 
(43.8) 右边 的 两 个 积分 明显 是 正 的 。 na (43.8) 右边 第 一 项 
(ky,g.).-.. 如 果 在 端点 *=a 的 边界 条 件 是 第 一 类 齐 次 条 件 
g, Ca) 二 0, 或 第 二 类 齐 次 条 件 y. (a) —0, RARR pk (Ca ) —0, 
这 一 项 (EY)s-。 显然 为 零 。 如 果 在 端点 x=4 的 边界 条 件 是 第 
ERF RRG E ema = 
(ge) ema = Lh 9 — ht y heut], o, m h(g22), 28. 
3B 3. 8B AER (eyd) BRE I emo 的 边界 条 
件 是 第 一 类 齐 次 条 件 y.(5)=0, 或 第 二 类 齐 次 条 件 O=, s 
自然 边界 条 件 %(5) 一 0, 这 一 项 (kywy')。-s 显然 为 零 。 如 果 在 端点 
a=b 的 边界 条 件 是 第 三 类 齐 次 条 件 (加 十 pi)--s=0, 则 ， 
—(g,y.) os = — [Rh + hy); hg; Jens hog 2), 2,20. 
BEAR (A3. 87538 e UB 0, 左边 必然 也 >0, 即 


: 
af pyde>0. 
上 式 里 的 定 积分 明显 是 正 的 ,因而 Au 290. ， 


ORE 相应 于 不 同 本 征 值 An 和 4, 的 本 征 函 数 MOLLPAC 
EKAL bt aE, Rp i 


fa cos. o Gao. (43.9) 
E FERR Ya d y. 分别 满足 


Ley]— dyn ÀnPYa =l; 


AU 一 gu HAPY = 0. 
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v. E gz1- Yay Ug] An — An) Pl alfa 7 O* 
15 Ti a 3 b 积分 ， 得 


" nas (ky, )— gei ey. aera. 一 人 f PY sudo 

= Sey gg Va Hu AD orato 

xk Jua E sd) em — (tg ga — yag.) =a 

t, AD [ ovs. (43. 10). 


现在 看 右边 第 一 项 (egg. kynt) ARES I =b 的 边界 
条 件 是 第 一 类 齐 次 条 件 gu (0) —0 和 9,(5) 一 0， 或 第 二 类 齐 次 条 
f: gu (5) 0 R1 y (D) —0, 或 自然 边界 条 忻 E(5) —0, 这 一 项 
(ys 一 yn)sos 显然 为 零 。 如 果 在 端点 z= 吉 的 边界 条件 是 第 
TUER CAR Ie Ym hg)» = 0 C, HRY) 70, M 


EZA mM x Hkg lyn- : Ch.) 


kyn C, hy,) l= =0, 
总 之 ,(43. 10) 右 边 第 一 项 为 零 . 同 理 , 38 08 OD, TX 
(43.10) 成 为 


(4,— AJ pygdz=0. 


ER ALSEALBDAS— A.0, EXHI | oynydz=0. 


如 权重 o(x) 21, (43.9) 简 单 业 称 为 正 交 。 

D FEARR Yle), pE, ysl), e EREN. A BIOL E 
具有 连续 一 阶 导 数 和 逐 段 过 续 二 阶 导数 且 满 号 本 征 国 数 族 y, C) 
(n1, 2, 8, …) 所 满足 的 边界 条 件 ， 必 可 展开 为 绝对 且 一 致 收 全 
的 级 数 
» S28 + 


fi o-2»f.s.G. (43.11) 
Tul 


这 个 性 质 的 证 明 也 超出 本 书 范围 。 

(43. 1 AARRE ARH, fe UE NAE 
叶 系 数 。 现 在 利用 正 交 关 系 (43.9) 推 导 广 义 傅 里 叶 系 数 的 计算 公 
式 。 用 oy GO3R3IECA3. 11) 各 项 并 逐 项 积分 ， 


ffr. DOIS f os. nas. 


由 于 正 交 关 系 (43. 9), 上 式 右边 除去 含 f。 的 一 项 之 外 全 为 零 
MOZ AORO 
上 式 右边 那个 积分 的 平方 根 叫 作 y。(z) 的 模 , 记 作 Na ERER 
f. a | FEW Dos. (43.12) 


这 就 是 广义 傅 里 叶 系 数 的 计算 公式 。 
如 果 本 征 函 数 的 模 等 于 一 ， 就 叫 作 规 一 化 的 本 征 次 数 。 对 于 
正 交 规 一 化 的 本 征 函数 族 , 公式 (43.12) 简 化 为 


f.- | FOIE PEE. (43.13) 


X 3c, 非 规 一 化 的 本 征 函数 了 (xz)， 只 要 除 以 模 (这 是 常数 ) 也 就 成 
为 规 一 比 的 了 。 
为 了 应 用 公式 (43. 12) 或 (43. 13)， 必 须 先 肯 定 本 征 函数 族 是 
《 带 权 重 ) 正 交 的 ,还 必须 能 计算 本 征 函 数 的 模 。 所 以 ,在 研究 特殊 
函数 时 , 正 交 关系 和 六 是 两 个 重要 课题 。 
以 上 的 讨论 假定 了 本 征 函 数 是 实 商 数 。 但 本 征 函数 也 可 以 是 
复 函 数 , 例如 , 方程 (36. 62) M "2 —0 注 同 自然 的 周期 条 件 
(9 十 2z) 一 四 49) 构成 本 征 值 问题 ,本 征 函 数 是 (36. 66) 即 实 函数 
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1, cosg, co32g, -**, sinp, sin 29, sin 39, +$ 
但 是 也 可 以 说 , Ae AE GR ME EP 
“ea e, e^i*, 1, e’, eio, e?r, "S 


REF £ 09 4: GEGR Ze, EKRA. 9) Rz E 29 


Ü Cy GO T y Gp ON (43. 14) 
模 N n 的 定义 应 修改 为 
AOA KOTOL (43.15) 


8 40 并 没有 把 球 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 中 的 分 离 变数 法 进行 到 
底 。 现 在 , 惑 让 德 方程 和 贝 塞 耳 方 程 已 经 解 出 ,下面 两 章 将 继续 研 
究 球 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 中 的 分 离 变数 法 。 

限于 篇 幅 , 在 特殊 函数 之 中 , 本 书 只 讨论 球 函数 和 柱 函 数 。 附 
录 十 七 至 十 九 简略 介绍 厄 蜜 多 项 式 、 拉 益 尔 多 项 式 和 车 贝 雪夫 多 
项 式 。 
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第 十 三 章 ” 球 函数 
§ 4， 轴 对 称 球 函 数 


用 球 坐 标 系 ， 对 拉 普 拉 斯 方程 和 交 姆 重 兹 方程 进行 分 离 变 数 
CIL $40), RARAN DE 


1 2/. of 1 
sine (noA) 5; 2g 


继续 分 离 变 数 , 则 球 函 数 


Y LI DY- 0. (44.1) 


Y(90,9) 2 (Acosmo -Bsinmgp)60(0), (44. 2) 
其 中 @(0) 需 从 缔 合 勤 让 德 方程 
a-4289 2:89. ul is je (44.8) 


解 出 , 式 中 的 > 是 
z= cosĝ, (44. 4) 
Ju E BEESC BOIS RR RARA, É RAPOR REDRE 
标的 极 轴 , A IB BER eE (44. 2) 看 ,这 是 说 , m0. 而 在 
m=0 的 情况 下 , 缔 合 鞭 让 德 方程 (44.3) 成 为 1 阶 勒 让 德 方 程 


(1—%? £9. - 239 上 HI+DB= 0. (44. 5) 


《一 ) 勒 让 德 多 项 式 
Sit RO ES41 例 2 解 出 , 这 个 方程 在 w= 土 1( 即 9=0 
和 8 二 x) 有 自然 边界 条 件 ， 从 而 构成 本 征 值 问题 。 本 征 值 是 (OL 
十 1) WER). Ei 为 整数 的 条 件 下 ， 勤 让 德 方程 的 两 个 线性 
独立 的 特 解 之 一 退化 为 了 次 多 项 式 , 叫 全 工 阶 勒 让 德 多 项 式 , 通常 
记 作 了 ,(w). 这 就 是 本 征 函 数 。 这 样 ,在 轴 对 称 的 条 件 下 , RAH 
e 331 * 


(04.2) XJ Pia). PLC) 可 说 是 轴 对 称 球 函 数 。 


现在 具体 写 出 勒 让 德 多 项 式 。 通 常 约 它 ， 用 适当 的 常数 乘 本 . 
ERAR, 使 最 高 次 早 项 的 系数 


— (2i) 
MEA E TO 


利用 系数 递 推 公式 (41.5) 


a= ETDE) a 
"UG-DGri1'* 


就 可 把 其 他 系数 一 一 推算 出 来 。 例 如 
I(IL—1) _— 40—1) (Qty 


2:8: 073)21-1) "^ 2010-0? 
on (21) 
7-72010—i) PO} 

ER (20 一 2)1 
-1) sa 
a 3) 


DC ^ 
{1—2)(1—3) 《27 一 271 
2:21 (20 一 3) 2'(01—11 0-2) 
1 (21 —2» 
2:2: (2L —3) 2'(1—1)(1—2)1 (L—4)1 
(201 —4) 
2:2'(£[—2) (L—4)51'. 
|2O(O-4)Y0—5) 
Se= (Le)QI-5) 
2 (21) C —0€C7 9) (20 —4») 
2.3(20—5) 21i'(1—2)1(0—4)1 
: 1 (21—4) 
2-38 (20 —5) 2'(0—2) (0-3) (1-6) 
| (20—65 
820—350 -9) 


一 (一 1)2 
一 《一 1) 


一 (一 1 


= (一 1) 
一 (一 1 
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(21 — 2n): 
ui2'(L—2): (1L —2n)|" 
这 样 , 勒 让 德 多 项 式 终 干 具体 写 出 : 

LRL l 


E (21 —2k)| " 
P,(x)- 之 (— -D'sm ed a M (44. 6) 


例如 , 头 三 个 勒 让 德 多 项 式 是 
Po(Cz)y 一 1， Pi(2)—z- cosQ, 


Bi- —( 1» 


Ple) =-5 (3—1) =} (80020 1). 


其 佘 的 惑 让 德 多 项 式 以 及 它们 的 图 象 参 看 附录 十 二 。 
如 ?= 奇数 2 十 1, WP GO Rf RRE, MT Pasa (0) =0. 如 
1 一 偶数 2n, WEP,(0) =P2,(w) 的 常数 项 。 按 (44.6)， 这 是 说 ， 


„_(20)! nl'3.5.(2n—1) 
P3,(0) =(—1) PTT ee 


勒 让 德 多 项 式 还 有 MRAR 
P,(z)= d (ay. (44.7) 
这 叫 作 洛 德 利 格 斯 公式 。 
证 用 二 项 式 定理 把 (wx? 一 1)' 展开 ， 


t 
zm 67D -a »»v -pu ento n 


FT, i 


t 
1 
LÉNW TEU-PG 2. 
zx M 2'ki(E—h)1 


把 上 式 求 导 Lk, MERK 2U-2k ACE Unite Lok WR 
中 成 为 等 ， 所 以 只 需 保 留 震 次 20—2x2 1 的 项 ， 即 k«I/2 的 项 。 
这 样 ， 
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sn iG -17 


igl=1 


$2*—^ . 
(21— 2k21 — —2k— i)e :(1—2k 311). 1-38 
"20D — a Vy 


aL 
iex 


= (21—2k)! hides 
xc -D' PEENE mE 


按照 科 希 公式 (9. 5), 微分 表示 式 (44.7) 可 表 为 路 积分 


2_1 ; 
PG) =z z edes (44. 8* 


Ch z SE TRI E BIER c— c AE HI rop. XXL IE TR TT UR 

(44. 8) 还 可 以 进一步 表 为 定 积分 。 为 此 , 取 吕 为 圆 局 , 圆心 在 
z2-c2, M B yv ieil (£C E, zmesy a^ —12*, (41.8) 
成 为 


Pie) = 


+ — 1 e™—i ; 
Zxi m xl oa eura GS à) 


ip UR 一 1 ety 十 (22 一 di 


2x Jos zele” 
=} [ee /xi 一 lc 十 et 5I d$. 
-— 则 
P, (四 = 元 Ceost t isintoos ey, (44. 9) 


dy 


这 册 作 拉 莹 拉 斯 积分 从 (44. 9) 很 容易 看 出 | 己 :( 父 eb PAD=1, 
(二 》 考 让 德 多 项 式 的 正 交 关系 
TES NF ERE HE ETRLIST HEKK RA. 9) 的 特例 ,不 同 
Wr f Suc 48 d m ED IB] C^ 1, o 1) EXE XE, 
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JEPP, (2ds-0 (k+l). (44.10) 
A9 A. a 回 到 原来 的 变数 6, 则 (44. 10) 应 是 
V PCeose)Pi(cosg)sinbab=0 (es). (44.11) 
(=) 勒 让 德 多 项 式 的 村 
现在 计算 勒 让 德 多 项 式 PKR N: 
N? zi P [P,Ca) dz. 
-把 上 式 的 P,(z) 用 微分 式 (44.7) 表 出 ,这 便于 分 部 积分 ， 
m= -— Es Sec apes De 


2"(n Lm dii 
1 [d'(22—1)! di —1) t 
SA dr O dé ja 
A [io CAGES DN 
2"(1)3)]., de dà ds I 


RBGH- D'-G-D'GD' Dec 4126 Lites. BIDS 
1 一 1 ga SOT z= 上 1 RA, M EXOBU 


da! 
分 为 零 ， 


E (—1)! *igi-i(32— 1)! d'*i(z1—1)! 
E rara rr EM LN dz 


一 次 又 一 次 地 分 部 积分 计 ? 次 ， 即 得 


ELI : 2 t 
Sissi -ay £e Das. 


X B. GC — D ZE 2L 次 多 项 式 , 它 的 27 阶 导数 也 就 是 最 高 害 项 x 
的 21 Wr SUL DI. T 


二 {一 D's (22—1)'dz. 


从 >z 回 和 到 原来 的 变数 bz= 0020, Ri (2 —1)' —(—1)'sin?'0, mi 
3357 


dx= — sin 640, Bi 


E (215: [? . — (QU. [^ on : 
Ni-C Das], sin Hedo = P s [sin 'édó 


" Xe sin?'*'d8. 


应 用 附录 七 的 定 积分 公式 (五 )， 


N?=_(2D! 9 24027 一 2)(27 一 4)…6*42 _ 
£732 QUE QU-1) 20 3)-—5-8 


EXCUSF 2B 
CEU" QUEDQIU-1)-—5-8 
.GD 1 QU, 2 


= CQUEDQU-1)-E3 QI AFT 
终于 求 得 横 Wo 


Nido (44.12): 


2l 十 1 
(四 ) 广义 博 里 叶 级 数 
根据 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 的 性 质 OCA S 43]， 在 区 间 
一 1<y<s+1 即 0<b<r 上 ,以 勒 让 德 多 项 式 为 基本 函数 族 ,可 把 . 
函数 有 (w) 展 开 为 广义 傅 里 叶 级 数 ， 


"i EALO 
1=0 


+ (44. 13). 
uf HM geop coa, 
即 
8)- 3 P, 0 , 
(fo 2f (cos) TES 


Utt f = ELS" FOP, Cost) sint d. 
0 » 


CR) 母 函数 与 递 推 公式 
设 在 单位 球 北极 置 dreo Sr iE R PE CE 71)， 则 在 球 内 一 点 
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M CEBYSR A 9825 7,0, o) fir $956 


1l. 1 

d A-2rcosü vt 
静电 势 1/4 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 作 为 拉 
普 拉 斯 方程 的 解 而 又 以 球 坐 标的 极 轴 为 
对 称 轴 ，1/4 一 般 应 是 (40. 4) 与 轴 对 称 
球 函 数 P,《z) 的 乘积 的 又 加 ， 


1 x : 1 
27x Bicier Pi Cos). 

fiit $$ 1/d Te JR ARCH RBS, 所 以 上 式 中 所 有 B,-0. 这 样 ， 
1 Ar'P(eos0). (44. 15) 
i20 


展开 式 (44.15) 的 系数 4, 本 当 按 照 (44,13) 或 (44.14) 计 算 。 但 
这 里 拟 采 用 一 个 较 简 便 的 变通 办 法 。 在 (44,15) 两 边 置 9=0， 


jin =ar. ` (44.16) 
另 一 方面 ,不 难 在 = 0 的 邻 域 上 把 1/(1 一 >) 展 为 泰勒 级 数 
qhI-berbrertbeebr pe. (44.17) 
比较 (44. 16) 和 (44. 17) 即 知 


4,21. 
FÈ, CUL 15) HU 


1 v 
VICmowPrS 2C Pilo), (44, 18) . 
A/A/1—2rcos8 7? . Bj Je WE Bh U- 16 dX SIC 0 RR ME 
《44.18) 只 在 球 内 (7 二 1) 收敛 , 在 球 外 应 代 之 以 

. 337 8, 


ICar $ EP, Goosb). 
对 于 半 色 为 及 的 球 , 上面 两 个 式 子 应 修改 成 
Sogl Pi oos) (rR), 


i20 


i 
VR —2rRoosb tri — (44.19) 


DAR ir Pioon0) (rH). 


DD 


0 


利用 母 函 数 还 可 以 导出 惑 让 德 多 项 式 的 递 推 公式 。 先 把 (44. 
18) 写 成 


RR Ne ee > 1 : 
WIRT 23r P). (44. 20) 


对 了 求 导 ， 


U air x P, w), 
两 边 同 乘 以 (1 一 2rz 十 7?), 得 


z-—T > 
——— (0 2re +r?) S trp, (a). 
A -2rz tr? ( TETEE, 2 T f, 
a 
(z—T) S UPG)- (1—2r24- 7?) 3 br! P). 


I-0 
比较 两 边 的 c 的 系数 ,得 
zP,(x)— P, (zy - (E -1)P, uar) 
—xkP, (a) 4- (k—1)P,. (x), 
即 递 推 公式 | 
(k-- PL) - (287 1)2P,G) TEP (0) =0. (44.21) 
(六 ) 例题 
例 1 在 本 来 是 匀 强 的 静电 场 中 放置 均匀 介质 球 。 本 来 的 电 
. 338» 


场 强度 是 Eo 球 的 半径 是 os fri OR es WRAEK 
电场 强度 。 

解 eh a E at 
球 心 而 平行 于 Es 的 直线 显然 是 对 称 轴 , BOUT COR Ue ER AG 
Bib. 

IT Jr ERI E RE RS HL H, e ERE E= — Vu fi 
IRERE, Auc V-Vu 在 球面 上 没有 意义 。 因 此 , 应 区 分 球 外 
frt, Du. 和 和 球 内 的 电势 wi, 两 者 在 球面 上 通过 衔接 条 件 而 联系 总 
来 。 球 外 的 电势 满足 拉 苦 拉 斯 方程 ， LÁ 
Wi XR uS b 3S RH IR LLL 
E,, 


ps =0 (r>a), 
u| na~ — Ez = — Esrcos8. 


球 内 的 电势 % Api e Dre E RR, 
Agqu,;—0 (r«a) 72 
ft HEAR [Zi B ARH E3E ZR iB. DLE D= ees E — — eeovu 的 法 


向 分 量 即 一 seo 区 连 续 (这 就 假定 了 介质 球 本 来 是 不 带电 的 )， 


| sza 7 Ui | " 


eoe) LES 
本 例 的 极 轴 既然 是 对 称 轴 ， 就 只 需要 轴 对 称 的 球 函 数 即 勒 让 
德 多 项 式 。 


考虑 到 (40,.4), 可 把 球 外 的 电势 表 为 


t, -*(4 9 4-B, pe^). 
t= 
FRK rs EREA de 项 和 Bi/r'*! 项 远 远 小 于 7' 项。 把 上 
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式 代入 无 限 远 处 的 边界 条 件 , 得 

A,T.P,(o056) + Ar? P4( 088) + 

-F Aur! P,(cos0) += — Eyrcost. 
左边 是 以 勒 让 德 多 项 式 为 基本 函数 族 和 的 广义 储 里 叶 级 数 ， 这 提示 
我 们 把 右边 也 展开 为 同类 的 广义 体 里 时 级 数 。 但 是 ， 右 边 其 实 已 . 
经 是 广义 蛋 里 叶 级 数 ,不 过 它 只 有 一 个 单项 即 一 BorPi(cos9). 比 
较 两 边 系数 , 知 
Aj m—4, 4,—0 (LÆ0,1). 

这 样 , 球 外 的 电势 w 可 表 为 


u, = Ag — Egr P (c0s0) -- TB, 


is PiCoont). 
120 


球 内 的 电势 可 类 似 地 表 为 
Wi = 三 (cr FD )Pos0). 


存 球 心 *=0 有 一 个 自然 的 边界 条 件 , Blob 9 u 应 是 有 限 的 ， 所 以 : 
上 式 里 所 有 D, =0， 这 样 , 球 内 的 电势 w 可 表 为 
t= TC:P,(cos0). 
i-z0 


球 内 外 的 电势 的 联系 建立 于 衔接 条 件 即 


-A rP, (cos0) = DIO.a!'P(co0s0), 
tz0 


[o T TB 
i0 


— EP(cos0)— S (14:1) B, LP Coos8) 


tntr2 
t=0 a 


=e SIC,a P(e0s0), 


i-u 
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比较 两 边 系 数 ,得 
ei 


l. 


z=% -B —2B-} =C; 
B, zii -C,, 
120,1). 
| NE 
(+ DB zelC,a 
HERR 
zi 
五 | = 上 二 -93 万 
B=0 1 15215 B,-0, 
ERG SE (120,1). 
C)— As =- B. C= 
p= € 4-2 05 
这 样 ,本 例 的 答案 是 


3 


: e-—1 1 
f = do — Eor cosÓ + zi1^ Es 10080, 
e-r2 


w; = Ao — EsrcosQ. 


答案 中 出 现任 意 常数 4o, 这 是 由 于 我 们 没有 规定 电势 的 零点 。 
球 内 电势 w 又 可 表 为 


这 是 说 ,EE 仍 为 匀 强 电场 ， 只 是 按 一 定 比 率 前 弱 了 。 球 内 极 化 强 
HE 
P e(e—1)E,— eS n 
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也 是 常数 。 这 说 明 球 的 极 化 是 均 色 的。 
本 例 可 移 用 于 静 磁 场 。 在 义 强 吹 场 HocCH PRA S 的 
E 但 大 小 


H;= Hy. 


m i3 
球 内 磁化 强 府 


ul (au. H-] 
M;-(& DH; 3 at 


HERAF Ho 这 个 现象 吗 作 磁 介 质 的 运 磁 效应 , (Ho 一 Hi)/ M; i. 
作 退 磁 因 子 。 对 于 球形 磁 介 质 ， 


Bap pof =i vt 


例 2 均匀 介质 球 ,半径 为 4, 介 电 常 
数 为 e。 把 介质 蒜 放 在 点 电荷 dreog 的 
TB. Erb, 球 心 跟 点 电荷 相距 4( 图 73)。 求 
解 这 个 静电 场 中 的 电势 。 

解 ” 球 心 和 点 电荷 自 联 线 是 对 称 轴 ， 

到 作 球 坐 标的 极 轴 , 极点 则 了 到 在 球 心 。 图 73 

El t, Py EX 7» R P] u, 和 球 内 电势 %， 并 通过 衔接 条 件 联 
系 起 来 。 

假如 没有 介质 球 , 电势 本 来 应 当 是 


vd a 


draw. 


EBEN! 
dt —2rdcosÓ tr 
因此 , 不 妨 令 
— — UNÓSÓ 
ic d? —2rdcos0 +r? uz 
面 集中 注意 力 于 2- 


Rud =0 (r>a), 


. Ast; —0; 
tim», =0; Jor 
yc 
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tel psa =a; | rf-a5 
au Ad o 


EL 


eri... Ir 
考虑 到 无 限 远 处 的 边界 条 件 ,9, 可 表 为 


[A = XN (co80). 
m 
考虑 到 球 心 的 自然 边界 条 件 ,%i 可 表 为 
tt; = 520, r'P, (0080). 
4-0 


问题 在 于 把 和 在 球面 上 通过 街 接 条 件 而 联系 起 来 。 为 
此 , 先 要 利用 (44.19) 把 q// d? —2rdcos0 4 r? RA 


| M on 
VR ee =g 2g v'P,(cos0).. 
| uet 


por qiero! PiCosb) 4-18, e Poo) 
120 


x3 P (cos0), 
1-0 
a S gia P Gos6)— S B.E ETP Ccos0) 
i0 i-0 


— 67» 0, La' 1 P,(cos0). 


i-0 


比较 两 边 系数 ,得 
qst zm ,78'0,, 
1 gia?" 1 -Ud —ela'- KA 


» 3430 ` 


由 此 解 得 


B = HC 1 anti EE CSV 
U IGADI SECCESIIESR LM 


这 样 , 得 到 答案 


We aod (el) 


la?*! 


"Zeduine p p 


imp 


ERO. ( cos), 


1 
"Dem t'P,(cos0). 


E 题 
1. HRH op nds. 


2. DAE RS £ BDROU GCASIR FG EEO 4- D E TEC PUR OR ES 
广义 伟 里 叶 级 数 。 


(1) fia) =e, (2) f(z)-a*, 
H NC OO rM, 
(3 Fe -|zl, (4) fæ) to Ceco. 


3. ÉEACKIE USB E E, 中 放置 导体 球 ， 球 的 半径 为 a. RRR 
体 球 怎样 改变 了 义 强 静电 场 。 

4. 在 点 电荷 dreg 的 电场 中 放置 导体 球 ， 球 的 半径 为 a, 球 心 与 点 电 背 
相距 &(>a) ,求解 这 个 静电 场 。 

5. RE Aim (reca), ul, cos?B. 

6. HH — EUR Sut H9 46 BEIC E229 o 109 9 e ERE OBRUO PE AI RS, fk 
举 球 各 充电 到 电势 为 内 和 v 试 计 算 电场 中 的 电势 分 布 。 

7 半球 的 球面 保持 一 定 温 谋 u, 半球 底面 四 保持 0",， 国 绝热 。 试 求 这 
个 半球 里 的 稳定 温 姜 分 布 。 

38， 半径 为 a, 家 面 午 黑 的 均匀 球 ， 在 温度 为 CHRITH, TAMLE 
M, ERIR RRE 79 qo . URUPIR ER OE REI M, 
. 344. 


部 YY 


9. 求解 4 31 习题 7 的 轻 绳 的 振动 , 初 位 移 p(x), mE pa). 

10. EFRA a 的 圆 形 铁 环 , 充 有 4xreog 音 位 电荷, 求 铁 环 周转 电场 中 的 电 
势 。[ 在 初等 电学 课程 中 已 知 圆 环 轴 上 距 环 心 * LE P LIE 十 177.] 

ll. E Pie) =P; (2) = 2aP m) Pia). [Hon (44.20) 对 了 
求 导 。] 

12. 利用 上 题 和 (44.21) 求 证 (27 HD P, 0) = Pha (2) — PL. 


$495. 一 般 的 球 函 效 


RAERD E | 
i ar 
二 5 到 sne3 S) iir A JUDY =0 (45.1) 
分 离 变 数 的 解 是 


Y(0,9) —(Acosmp + Bsinmgp)0(0), (45.2) 
其 中 8@(9) 需 从 缔 合 勒 让 德 方程 
0-299. -atia +D- 9- 0 (45. 3) 
解 出 , 式 中 的 = 是 
æ= cosb. (45. 4) 


如 果 所 研究 的 问题 没有 对 称 轴 ， 缔 合 勒 让 德 方程 不 能 归结 为 勒 让 
德 方程 。 我 们 必须 求解 缔 合 勒 让 德 方程 。 

(一 ) 缔 合 勒 让 德 函 数 

£o — JE BE GC DLE B 2; LAS. 2) 的 常 点 ， 可 以 用 $ 41 的 方法 
在 mo=0 的 邻 域 上 求 缔 合 勒 让 德 方程 的 级 数 解 。 但 是 直接 运用 级 
数 解 法 所 得 系数 递 推 公式 比较 复杂 (每 个 递 推 公式 包括 三 个 系 
SO. Bi. xA ERE 


8 —( —22)3(a), (45.5) 
把 待 求 函数 从 日 变换 为 (x)， 在 这 变换 下 ， 
» 345 « 


d.a —a1)Sy —m(- a ji zy, 


A 


G= (1a?) iy yp) 9 rg maa?) ly 


2 58 


TmGOn—2)(0 —23)* 
T2. EP ACTFPHNLA Sit E LE RUS san. 3), 号 把 它 化 为 y Gom 
微分 方程 
(1— Me Ty Ft1)—mini+1)ly=0. 
(45.6) 
t 二 0 是 这 个 微分 方程 的 常 点 ， 直接 运用 级 数 解 法 所 得 系数 递 推 
公式 也 不 复杂 。 可是, 我们 还 是 不 准备 直接 运用 级 数 解 靶 , 这 是 四 
为 微分 方程 (45.6) 恰好 是 勤 让 德 方程 逐 项 求 导入 次 的 结果 《8 41 
习题 3 就 是 例子 ). 验证 如 下 .应 用 关于 乘积 求 导 的 菜 布 尼 益 求 
导 规 则 
maz 一 1) nm 


(uoy ptr) p t pnt. 十 i! pEn72) 十 ee 


tin Des c (nk nr qul7lp, 


(48.7: 
把 勒 让 德 方程 
(1 一 z2)P" 一 2xP' 十 LE 二 1)P=0 
求 导 m 次 ,其 结果 是 
faepe m2xpis" -2 Dapen 


—2(zP*? mi) - LL E 1)P071—0, 
Bii 

OPW — 2(m-- 1)g PI?" J-[L(IL--1) —m(m-E1) =0. 
iX YEAR (45.6), AES. 6) 05 RE yC) 应 当 是 勒 让 德 方 程 的 解 
*» 346 * 


P(x) 的 rw 阶 导 数 ， 

yla) - Pi"Y2). (45.8) 

我 们 已 经 知道 ， 勤 让 德 方程 和 自然 的 边界 条 位 (在 2 A 

有 限 ) 构 成 本 征 值 问题 ,本 征 函 数 是 勒 让 德 多 项 式 Pi(z])， 那 么 , 方 
程 (45.6) 的 满足 自然 边界 条 件 的 解 便 是 勒 让 德 多 项 式 的 办 阶 导 
Zr, Bi 

yla) =P 1x). 
把 这 代 回 (45. 5) 得 日 = (1—22)3 P, a), ix fel iti tun 


数 ， 通 常 记 作 PTQO, M Pr(z) - (1 一 2 六 Pi"1(g)， 注 意 区 别 
Pr (2) 58 Pi (2), AARE PG) l6 m Br SC 
X EE, 8-6 LE 48 27 RRA AH RREA E UG HA, 它 
决定 了 本 征 信 为 
+41) (1=0,1,2,.), 
FERAHA MiA 
P*(a) = (1 —4*)2P a). (45.9) 
既然 Pi(z)? 是 1 次 多 项 式 , 它 最 多 只 能 求 导 7 次 ,进一步 求 导 
就 得 到 零 。 因 此 , (45.9) cif) m REMIR 
m=0, 1,2, I. (45. 10) 
球 函 数 (45. 2) HL m 4b RRT (45. 10), 
缔 合 勒 让 德 函数 的 具体 式 子 参看 附录 十 三 。 
根据 勒 让 德 多 项 式 的 微分 表示 式 (44.7)， 立 刻 可 写 出 缔 合 勒 
让 德 函 数 的 微分 表示 式 


过 Li It» 
PG) = 0, Gn ay. (45.11) 


这 也 叫 作 洛 德 利 格 斯 公式 。 
5i & AE ABER CEU S — ROURIA, dX b, B6 Bu 
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Ji E (45. 3) lif m 7 一 各 ,方程 并 不 改变 。 由 此 可 知 ， 
(1—22) 3 d'-7 
2: dat” 
LERALERA iA Je El ILI AP B ETE ER ES df 
Pi7"(zx) 应 当 就 是 P?(z), 最 多 相差 一 个 常数 因子 。 为 了 求 出 这 个 
ti EB P. (49. 11) R (45-12) JB 
和 
上 式 右边 是 有 理 分 式 ， 分 子 与 分 母 的 同 第 项 之 比 就 应 当 等 i 左边 
那个 常数 。 现 在 看 分 子 与 分 母 最 高 加 项 之 比 , 它 
=(—1)"w" (20) t-e, (20) yta (1001 


Pi*(2)— 


(z? —1)! (45.12) 


(1—m) (+m) ((—m)* 
这 样 , 我们 得 到 
ne = (pr)! p-n 
Pæ) 一 《一 1) qmm E (2), : 
! (CU (49. 13) 
Pi” (e)=(—1} aran O) 


按照 科 希 公式 (9. 5), 微 分 表示 式 (45. IDERAN 
so UË 1 dtm f (2 一 D J qs 
PIU an $ mend? (oc) 
0 为 :平面 上 围绕 z=z 的 任 一 闭合 辐 路 。 这 也 叫 作 施 列 夫 利 积 
分 。 
(45.14) 还 可 以 进一步 表 为 定 积分 。 为 此 , CO 为 圆周 , Mò 
fuss Uf da?—1|.4£€ b.z—2x-—4/x?—1e7. (45.14) 
R 


ceo aA Gem) f /,—a" (2—1) 
PIG go» (i lepj "94 
Ike -im (71) a, 
"oL gi Pe lagy 177 


LAT CE m) fe eint (z-FA/a? —1e5*—13', 


2zi 2'l! [7 —1e7] 7 ia/ x? —le'tdy 
i" (+m)! 
"Um l: 
d -im [ 2? 4-2x4/ x —1le!t4- (z*—1) ei2?* —1 T 
J ut xzi—]le;* EE L 


= ~ | emnes] dy. 


从 z 回 到 原来 的 变数 0,2 — cos, 则 
Pt(2)- x -人 Ef a eE cosh + isinfcosy]'dy. (45. 15) 


x A M EREREEER AT 
作为 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 的 正 交 关系 (43. 9) 的 特例 ,同一 
仇 而 不 局 阶 ! 的 缔 合 勒 让 德 函 数 在 区 间 ( 一 1, +1)》 上 正 交 ， 


全 PCoDPrGoaz=o (k+l). (45. 16) 
Jn, «e 园 到 原来 的 变数 0, 则 (45.16) 应 是 
|.Pg(coab)Pr(eosg)sinbag=0 QD). — (45.17) 
RAEHAN HARE Pr) NT. RICIS 13), 


ay " "Cid m) 
amy ef Pr Pde = c-r 


x E Pr"(2)PT? (edax 


£23 —1)! 


Sem) 1 qne 
一 (一 1) sens]. vae m sU 


(L—m):2?01y 


dit” 
X Ip (2? —1)'dz. 


仿照 上 节 计 算 勤 让 德 多 项 式 的 模 的 方法 , 进行 分 部 积分 ,面积 出 的 
部 分 代入 上 限 和 二 上限 后 为 零 ， 


(839 


一 mt (i -m) 1 
(T) =(—1) KETAT e 


*!1 d'-»*! 
xf. dc TL» 2-4) 4 


二 1)'dx 


dx itm) 


-(-1)m: tU | Pr” (2) P] (x)dz 
一 次 叉 一 次 地 分 部 积分 计 台 次 ,并 利用 (44.12), Bui 


(CN7)2 一 (一 peces ER "2 P, (2)P, Codz 


Om (Ny =m 2 


(i—m)! ^ (I-m)t 2141 
终于 求 得 模 7， 
(I4-m) 2 
m -m +E (45.18) 


根据 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 的 性 质 OLA $43, 在 区 间 一 1 
<Y< 十 1 即 0 和 sz 上 ,以 同一 % m^] Bye LESER TR 
Ak Ag ER, TERR f(x) 展开 为 广义 傅 里 叶 级 数 


fG )- S PIG » 
| P T : (45.19) 
2l 4-1(EL- m» (* e ps 
系数 f= 二 一 一 2 am] -f QFOOPI (adr. 
Bn . 

f() = 2f. PrCoos0), 
, (45. 20) 
系数 六 = PE - aras f(9)P T (cos8) sin a0. 


Adis ib EIEAX. ETE 
3j zn AREA XGA. 21) Ri 
(k - 1) P, G0) — (Q2 4-1) xP, C) EP, (x) —0. 


ERE EET: 


把 这 个 公式 逐 项 对 z 求 时 如 次 ， 
(入 十 1 成 省 — (2k t 1)z PU? —mOk 71) Pm E EPI — 0. 
(45.21) 
WT DAS, AARE PESDA N mr SEG RA 
(1 一 #2)3 就 成 为 缔 合 勒 让 德 函 数 。 这 样 看 来 ,需要 消去 第 三 项 ,为 
此 ,把 勒 让 德 多 项 式 的 县 函数 (44,20) 对 %* 求 导 一 次 ， 


U-nr” -Er ue 


PURAC —2rs 0?), 8 


TIER 《1 一 _2rz+7?) Trp; G), 


i=ĝ 


rE P= (1— 一 2rz 十 72) WP (a). 


i20 
比较 两 边 rèt 的 系数 ,得 
Pa) 2 Pia (G) —2zP! (3) - Pi- (x). 
Xf «RS m—1 ix, 
Pia- a Pir) .2:P59.2(n-1)Pp---pPv, 
从 于 武 与 (45. 21)? 消 去 Pr7^, 8 
(ko -1—m)Pi —(2k - 1)xPr n (k4-m)P;?] — 0. 
用 (1 一 x? 六 这 乘 各 项 , 即 得 缔 合 勒 让 德 函数 的 递 推 公式 
(Bt1—m) Pra GO) — ed PR) + kt m)Pz G2) =0. 
(45. 22): 
(=) 球 函 数 
TP d lon B AE UT, RR ER EZ FL AUR: | 
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in dep] fii, 1,2 2 ys 
Y;i04,9)-PT (Coos0) 2 7 dels len 12, “r P); s. 23) 


iu ien bid 表示 或 取 sna 或 到 cosmo. (25.28) DERE 


cos 
zt. Ln UST. 

hri RIRE AIA 2081 0r. KERA A m=, 有 
—— ^ YRFG A Picos h AAT m —1,2, «1 MA ARAIRE ARN 
Prlcosh)sinmp $8 PrlCeosh cosmo, 

URKIA cosing + isinmg = e"*, cosmp 一 isinmp = 
e^", (35,23) 完 全 可 以 重新 组 合 为 

Yr(6,o)- Projet EEG ue] 

L—0,1,2,3,- 


(45. 24) 
在 445.24) 之 中 , Shri CETXRES ORE 20-1. 
球 国 数 〈《45. 23) 中 的 任意 两 个 在 球面 3 ERN 06m, 0p 


[[szco eot (op)sinbagae 
s 


=| PP Coos0)P} (cos0) sin 648 Ü fan mog get nP), 


cos inp) (cos asi" 


Y UrGOPtG)dz i us m 


cos mg) Leos ng 


(mnndi (45. 25) 
这 是 很 容易 验证 的 。 事 实 上 , (24.3) 指 出 , RE mm, EX oS o 
(ote 2979 MUE mm e, 045.16) 指 出 对 > 的 积分 为 堆 , 或 者 说 ， 
(45.17) 指 出 对 9 的 积分 为 零 。 
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" 


现在 计算 球 函 数 (45. 23) 的 模 Wy， 


ame [ LYr C6, v) sinédódg — |" CPricost)? 


Ma zii Eee co pas |" | 7T 


cos?mqo cos? mq 
Qo (mÆ0), 
2 2 (m=0), 
2 L-— 
| ceos?mpdo — ü,, 6 一 t (15:0), 
(45.18)2& LH 
m v alei 2 E PER 
f. [Pa Paso mt 
D: T: 


s 220, (E-4-m)t 
Oe 31+1 m) 


T, ERE f (45. 23) fis d 


Nr- 2xÓ, (1 2- mM 


201-10 —m) 
ATERA RAS. 25) fiii (45. 26), ££— ER f (0, 9) 可 在 球 
is LOKIS, 0p 2n ) ERIT, 


(45. 26) 


f(9,9) — > S LAT cosmo 4- B? sinmq P7 (cos8), (48. 27) 


t=) m0 
ES En s ”的 计算 公式 是 


. Ap — 2 m a Gr ay FO, pEr (Ccos8)cos ig sin 0d0dg, 


1 m 2i-l1(l-m) 
Bose Pa 


Jr Q)Pr(cos0)sinagsin38dg. 


UA FERREIS EL(A5. 24) USE (45. 23)， 则 正 交 关系 , 模 , 展 开 公 
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式 应 分 别 改写 为 
[[rzc, DEY: c6, e3tsim 62020 


= [Prio drf etre" 1d =0 (nn d iz), 
(45. 28) 


2 Ux RETS 
Nr- uit m, Sn 2m) 


Nm 
fO, p - $1 全 OrP? (o0s0)e"*, (45. 30) 


i=0m=—# 


im A ESO [[f«o eoe Cento e'771* sin dody. 


(=) 加 法 公式 
作为 葡 数 展开 的 例子 ， 把 函数 6(cosb 一 cosbo ) Ó(p— pu) 在 
球面 8 上 用 (45. 27 RRAK EI, 
(cosh — cos0,)ó(9 — po) 


LAT cosmo -- B? sinmg lP? ( cos0), 
9 


h [i 


2L 1 (1—m) 
Barn, (Fm) 


“6(cos0— coa0bo)Pr(cond )d(cosd) 


xf” ó(9 — po) cosmpdo 
2L Gm) 
73220, (Lm): 


2L -1 (lm)! 
2r (t+m)! 


P ( cos05) cosmqx, 


Br= 


| .seose 一 cosbo)PF(eosb)dCcosg) 


x i ôlp— go) sinmodg 


2201 (1—m 
«2s (Um) 


X! paç co88,) sinmg,. 


354 5 


dg) 


AG, WOTRUMUN AE 


ilm 
QT 


i20 m=0 m) 
X (cosmpicosme + sinmgssinmg )Pr? (cost )PT( cosÓ). 


(45. 31)- 

现在 选取 新 的 球 坐 标 系 , 它 的 极 轴 指 着 原 坐 标 系 的 (go;9r ) 方 

” 向。 新 坐标 系 中 的 坐标 名 就 是 原 坐 标 系 的 (9,p) 方 向 与 (0, po) 
方向 之 间 的 夹 角 , 所 以 

cos) — cosf, cos + sin bosin gcos(9 一 9o)。【《45.32) 

HR Sic 5(eosg 一 cosbo)6(9 一 9o) 在 新 坐标 系 中 成 为 6(cos@ 一 cos0) 


二, 其 中 eos0 即 1， 玉 是 由 于 要 求 对 的 积分 等 于 一 。 在 新 瑟 
标 系 中 , 这 个 函数 是 轴 对 称 的 ,可 以 按 (44.14) 进 行 展开 ， 


Z^ cos) —1)— E XAZC. » 


T 
f sfa 二 SCcos@ 一 —1)P.(cosO) sin 8dG 
-u 9 (cos8 — 1)P, (oos 8 Jd (cos) 
2L Hip (2E, 
这 样 , 展开 的 结果 是 


二 5(oos@ 一 1)= SPEI Tlp(cos8). (45.83) 
tag 
(45. 31) 81 (45. 33) 是 同一 个 函 孝 在 不 同 坐 标 系 中 的 展开 式 ， 
它们 应 该 被 此 相等 ， 
+. 555 a- 


x (cosmq.cosimo + sin mqQosiump)Pr (cos0,)Pr (cos) 


(45. 34) 
TR pum, READ ER JE A DL BEC RA E ILIO 
变数 7 Anu AUi Sino. ERMA Rond 8; Bep 
TE ABD v.v FUti Boe RA LL PRA ASIE HOCÓR. RARR” r 
PUER A n RAE COT UG, TEASE PRIME, RASER E, 
DA YU SER EHE, CUTRRESDICS TR S LER. ARAS. 35) 
MAEDA FERRER, DICA CPA IA RID KERN CI V 
相等 , 即 


MEL. ; 
0000) = S. 2. CL- mt 
PiCeosO) 278; (Eni 


X (cosmqscosso T sinmposinmp)Py? (cos, Pr (cos). 
(45. 35) 
yx HERRAR IITR AA, erp O 845,32). 
如 果 改 用 展开 公式 (45. 30) 以 代替 (45. 27), RÜSRER cia A 
ARE 


P(eo@)= 3 Grmi *(cos6,)P? ( cos)eime-7?, 
. (45. Z2) 

(E^ 例题 

Pi 用 球 函 数 把 下 列 函 数 展开 。 (Dsin6cosg, (Daim Ising. 

解 ” 按 照 展开 公式 ， 


E] 
"e 


s.n C ccs qi 7 h T AP oosmg -+ B? sinmg P? (cos0), 
$e0 m= 


+ 535559 


4p 2010 Ep sin P? ( cos)sinfd8 


cospotangap,. 


` sin8P? (c0s8) sinOdÓ 


22 
x | cosQsinmgdq. 
D 


对 和 的 积分 是 容易 计算 的 。 对 4 的 积分 则 应 化 为 对 zx(z=cosg) 
的 积分 ,Pr(z) 用 微分 式 表 出 ,一 次 又 一 次 分 部 积分 就 能 算出 。 

但 是 , 其实 不 用 这 样 麻烦 。 从 附录 十 三 查 得 sin9 = Pl (co38)， 
立刻 看 出 sin9cosp 和 satsing 是 已 经 展开 的 ， 各 只 有 一 个 
单项 : 

(1) sin8cosq =P} (cos0)oo0sg, 

(2) sinÜ sing — Pl (cos8) sin p. 

例 2 MARAKE TIAR RER. (01) 3sin?8cos?p —1, (2) 
Sin?Ócospsin q. 

解 ” 用 一 般 的 展开 公式 计算 比较 繁 。 现 在 试 试 利 几 附录 二 
三 。 为 此 , 需要 把 含 p 的 部 分 化 为 comp sin mot E XX. 

(1) 3sin?8cos?p 一 1 一 ih (cos8)(1-- cos529) —1 


P5 (cos0)cos29 Lien 8—1 


P2 (cos8)cos 29 4-1 一 号 coa2g 


-lp 
2 
lp 
2 
= (cos jooido —Pi( cos), 


©) sinvboosgsing 一 总 sin2gsin29 一 二 Pi(oosb)sin29 . 
UEME-TTIOUCLIT I que PA REC MEEU 
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量 相 等 而 符号 相反 , 两 者 相距 很 近 , 就 构成 偶 极 子 。 试 计算 偶 极 子 
的 电场 中 的 电 劳 。 

E Ms 表示 点 电荷 +g 相对 于 点 电荷 一 g W R, gs V] 

VERIR T 591813858, 记 作 pi. 
1798, 

先 研究 sl i x dd ig d USD pim gs, pi, 70, p, 70. ELA 
BR AGRGGEUSUUCT-HEÉERB, KEER, Miaa — g 所 人 
Ab. FÆ, HARE a 439 65 (8,,, 0,0) 50(0,0,0).. 从 初 
等 电学 知道 电势 


q 
uls, yu 2)= Ame Ww C6 — 8 ETIN n -7r aTr) 


引用 记号 r—/ Gs) 9! T 25, ERTER 


.a1[e/e 
RU E 


— 工 |9 1) 1 a 
T Axep OX r is Sae GE Tz) 


Tasse (iy zy 


改 用 球 坐 标 ， 
usn) = TEP sinfcosg, 
引用 例 1 的 答案 ， | 
u(x,g, 和 去 于 E dne, Ps 75 Pl (cos cong. 
同 理 ， 如 果 8 i6 3 轴 ， 出 


ls £.—1, l pi ; 
u(z,y,2)— dne, P urs ina Pi, zz; P] Ccos8) sing. 
如 果 s 沿 z 轴 , 则 


1 
kia PT Pi: -3 A ix — pi: Pi( eo80). 
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一 般 情 况 下 ， i 


u.a) der = inn ltp. Pi(cos0)cosg 


T pi, Pl] Ccos0)sing +p P1( 0050) 1. 
[ ] 里 是 一 阶 球 函 数 。 
例 4 两 个 偶 极 子 、 假 极 矩 相等 而 方向 相反 ， 两 者 相距 很 近 ， 
就 构成 四 极 子 。 计 算 四 极 子 的 电场 中 的 电势 。 


解 ” 把 这 两 个 偶 极 子 的 偶 极 矩 记 作 p 和 一 pt:， 前 者 相对 于 
后 者 的 矢 径 记 作 s; 


先 计算 pi 和 ss ABS m 二 的 情况 , 01,01, —0, 22,731, 70.18 
坐标 原点 取 在 四 极 子 所 在 处 , REEERE, PEREA ph 
偶 极 子 处 。 于 是 ,两 个 侦 极 子 的 坐标 分 别 是 (82:,0,0) 和 (0,0,0). 
引用 例 3 的 结果 ， 


4—8, 
"oup Do er Pe EEE al 
= Mp 
Zl i= S2, X— 82. | 
Sian |] op : EB Pu 


3 £—85. 
TP E ( rs Js aze 


CD 4—82, 
EU E 5 ) s 


2. 4222 
1 2z!— y P ais 


ED 3r?—r? — 1 3sin?0cos?o —1 
A Se 7 d dae i934 7 
引用 例 2 的 答案 ， E 

Wry 2) = o Pie : es 1E Cost) cosa — PaCoon6) 
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式 中 Pz2r: “PISZ Eng, 
EIS, pi i e gi, sayit y Ah, 则 


Sx 1 3sin?0 ` 
rer a Pe 


RP pa 一 Pirsav page. 引用 例 2 HER, K 


u(x, 23-1 paz, FfF oos) sin2e | 
pi iE e fh, s ir z fi W 
u(z,y, 2) = Te : z, Pu SE ann Pirsa, Smo Geos. 
1 ER 
= ise, Pn An (Ceosg)eosy |. 
DESEE 


1 3 
ala, Ys 2) = ies A 


ipu 2z apn (Geosg)sin2p| 


pi y Sh ss Ù y ds, WI 


3 她 一 *2 1 3sin"0sin?p —1 
75 Imes DE 


1 
uCz, y, 8) = ra Pan 


EE : pt [7 di Geos0)o0s2p — P. cost) |. 


DoE 2 Ah s: W 2 fi W 


3yz 


ulag 2) = 8 dE Lilo Pirs LP Coon) sing]. 


An Ey 
D: W z Ah, s 沿 z Hh, 出 
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u(z,y, 2) = 一 [有 (cos0) cose]. 


D: iz $h, s: iX y 5, AU 
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u(2, 9,2) 1c pus haus d ig dil EPI Coosb sin p. 
1 zs 1z - 
2. .2 
as 2) = Posa rp mg piis Ie 2P4 (0086). 


AFRIC IBAR CIRAN, KE AUPEN 
斯 方 一 的 解 , 科普 拉 斯 方程 的 解 如 表 为 IW 。 ] 里 必定 
是 二 阶 球 函 数 [参看 (40.4) 和 (40. 3)]. 
一 般 情况 下 ,四 极 子 的 电场 的 电势 
1 Fpu2, Pissis PiS? 


ULL, 4. 03 ae rl | P1925 Pys2y 82. 


1:82. Pi:82, p1;82. 


T= ps isi cos2q ls sin 2p pi xdi 
xl Eusing l2 isi 
grisin 2p —RPi—Pi cos2p pising 
pi coso ， pisinp 2P 


. 


记号 Tr AREG race), WE, BOORRIRAEDE BEES XE 


als, J z) =-— Lu — 1:82. — 91,92, H 91,83.) P3 cos 0) 


ins 
+ (piss2s + p.52.) Pl Ceos cosg 
+ {pig82: T pr a8:,) P$ (cos0) sin 


FT Gus puts) (cos0) sin 2 
LP . 
十 3 Drs2s— 91,82,) P3 (c080) co829]. 
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例 5 类 推 下 去 ,还 有 八 极 子 ,十 六 极 子 ,… 等 所 谓 多 极 子 。2* 
极 子 的 电场 的 电势 必 可 表 为 Tr [x 阶 球 函数 ]。 这 里 证 明 电学 


里 很 重要 的 一 个 推论 : 在 区 域 卫 中 分 布 着 电荷 ， 对 区 域外 远 处 的 
电场 来 说 ,区 域 也 里 的 电荷 可 以 用 一 系列 的 多 极 子 代替 。 

证 在 区 域 们 里 有 电荷 分 布 , 其 密 度 H Areolo, bo 90, X 
中 ro Oo 和 po 是 电荷 所 在 处 的 从 标 。 空 间 中 坐标 为 (7,6, 9p) 处 的 
电势 应 为 


u(s,0,9) Te Po) dvo, 
T 


式 中 如 是 点 (7,8,9) 距 (ro,go,9o) 处 的 电荷 的 距离 ,积分 是 对 (roy 
06, pp) 进行 的 ,qz 表示 积分 体积 元 。 把 (0,9p) 方 向 与 (6o 9) Jj PE 
之 间 的 夹 角 记 作 e, 
cos® = cosboost 十 singsinbocos(p 一 po)， 
RB BS R XE 
R—A/ri—2r0:,c050 Fr,? 。 
于 是 ,电势 


p(To, 9o, 9») 
sre [JI regere 


34 Fit E 46 09 SX RE e LA 3x44. 19), Ex Pic A 


u(r,0,9) ZI (ro fos Po) S 
i=0 


T 


再 利用 球 国 数 的 加 法 公式 (45,. 36), 


«reo 3 [S Um ac [[[otro 6o oo 


150 —-m20 


T 


t 
zi P, (cos 9)dvs. 


T 


xripr( cos6, )oosmpodvs | NTPTCeoab)coamg 


TE EE ETE TT ET I 


+ S Sm), ?fj (o, 99, Po) 


mo fal ER)I 


xri Pri cos0,) sinmqopdvs E zr PT (eos8) sinmg. 


[ Mb- 阶 球 函 数 表明 是 2! COR M CO 18 
则 是 2' 极 子 的 2: BU, GE 2: 极 矩 也 是 用 阶 球 函 数 表示 的 。 


3 B 
1， 用 球 国 数 把 下 IA RRT. 
(1) sin?0cos!g, (2) (1or3cos0) sinf cosp, 
(8) (1~ [6058 (1 e0s29). 
2. EBEA a BO REIP GT )PR AE 
pes 
ul; f0, p). 
3. 在 半径 为 & 的 球 的 (1) 内 部 ,(2) 外 部 求解 
ls. 


LA 
ar E =f, p). 


WESL— 47 PLAIRE O, p) = Acos0, 
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第 十 四 章 ” 柱 函数 


用 柱 举 标 系 ， 对 拉 普 拉 斯 方程 进行 分 离 变 数 ( 见 $ 49)， 得 到 
gukosg s 


2R, aR 
E Lana (2?--m*)R = 0, 
db ecv up, SEudeUGEHJ S 
QR, „dR 
at vat tg, (Ut m)R-0, 


其 中 z=jip 一 一 上 p， 虚 宗 基 贝 密 耳 方程 可 以 归结 为 SJ 
入 。 事 实 上 ,在 贝 塞 耳 方程 中 , 把 m 85 ix, WAEREA 
方程 。 

THEE S En 38 08 2239 38 22 Jj EXE TT 2: CIS CUL 8 40), 也 得 到 
PEENE, RER s= kK o VE rap. 

内 塞 耳 方程 已 在 8 42 例 2 和 例 3 解 出 。 如 果 阶 数 m 不 是 整 
数 ,方程 的 两 个 线性 独立 解 是 m 阶 和 —m Ur FUGETEER SE J,a) H 
"NONE DESDE NE E RA IPAOESLISETT ROT: 
ik Nala). MEREMERE, Jala) 并 不 是 一 个 独立 的 解 ， 
J-.(w) 二 (一 1)”Js(z), 这 时 两 个 线性 独立 解 是 J.(z) 和 Ne(z)， 

lim。(w) 一 oo， 如 果 仅 不 是 整数 , imJ-。(w) = oo. Db, f 
究 别 往 内 部 的 拉 普 拉 斯 方程 或 辫 姆 过 兹 方程 时 ， 为 了 满足 “ 解 碟 
D^ ECom0, JA zx 一 0) 为 有 限 ”这 全 要 求 , 应 当 合 痉 玉 LG) 
WMJ 只， 只 六 正 阶 数 的 贝 塞 耳 函数 。 

DUE X UMESS— HEB GRE. BRIAR 
ERA. AH, 取 下 列 两 个 函数 作为 贝 密 耳 方程 的 两 个 线 话 独立 解 


| 3645 
NE 


r 


n (2) —J.Q) FE EN (rn), 
Hi(x)-J.()—4N. (2). 


XXPIARER IA XII F 第 一 种 和 第 二 种 汉 训 比 数 。 汉 克 函数 又 叫 作 


SIER. 


BV, HL. Ja WN, ZAMRRRAAR e" e7, coss 
和 sin x HRR. È e RARE, CEAR 48.17) 一 一 


《483.20) 真 的 就 是 6/7, e7'*, coa z 和 sinz 的 形式 。 


$846. NERAK 


AnBrxE moi, NEHAM 
( 1)* m+? 
Jala) = Aure ) 


Sim EHR, (46. DRA 


(— 1%} mtik 
Jala) = -Dali (mE 2) 


M (46: 2) 2t Bi tH 
Jo(0)—1, | J4,(0)-0 (m-50). 
(—) BHAR 
用 (46.1) 不 难 算 出 


Ja (x) (— 1)* 1 mt2b 
£x a" 2|- Arr a a 


-x (—1)*2% (3y "a 
um ce Dirk 1)N2 


" am BIET (y^ "m 


= M DG P (nk 1) 


(46.1) 


(46.2) 
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TUER ET 


仿 Ex k—1, Wi 
NC] i (—1)!*! 2(1-- 1)?! mt21042 
|- Dr) 


a^ | TT mri+ITti\2 
=— ao), (46.3): 
x 
E 
j Ji) —— eid at. (45.4) 
- (46.4) f m—0 的 特例 是 
Ja) = —4i(a). (46.5) 
仿照 (46.3)， 不 难 算 出 
27). 1 0272. aD, (46.6) 
m 
J (a) + LOOT (46.7) 
从 (46.4) 和 (46.7) 消 去 J,. (e). BAS UA EARE 33:825 2X 
JL.) — 208402. 13, (9) =0, (46.8) 
(c) 本 征 值 


把 贝 塞 耳 方程 天 为 斯 特 姆 - 刘 维 型 如 (43. 3), 就 看 出 k(x) 二». 
在 由 柱 的 轴 上 x=0， 而 (0)=0。 所 以 在 +=0 存在 着 身 然 的 边 
IRo RENAE) R Ju GO 正 是 这 个 自然 边界 条 件 的 后 果 。 

贝 塞 耳 方程 常常 带 有 贺 术 侧面 的 齐 次 边界 条 件 。 如 圆柱 半径 
为 po, 以 拉 普 拉 斯 方程 而 论 , 这 些 齐 次 边界 条 件 是 


XJ. H po)=0 (第 一 类 )， 

|x JAVED (第 二 类 )， 

R up HH aeu Pp) | =0 (第 三 类 )。 
(46.9) 
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其 中 第 三 类 齐 次 边界 条 件 又 可 以 写成 
Ju GB po) HHV Ju Bi po) 50. 

ACT XCHEE 2575 88. Wü BM un 137 AI A P636 (46.9), 只 是 应 
把 V n dp / IE— 

(46. 9) 是 决定 本 征 值 的 式 子 。 它 所 决定 的 a OPTABE 
兹 方程 ， 则 是 V 本 一 所 ) 都 是 实数 。 事 实 上 ， 假 如 有 某 个 Wi 是 ， 
复数 ， 则 由于 贝 塞 耳 范 数 的 级 数 蝶 开 式 中 的 系数 都 是 实数 ， 必 有 
一 个 共 绒 复数 的 Vhs*， 这 样 ,一 方面 ,作为 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问 
Wii) iE 2535 35 (43. 9) DS) Bl, 


[P LOED 3. (is o) pdp 0. 
BJT Jal nto) WEJ anp), 从 而 
NEAN rRIDYET 


J Bp) CJ, Qu. o) ' pdp 


zd 
Ín 
- [^ Ve)! pdp>0. 


PEEIAURAE €" pa RE HO EJ. 

第 一 类 边界 条 件 的 《46.9) 是 容易 解决 的 。 有 许多 数学 用 去， 
尤其 是 专门 的 中 塞 耳 函数 表 列 出 了 贝 塞 耳 函 数 的 零点 。 只 要 从 表 
中 查 出 贝 密 耳 函数 Ju Gr) 的 零点 zm, 除 以 po 即 得 W UP, $F 
贝 穴 耳 函数 的 零点 zm 还 有 公式 

aca (1 tit iat 小 
PT 


4= (mm 一 言 + 227. B-4m?, 


* 5679 


C-7B-31, D-83EP!--982B-- 3779, 
E = 69195! —15385557?.1-1585743B — 6277231. 
“下面 列举 一 些 有 关内 塞 耳 函 数 零点 的 -- 般 性 结论 。 
由 察 耳 的 级 数 展开 式 各 项 的 寡 次 依 序 逐个 相 芝 2, 内 此 贝 塞 
FEERR REALE TURI HIHA, 
.对 于 大 wx， 贝 塞 耳 函数 J. Ce) 的 渐 近 公式 [参看 (48.19) A] 


x — 
Ja) 4 cos(z 一 至 m— z), 


余弦 国 数 有 无 限 多 个 震 点 ， 斯 以 贝 塞 丁 国 数 有 无 限 多 零点。 
P a 必 有 其 导数 的 一 个 零点 o(46.3) 


WU, lg.) 的 两 个 相 邻 零点 之 泣 必 有 duda iG) 的 一 全 零点 。 


Kost J, 的 两 个 相 邻 零点 之 问 必 有 Imei) 的 一 个 零点 。 把 
(46. 6) rh mfi m--1,. WER z7*!J (v) BW 48 287€ 
点 之 闻 必 有 JQ(x) 的 一 个 零点 。 换 和 句 话 说 ，J。+1(%) 的 两 个 RA 
零点 之 闻 必 有 Ja) 的 一 个 零点 ,在 ?=0 与 Just(z) 的 绝对 值 最 
小 零点 之 间 也 必 有 Ju Ce) 的 一 个 零点 。 总 之 ，Jn(x) R Juin) 
的 零点 丁 两 相间 ,Jnlx) 的 绝对 值 最 小 零点 比 Jus Go) 的 绝对 什 最 
小 零点 更 接近 于 零 ( 这 对 于 波导 问题 是 重要 的 ,参看 例 5)。 

第 二 类 边界 条 件 的 (46.9) 一 般 不 能 利用 普通 的 函数 表 解 决 ， 
Pig Je) 的 零点 在 普通 的 函数 表 中 是 没有 给 出 的 。 但 避 =0 的 
特例 是 容易 解决 的 , 因为 按照 (46.5),J4 (x) 的 零点 不 过 就 是 J5) 
的 零点 。 至 于 rs 六 0 的 情况 可 以 利用 下 述 方法 规 从 估计。 从 (46.4) 
和 各 (16.7) 消 去 Jal). 得 


Ja G=- EUe) Jari] (46.19) 
PELA, Jala) 的 零点 就 是 Jaala) dale) 的 很 ， 可 从 duile) 


45585 


nr 


d Jua) 两 曲线 的 交点 得 出 。 
VASE TRAWS Ju) ES aom KARE 
gcc HT E ose Hou 
8A Gar 15(44) d 
A-(n r8 B=4m, C=7B 928-9, 
D-—83B*-- 20758? 30398 -- 3537, 
(zm) DBHECEGRUERSUEXXR . 
TEAPA- XI As ip i SL RA GE 26 RR (43. estt Ute xp 
CAR EA: fi (à (t) JL E TT ER c PE DC IRI CO, o9). LERE o 3E SE 
f? «ende Ep)pdp=0 GQuD. 0600 


UD satanis 
现在 计 和 只 实 耳 函数 Jo(V rp) IBN Je T 
(46. Me ^A. 
Eve ^ Ur GI p odo. 
$C. n p BHE, V uz po 记 作 zo, W 


LT aetatem uis " JG) (zs 


els i I aede. 


RECO IET 可 利用 y: ZEDEK, 


LN F= a Eent 


en. (r1, (2) c 2, (9) — mJ (x) 14, (e) da 


i ; PEE 
mp L SN 
369 


uri LZ Go ag Jas 


ut 

- r JJ. 
uel + | GUI AN 
T3; e UG m) Jo; tees pr QM 


-3(» 一 p A us o9 
t PRULGA WT p). (46. 12) 
SHOPS — 3E Jp OB SCA EJLCV. ui o) 0, (46.12) XJ 
Nt — Tol. CV ut po) Y. 
以 (46.4) 代 和 并且 考虑 到 第 一 类 章 次 边界 条 件 ， 得 
ENP psio Jnl V um oo). (46.13) 
对 于 第 二 类 齐 次 边界 条 件 UJLO ut o) 20, (46.12) i X9 
[N= I Pp)Y, (46.14) 
对 于 第 三 类 齐 次 边界 条 和 件 ，J5 二 一 J /VV KOH, (46.12) RA 
Ny=B( 2 JE) J (m) Y 
[NĀ =z p95— "mu uH LJ. Cv HIP o JY. 
(46. 15) 
CR) 情 星 叶 - 贝 塞 耳 级 数 
根据 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 的 性 质 @[ 见 $43]， 在 区 河 
L0, oo]. V DIE HER Fr Jal pp)(n=1, 2,3, =) 作为 由. 


ERARE. MEAR f(x) 展开 为 傅 里 叶 - 贝 塞 耳 级 数 ， 
e 370。 


fuo È fadal KP ph 


系数 f."rx T], F) 4. (Vv i p) pdp, 
(46.18) 
其 中 Nt? 选用 (46.13) 或 (46. 14) 或 (46.15), 根 据 边 界 条 件 而 定 。 
记得 公式 (46.3)，(46.5) 3n (46. 6) 可 能 对 计算 系数 fa AW 
助 ， 因 为 它们 给 出 不 定 积分 
[ean d= a7 n1.) 0, 


[1i cote- — 66, 


fan- dr =") +0. 
A ob T AECRE ER B ZEPRUR RS f, 的 简便 计算 表 。 
对 于 eo oo 的 情况 ; Do 0E PE DELETE A 


fi» =| Folo podos 
| (46.17) 


fo») - (G2. Cop) edo. 
(六 ) BRE, 积分 表示 与 如 法 公式 


514 pl Line 627 分 别 展 为 绝对 收敛 级 数 ， 逐 项 相 科 
而 得 到 (14.7) 即 


ae -H RRO} z” 


三 [Co 的 ”小 


t> 2-0 
(0c [2| o). 
. 了 7 了 


上 式 右边 前 一 个 [ IESU. GO 后 一 个 [ I] 则 是 (一 上 "jm(2)、 
而 这 按照 (42. 15) 正 是 J-i). 因此 ， 


由 (= * J.G)s" (Olai). — (46.18) 
ECOD DUE ERG GER S 4p =e", (16.18) 

改写 成 
vem > Jaloe. (15. 197 


又 令 i-p-.. 《46.19) 改 写成 


m=-% 


entroo D (i) aCeee (46.20) 


SL4 p= 4n, (16,20) 改写 成 


gis eose := > “h (w)ei™s, (46.21) 


42-9 


(46.18) 一 一 (46 abet. 
je (46. DRABA RER AR HER E IZ 1, (0 23 
iet MARERE, BED 
J = [^ ette mdi gi*üricim.qe. 


(46. 22) 
Wm E etit oes (x sin £—m£) Fé sin (cin cmi), 
E LIicü Em. ER aral LRD A, PA 
Ja) = acl. cos (Z sin £— mé) d£ 
=- = 了 
2 - cos (m$ —xsin$)dG 


P. aa ? 
oJ 


n gini- ista tqe. (46. 23) 


EE ", 
如 用 上 和 8 4c c, 则 
Mo) - ai giseosetine quy, (46. 24) 
An x 
Mom td (46. 25) 


(46. 22) —— (46. 25) 是 整数 阶 贝 塞 耳 级 数 的 积分 朗 示 式 。 
Weifcíf Sr d VASE REPRE AIREA. Te HR (£6. 18), 


adt Lea act RUNE d EB 
S Jala +b)” e? ras z) e? ( £) i 24 


HEGAN DETA SIRE CAG. 18), 


Tat SAGE S240» 08 


比较 两 边 的 z” 的 系数 , 即 得 加 法 公式 


Jala tb) = D J.(a), (D). (46. 26) 


== 


CE HUREEEDUENURSE 

$ 40 用 柱 坐 标 系 , 对 拉 普 拉 斯 方程 进行 分 离 变 数 , 分 离 变数 过 
程 中 引信 的 常数 上 有 之 0 和 一 0 两 种 可 能 。 如 在 圈 往 上 下 底 有 齐 
次 边界 条 件 , 应 排除 4 之 0 的 可 能 ， 而 在 k<0 的 情况 下 ， 拉 普 拉 
斯 方程 的 分 离 变数 形式 的 解 是 

( COSM cosAz 
5 2i aad y M 

其 中 kev Dp, cho, MRO 需 从 虚 宗 景 风 塞 耳 方程 


2 
zt TE +Ë — (a? +m?)R =0 


解 出 。 
$4248 A AUi ur t UUER f, maoe, PMAR 


. 了 7 


性 独立 解 是 


I 1 "ALIE 
之 Tlmtk+1) (3) ; 


- 1 x -mtZk 

之 而 l(—-miti1l) ($) 

"E 1142 BI RU E -E me Er RI — m Dp EDI DU EE UR e. 分别 记 作 了 Cz》 
和 I..(2), 


tmi 


- m 1 Ej 
L.G-cumpeekYnAz) © (82D 


ENEH b, o—0, x—hp—0, mH x0, lnl). 所 
以 研究 圆柱 内 部 的 拉 普 拉 斯 方程 时 , 应 舍弃 Fou, RH IS (Go). 

注意 了 Cx) 和 Jo(z) 的 差别 只 在 于 Ja(z) 的 级 数 展开 式 中 各 
TücRNRGE EUN ES, Lx) 的 级 数 展 开 式 中 各 项 一 律 取 正 号 。 
ERA 1,(%) 的 各 项 一 律 取 正 号 ，fa(z) 没 有 实 的 零点 。 因 此 ,如 
在 圆 桂 侧 面 有 章 次 边界 生 仁 ， 就 不 适用 虚 宗 量 贝 塞 耳 盖 数 。 

不 难 验 证 ， 

IG) =i] aiT). (46.28) 

Ap miUe, ERENER E N AAR E AUR m Fc ie 
zc, ULSE E SRL CB om Vp Hie zac 3 Vs S8 ER Mc. T: DL REPE EB RS jr 3E 
EIRE FBIGISEHEGEREOGIEGRSSMA, MHI). 

(A) 例题 

A1 55MH $A R, AH. $x518155)2o8 ou TTE 
进入 ， 其 强度 为 go。 MAE FERAIT A EN wo 度 。 求 解 柱 
内 稳定 温度 分 布 。 

R ”稳定 温 底 分 布 满足 拉 普 拉 斯 方程 Ax4 一 0， 采 由 柱 坐标 
Ao 极点 在 下 底 中 心 , z di Nl E Bh, 定 解 问题 就 表 为 
。37 子 。 


/ Aqui =0, 


E l 
gp = 
2p Re de 


ul.2o—uo Uu|.-4-ug. 
上 下 两 底 的 边界 条 件 很 容易 化 为 齐 次 的 。 为 此 ， 只 需 把 温标 
的 零点 移动 一 下 ， 令 


Wo V, 
问题 就 转化 为 b+ 的 定 解 问题 
A;v—90, 
2v m 
foni e 


! 9| 4570, v|.-4—0. 
上 下 两 底 是 第 一 类 齐 次 边界 条 件 ， 应 排除 &>0 的 可 能 。 在 
KO 的 情况 下 ， 分 离 变 数 形式 的 解 一 般 地 说 是 


Cosm coshz 
1,0 : M f , 
sinmq ) t sinkz 


7k fiti EAER D, 解 应 该 跟 o 无 关 , MlA m=0. X, 上 下 两 
底 的 第 一 类 齐 次 边界 条 件 殿 定 了 应 舍 弈 coshz， 只 取 sin hz, Wii B. 
五 的 值 只 能 是 

= (n—1,2,3, *). 


Hr p etn P * 


Book 8 v 
-" z "c QOÁmTx 
v SAE p Jet A 


为 决定 系数 AQ EERRAE RHE E AR E, 
. 375% 


ic nī 


上 式 左 边 是 情 里 叶 正 弱 级 数 , 这 闪 示 把 右边 的 auf e 也 展开 为 傅 里 
呈正 继 级 数 ， 然 后 比较 两 边 系 数 ， 
A,--H. SUE NES 和 | ein dz 
fijo 


(mm Anz Qo 
Cz BR )sin Hk 


F 
 2H9 B iun 
as, A y Hea 
ER H 
6 Cn 为 但 数 )， 
fang lo. (O80. 


nin?k pina 
(R) 
TE, pages 


u= uo 4l 


Tp PE ar n! SERE 
xn (C D p sin GER, 


例 2 DINE, Efe B, RH. EM, 上 下 底面 温 许 分 
布 分 别 保持 为 fa(p) 和 fo). 求解 柱 内 稳定 温度 分 布 。 
解 ” 稳 定 温度 分 布 满足 拉 普 拉 斯 方程 Asw=0, 采用 柱 坐 标 
RARE T BUD, 2 AA E, 定 解 问 题 就 表 为 - 
(Asw=0, 
» qo 
135 
“w=0=f1(p), ulufa 


=0, 


pek 
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柱 侧 是 第 二 类 齐 次 边界 条 件 , SECRET ERENER, 
亦 即 排除 了 Ap<0 的 可 能 。 在 USO 的 情况 下 ， 分 离 变数 形式 的 
解 一 般 地 说 是 

PEE] 
J KE f uod" 


Es sin mp 
本 例 的 贺 往 轴 是 对 称 轴 , 解 应 该 跟 p ER, PiN m=i. X, RIEA 
第 二 类 齐 次 边界 条 件 指出 站 决定 于 
JV ER)=0 即 JG/pR)-0. 
因此 ， 
i-am. (n—0,1,2,3, --:), 
其 中 zi 是 Ji(e) 的 第 % AER, OX IB 9? —0 AV u=, ME 


Vu c0 的 情况 下 ， is Jen i: 


a Zu 


这 样 。 所 求 的 角 

ode Bt LM p KA Bu). 
为 决定 系数 4, 和 也 把 上 式 代 人 上 下 底 的 边界 条 伯 ， 

人 


a» 


二 "I P 
AFP S A (RE p Je" I7 Bue 7) = fap), 
nal 


用 (46.15) 和 (46.13) 把 fiCo) 和 fao) DIURNE R REO 
得 BR 
fri fitooedoz fw 
ai - e fio pdp = fa 


577 * 


2 R gi 
4, FB. epo], TEN hG»oodosfi.. 
in 


z n ] 
n a H 【1 
A 2 ABe EY =T], AC p y C o)pdp 


= fon 
从 以 上 代数 方程 组 解 得 
aD 
salot ET f, 

Ao— fio, iEn ER 

inc ducti n 
ee 
"EE X Ro i 


有 了 这 些 系 数 ， 本 例 的 答案 也 就 有 了 。 

WIS HIRE, FR EH. EMAS IAH HEE Ai 
进入 , HEA qo. BEEE F ED 4 1r RRA faco) 和 
fp) 求解 柱 内 稳定 温度 分 布 。 

W& ”稳定 温度 分 布 满足 拉 普 拉 斯 方程 Au=0。 采 用 桩 坐标 
系 ,极点 在 下 底 中心 , * 轴 洛 着 圆柱 的 轴 ， 定 解 门 题 就 表 为 
(Aqu —0, 

" 7 Qo, 
ul|.-o fio), u|, == fp). 
所 有 边界 条 件 部 是 非 齐 次 的 。 
POT 为 和 tb 的 登 加 ， 
ucvlw, 


而 ”和 ij 分 别 满足 
«378 * 


$9 


Ap = 0, Ast = 0, 
dw 
PELA -— “一 一 L0 
9p | ,mg e 9p Ion ! 
v| z=0 一 =0, v! p= 0. w| z= fi), w| EPLIACOR 


在 圆柱 上 下 底 有 第 一 类 齐 次 边界 条 件 ， 它 已 在 例 1 RH. wE 
圆柱 钢 面 有 第 二 类 齐 次 边界 条 件 , 它 已 在 例 2 解 出 。 
把 例 1 解 出 的 和 例 2 解 出 的 刀 相 加 就 得 本 例 答案 。 
gia 均 质 细 杆 , 长 为 1， 一 端 是 前 尖 的 , 各 横 截 面 的 面积 正 
比 于 它 限 尖 端的 距离 。 已 知 初始 位 移 为 f(z)，x 轴 澡 杆 长 方向 而 
原点 在 尖端， 初始 过 度 则 处 处 为 零 。 杆 的 粗 端 自由 。 求 解 杆 的 纵 


振动 "o 


-€— i. 
WHIRI. AEA d. | 
ERRARE B HB 74), mon 


C 段 对 8B 的 拉力 是 了 Sw,|。40xs ARII B hii JURE YSu.l EDA 
YSu,|,,4, —Y Su, |, Hl YS (Su, dz. B 段 的 质量 是 pSdw, 千 是 ，. 
写 出 巨 段 的 运动 方程 式 | 

(pSdz yu, — Y 2 8u,) dz. 


又 因 Seca, ERREK 


usce Es 20. 0 (62 一 了 1p)。 
本 例 应 表 为 定 解 问题 
uat. 2(o- 0, 
talam: =0, 


u| ,-o— f(), Uel wo 一 0。 
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在 尖端 z=0, 炽 截 面 为 堆 ， 提 不 出 边界 条 件 。 下 面 将 会 发 现 ， 分 - 
离 变 数 后 得 到 贝 塞 耳 方 程 ， 而 贝 塞 耳 方程 在 z=0 有 自然 的 边界 - 
条 件 。 
用 分 离 变数 法 。 以 
u(z,1)—- X(z)T(t) 
代 人 泛 定 方程 和 边界 条 件 ， 可 得 
T" +oak:T=0, 
c TxX!ekUP-0, 
X'(1)-0. 
XI MEO TELE ROS ke 的 零 阶 贝 塞 耳 方程 ， 它 在 * 二 0 有 自 
然 边界 条 件 。 在 x 壬 0 为 有 限 的 解 是 
l X(æ)=J(kz). 
由 边界 条 件 X'(1)0, Bl Jaki) =0, WA J (60) =0, 8 
bhaiP, GPE LE) MEDEA). 
EIXZULI CSI) 25 AR ” 
T(1)-— Acoskat +B sin kat 
= Acos a+ Bs sins 4. (5-0) 


J1(z) 有 一 个 零点 是 Z=0， 与 此 对 应 ， 
T(i) -A-Bt. 
这 样 ， 所 求 的 解 


《<1) 
ule, i) = Axtb 2- [4. oos t+ p sine, ze (5 2E 


为 决定 系数 4, 和 B, 把 上 式 代 人 初始 条 件 ， 
S 


Bo+ P ze p (5-2). 
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由 第 二 式 知 BSSO, B, =0. BHERIC AUOD HO fe) 展开 为 傅 里 
- 计 - 贝 塞 耳 级 数 ,然后 比较 两 边 系 数 ， 


A= 4 KOR 


A "n )fGo ede. 


2 
"wap 
有 了 这 些 系数 ， 本 例 的 答案 也 就 有 了 。 

例 5 研究 横 磁 波 ( 指 H.—0 的 情况 ，> 为 波导 的 管 轴 方 向 ， 
BO OE if E TM 波 ) 在 半径 为 吾 的 圆 形 波导 中 的 传播 。 

WE (40.488 EC p, 9,2, 0) 5n HC o, 9,2, 0) M &Co, 9) fn 
Ho oy. 

ion 2, 1) &Co, qe, 

H(p, p, 2, 0) 2 0f (p, p)e 7*5, 
其 中 巨 应 当 是 实数 ， 否 则 就 意味 着 恕 和 五 沿 管 轴 衰 减 从 而 通 不 过 
被 导 。 问 题 归 结 为 求解 8 和 好 .为 此 , 又 只 需求 解 和 . 和 ME 
为 有 了 E. A v. 就 可 按 (40.53) 把 其 他 分 量 8o 8, 97, ME, 
算出 。 

SRE, jEPMA XE RACE (40. 54) 8g, 3T Book, 
$€,-0, SIDE SA XMEEZX ZB 

A; 8 .十 (好 一 号 ) 8,—0 
求解 S. 

如 果 波 导 内 壁 导 电 性 很 好 , 电磁波 频 率 又 不 是 特别 高 , 可 把 边 

界 条 件 记 作 
$.l,-4—0. 

3E Pb A» Zc EIC Fe 0 2 RTRA MAE 

8,2 GITE p y] HP t, 
singe 
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边界 条 件 则 规定 了 
AK TRBHB-xrv (1° R Jale) E n4Sq45. 
. (46. 29) 
把 of, -0 和 上 面 解 出 的 8: FLA (40.53), 就 可 算出 8 和 人 
的 各 个 分 量 


s, 3B p ann 


Ta” P4 sinmgo d 
imhR? qim Te) sin mge 
6,— [xt lp | 
ee 
sin mo (46.30) 
imkR? — fo ex 站 ind 
JJ, 一 
,= [rj 25 Ho È P cosmo , 
ik R eu (e | uns, 
fy ~em pH 
d n" Y Ho R lsinmg i 
9e, =0. 


以 上 各 式 遍 乘 以 c7, ih EMH & 2r ES AE, 
T&I 1e de uk x di 9 k Bg dk Cb 1529 R S9 DE OE Se HB I 2 RE 
数 形式 的 解 求 了 出 来 。 对 应 于 某 一 特定 的 如 和 某 一 特定 的 名 的 分 
离 变 数 形式 的 解 叫 作 这 种 波导 中 的 电磁 波 的 畦 定 的 模式 。 

本 例 暂 时 满足 于 求 得 分 离 变数 形式 的 解 亦 即 各 种 模式 ， 并 不 
把 各 个 分 离 变 数 形式 的 解 倒 加 起 来 然后 运用 初始 条 件 确 定 合 加 系 
数 。 其 实 ， 在 实际 工作 中 正 是 创造 条 件 激 发 起 某 一 或 某 些 模式 而 
抑制 其 他 所 有 模式 。 

现在 研究 一 下 ， 哪 些 模 式 能 够 通过 波导 传输 ， NEN. 
(46. 29) Sj gk 35 Jg 

hu kiem RF. 
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LEGI PXg VWCLUCP4 XR RON F A LO T Es 
是 说 ， 


kat /RB. (46. 31): 
波 矢 量 愉 和 波长 和 之 间 的 关系 是 A—2z/k, 所 以 (46. 31) 可 表 为 
A«2zxR[z, RP ziU«2axR[A. (46. 32) 


我 们 知道 ,对 于 一 定 的 %# 而 言 ; 名 越 大 则 xz:” 也 越 大 ; 对 于 一 定 的 
miei, n GRAM avr 越 大 (x 本 来 就 是 按 大 小 排列 的 序数 }。 因 
此 ， 就 特定 的 电磁 波 而 言 , 4 是 既定 的 , UOCE (RERO, 符合 
(46.31) By xz 个 数 越 多 ， 能 够 通过 的 模式 越 多 ; TRHA REE 
小 ), 符 合 (46. 31) 的 zo" 个 数 越 少 ,能 够 通过 的 模式 越 少 。 

EMA c Zp, 除去 0 不 算 , 绝对 值 最 小 的 是 Jo(z) 的 第 一 
个 零点 zi” 二 2.405， 其 次 就 轮 到 JC) 的 第 一 个 零点 xz 外 三 3.832.. 


这 样 ， 如 果 波 导 半 径 忆 在 24051 和 3.8324 v, 
2x 2x 
DAs «Re Ash 


即 

则 只 有 六 =0( 据 (46. 31)， 这 意味 着 电磁 场 的 分 布 以 波导 的 轴 为 : 
对 称 轴 ) 而 且 %=1 ( 据 (46.31)， 这 意味 着 从 管 轴 p=0 $1 Ee BR 
p—R Jt 1E fg SO 的 模式 能 够 通过 波导 。 如 果 波 导 半 径 : 


2.4053 > 
Eo» 4 还 要 小 ， 


0» 
Ae, 即 i> 
不 论 什么 模式 也 不 能 通过 波导 。 
8)6 均 质 空心 长 加 柱 体 ， 内 外 半径 分 别 是 忆 , 和 Rs， 初始 - 
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温度 分 布 是 了 (p)， 放 入 温度 为 Uo 的 烘箱 里 进行 保温 。 贺 柱 内 外 
面 温度 保持 为 Vu， 求 解 柱 体内 各 处 温度 变化 情况 。 
解 ” 用 平面 极 坐 标 ， 这 个 问题 可 表 为 


u, — a Au 一 0， 
irent ul sg, Uo, 
f l= flo). 
先 设 法 把 边界 条 件 化 为 齐 次 的 。 为 此 ， 令 
uU, rw, 
则 如 的 定 解 问题 是 
w, 一 42A2t0 一 0， 
wl ,sa, =0, w| par =O 
: w) 20 f (o) — Us. 
边界 确 已 化 为 齐 次 的 。 

把 这 个 二 维 热传导 方程 分 离 变数 (参看 $ 40)， 得 指数 式 衰减 
的 时 间 因 子 67 和 二 维 空间 中 的 玄 姆 淮北 方程 。 平 面 极 坐标 系 
不 过 是 缺少 z 轴 的 柱 坐 标 系 。 参 看 $ 40 关于 用 柱 dem OR HEU 
霍 冀 方程 分 离 变 数 的 结果 ， 除 掉 其 中 跟 * 有关 的 部 分 就 是 我 们 所 
需要 的 。 这 样 , w 的 分 离 变 数 形式 的 解 是 

Ra 人 
sinmo 
AX rh RCo) B9; 8235 (40. 41), [8 (40. 41) 的 应 是 零 《 因 为 问题 
Wibbsz 无 关 )。 这 样 ， 
2 
这 是 以 ko 为 宗 量 的 m 阶 贝 密 耳 方程 。 

本 例 的 柱 轴 是 对 称 轴 , 温度 分 布 跟 p 无 关 , 可 见 m= F 
分 离 变 数 形式 的 解 是 
* 3845 


| Repe", 
而 RCo) 的 方程 是 


dR,1 dR 
dpi p dp 


这 是 以 kp 为 宗 量 的 零 阶 贝 塞 耳 方程 。 本 例 研究 的 区 间 是 Roco 
一 R,， 并 不 包含 P=0， 自 然 边界 条 件 不 起 作用 , 这 个 贝 塞 耳 方程 
的 解 包括 贝 塞 耳 函数 和 诺 埃 曙 函 数 ， 
R(G)- Al(Gp)--BNp).. 

把 上 式 代入 边界 条 件 ， 

pet kR) = o, 

AJ (kR) BN (kR) —0. 
从 上 面 这 个 腾 立 代数 方程 组 只 能 解 出 4=850, 除非 系数 行列 区 
等 于 零 ， 即 

Jo(ER ) N (GR) — JoCRE Rt NR.) =0. 

这 个 方程 的 根 k, (n—1, 2, 3,) 可 从 贝 塞 耳 函 数 表 查 出 [例如 
E.Jahnke und F.Emde: Funktiontafeln mit Formeln und. 
Kurven ($83 RUE), Mik, 204—206 页 ]。 对 于 每 一 个 
可 以 定 出 4 与 8 的 一 定 比 例 


-R=0, 


8。 (LR) 
4, No, Ri) S 
因此 ， 所 求 的 好 应 是 


we 2 A |p) — OS No Ckap) Jem 
n=] 5 . 


为 决定 系数 4,, 把 上 式 代入 初始 条 件 ， 


2A 40.0) — SR un |= f». 
s.i 3 
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AA, o) -ERD AIR TO Neu) 为 基本 函数 族 , 把 f(p) 展开 , 比 
较 两 边 系数 就 可 定 出 4.， 定 出 4, 之 后 , 就 得 到 答案 


二 Ug 十 DA| 46.0) — ERAN. (kp) | eu, 
aml 


3 m 
1。 计算 下 列 积分 。 
(1) Ye37 oC) da, 
[提示 :反复 用 ee (aJ) 5 JS 一 J 了 6 并 分 部 积分 ,J 
(2) fa, Gode, 
ER: HAJ =c dped ale] 与 zy=(z2yo 并 分 部 积分 。] 
《3)》 人 oa、 
GER: BH 27: 一 一 (273] (zi 二 一 t7) 并 分 部 积分 。] 
2. ERAO, D. E, 第 一 类 齐 次 边界 条 件 下 ， 用 堆 阶 贝 塞 耳 函数 把 Fo) 
=] 展开 为 舍 里 叶 - 贝 塞 耳 级 数 。 
3. ORE ER 2A FEES IN TEILS E D R, 每 单位 面积 上 作用 的 周期 力 (1) 
|^ fT Asinot (2) f - A(3— p? jR) sinot. 
4. XEEOS RÉGIBUEUE, WREE. OO fA XX Re 6 A tn i elie 
(1— 9/EB)H, WEAR, 求解 膜 的 振动 情况 。 
5. $A RIMIBDEMS 在 {po, go) 受 到 串 量 天 作用 。 求 解 共 后 和 的 振动 。 
6. XE£EOS R IE IBDÉ RA, 边 绿 固定 。 求 其 本 征 频 宰 和 本 征 振 动 。 
7?。 半 径 为 玉 而 高 为 豆 的 加 柱 体 下 底 和 侧面 保持 零度 ， 上 启 温 度 分 布 为 
JG) = pz。 求 柱 体内 各 点 揭 稳 性 温度 。 
8#， 网 柱 体 半径 为 五 而 高 为 H. 上 底 保 持 温 度 yo FRIRE xz, 侧面 


TELERON EA (Em (H — 2). 求解 柱 体内 各 点 的 稳 恒 温度 。 


9， 网 柱 体 半 笃 五 和 而 高 为 瑟 ， 上 宕 有 均匀 分 布 的 强度 为 go 的 热流 进入 ， 
下 底 则 有 辐 梯 的 热流 流出 ， 柱 侧 保 持 等 庶 。 求 柱 体 里 的 稳 屋 温度 。 
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10. 研究 横 电 波 ( 指 E, =O 的 情况 ，z 为 波导 的 管 轴 方 向 ， 横 电波 通常 记 、 
fk TE BO d 005 RIO BUCEE Sepe fefe, D: 在 管 改 上 可 认为 ge 一 0 
参看 (40.53), 3EP TEM 6, m0 RTT co MERTE, DIA LO 

1. RERO SURISE JURE, C'IR"- UHR E26 习题 8。] 

12. Rui ACD ZMORE RF REA ve, PERAI BE e 的 烘 护 - 
进行 保温 。 但 是 , 样品 内 的 温度 不 可 能 立刻 就 转变 为 wu 它 与 w 的 差 随 着 时 
MERRER SARREREN. 才 算 作 保温 开始 。 试 计算 圆柱 形 大 
品 放 入 烘 护 内 多 少时 阳 才 可 开始 计算 保温 时 间 。 

13. 电子 光学 透镜 的 某 一 部 件 由 两 个 中 空 辕 柱 匀 组 成， 其 电势 分 别 为 
MINE LL LI Epit A EIE 


柱 简 内 的 电势 分 布 。 图 柱 两 端 边界 条 件 可 近似 表 为 vlev. 


§ 47， 球 贝 塞 耳 方程 


用 球 坐 标 系 , 对 亥 姆 稚 兹 方程 As 十 22= 0 进行 分 离 变 数 ( 见 
840, 得 
olr Op) Br pr loos0) PI, ara) 
end (47.1 
Jp ROO 需 从 4 阶 球 贝 塞 耳 方程 
7+t2rdE tT)IR0 (47.2) 
解 出 。 把 kr 记 作 zx，z=&r， 并 把 R(7) 变换 为 y(x)， 
+ 387 e- 


R(7)= E axGh (47.3) 
3 EUER B GT. DEA LB TUE ROSE 
293 ete e- (1 23! =0. (47.4) 
$42 例 4 MILI SUEROI EL PASTRAN 


JiQ(a)- JZ ns, J 1(2) =y -Z cos. (47.5) 
RNE, m My LEE; PE APR 4-2 HH vr READ, RT EUR A m Br Ut 
ZHAK JG) fumi ie S EIE Nea). WERE NN。(2) 
的 一 种 定义 是 (参看 附录 十 五 ) 


N.G- dJa aoon mm d-ale), 


在 = 去 的 情况 下 ， 


J41(0—J 1) 
N,G)- 3 ——1—— =J). 


卫 阶 诺 埃 曼 函数 其 实 就 是 一 志 阶 贝 塞 耳 函 数 。 因 此 ， 忆 阶 贝 守卫 
方程 的 两 个 线性 独立 解 (47,5) 也 可 写成 

JG) 7 d ein, NC) - 74 Zooss. (47.6) 
把 (47. 6) RI (47. 3), BIPER EH Y BEIGE HL EE 
Jg GR EN KOL Len 和 一 二 cos s, 通常 把 这 叫 作 
TEURREURNCRS PRA U AM, 262 ORE AG) 和 


Ca), 


Hoy 24,0) - 888, 
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mG) - ENG) - 9985, (47.7) 
1 阶 球 由 守卫 方程 (47.2) fo BUB M EA Z, 0 


和 4 过 ,1(Ce)， 通 常 把 它们 叫 作 LR DURER Ro 1 oi 
埃 曙 函数， 并 分 别 记 作 J(e) 和 nC), 
4G) - Z2, ac), m= EN, GG. Q8) 


(E (46.3) sth. dn m FAR M m=- HEA L, M 


Ja gal 
s'i zdx Ez! d 
即 
jaa) d df jw) l 
daD Laio) 9 


这 是 球 贝 塞 耳 函数 的 递 推 公式 。(47. 9) 里 的 ? 如 果 是 负数 ， 则 是 
一 ! 阶 球 贝 寨 耳 函数 的 递 推 公式 ， 亦 即 ARER ER IO. 
推 公式 ， 即 l 

marla) 1 aja, (47.10) 


gi "Vx dal zi 
(47. 7) C, FRED 48 ER lb. oC) 和 no, 38 3 (47. 9) (47. 10). 
就 能 把 所 有 的 JC) 和 nC) 都 用 初等 函数 表 出 。 例 如 
jo(2) = ERE, 
; . Sinz—zcosz 
AG6)-— j T: | (A7. 11} 
hla) = 3{ EE Tsing 
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一 一 一 


cost 
E. E mm 


rya eSt esing 
Ni(w)= z , 239 
n(2)= T e a 
3R BIER s Be (47. 2) 3 26 ERA 2 o 
£ 232 LL )R EESrR —- 0. (47.13) 


这 方程 在 球 心 *= 0 有 自然 边界 条 件 。 这 自然 边界 条 件 排除 球 诺 
效 曼 函数 。 如 果 在 球面 ro re 有 第 一 类 、 第 二 类 或 第 三 类 齐 次 边 
界 条 件 , 就 构成 本 征 值 问题, 它 决定 本 征 值 k. 
作为 斯 特 邵 - 刘 维 本 征 值 问题 的 正 交 关系 (43, 9) 的 特例 ,不 同 
本 征 值 的 同 阶 球 贝 塞 耳 函 数 在 区 间 (0, ro) 上 带 权重 r 正 交 ， 
人 he) jr) rdr=0 (katk) (47.14) 
现在 计算 Gun) 的 模 N, 
Ur P - [^ ljen Pedr =" o 
iU 


这 已 转化 为 贝 塞 耳 函数 的 模 的 计算 。 

根据 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 的 性 质 @[ 见 $431， 在 区 间 
《0,70) 上 ,以 ji Gr) —1,2,3, ) 29 CES ERICH, 可 把 函数 fx) 
展开 为 广义 博 里 叶 级 数 


f= Xs sn, 
(47.15) 
系数 f= = FN. Tl, fé) j Gur)rdr. 


例 1 均 质 球 ， 半径 ro。， 初 始 时 刻 , 球体 温度 均匀 为 ww， 把 . 


-e 390 。 


1r) P rdr. 


iz. 


球 放 入 温度 为 De HRE 使 球面 温度 保持 为 Uo 求解 球 内 各 处 
温度 变化 情 识 。 
解 ” 用 球 坐 标 系 , 这 个 问题 可 表 为 
人 一 4 一 0， 
Wid = oy 
Li rms 7 Uo. 


边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 应 先 设法 化 为 齐 次 的 。 为 此 , 令 


au —Uyg-- w, 
则 ?的 定 解 问题 是 
加 | 一 CA30 一 0， 
妈 |,-o 一 一 (Co 一 to)， 
w|,.,,—90. 
边界 条 件 确 已 化 为 齐 次 的 。 


把 这 个 三 维 热传导 方程 分 离 变 数 ( 参 看 35 40)， 得 指数 式 衰减 
的 时 间 因 子 e-”* $n— 47x IH] rp 8g Zz 09 E 25 7; Fe. HER b 
HAIE IJ TRO AER, 得 球 函 数 方程 和 球 贝 塞 耳 方 程 。6 因此 。 
切 芍 分 离 变数 形式 的 解 是 

cogmgp ) sas 
jEr) Pr Cost! ad le , 

本 例 的 球 心 是 对 称 中 心 , 温度 分 布 跟 9 和 gp 无关, 可 见 1=0， 

mw 二 0。 干 是 分 离 变 数 形式 的 解 是 Jo(kr)e "^", Bn . 
T 


边界 条 件 wi. 0 Hp 
sinkro e 7" —0. 
kro 


EA (n=1,2,3 -). 
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这 样 , Bro AG w XE 


sin (nzríro), aX na reg 
"P zh oni narÍíTo 


为 决定 系数 4,， — `s 
Sa, sin (nar 79) sil, st) 


mer NATTO 


EA — (Uom HERR MEH ERUR, 比较 两 边 系数 ， 


f ~ (Uau) VER T dr 
nzxT|To cu NS _ 
4. F E SLED A=) 
0 RNP/ ro 
于 是 ， 得 到 管 案 
2 20. n TT 
i e Jr * sim TTE 


RS DUEREER SCRIEIR SR ERE, TRA PME RNC USER 
数 作为 贝 塞 耳 方程 的 两 个 线性 独立 解 。 这 样 , 代替 (47 8), 可 取 


MP Eme arce Emo. 
(47.16) 
作为 球 由 守卫 方程 (47. 2 MEMBEREN. T.IM 


数 叫 作 第 一 种 和 第 二 种 球 汉 克 函数 。 
现在 其 体 写 出 球 汉 克 函数 。 首 先 ， 


Mix) = jole) imn) = E24 i(- eos esr) 


; $e EET 
= 一 iL (cosa ising) = — 5€ 


Ag (2) = jola) - inc (a) = APOT i 
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递 推 公式 (47. 9) 8 (47. 10) S SRDUREER Pc Mo FR, 
Aaa) 1 s [aen E 


xU g dal z 


运用 递 推 公式 (47. 17) f 8 
M2) iLe 
EE 
[pur =i i 一 irily ei*, 


; 1 -iz 
hws)=i z* 
hPa) "(isle 


hi (wv) = € vow) e, 


(47.17. 


(47.18) 


BUXSNTERT cU, BETXEFNACUINA. SF 


$12, 


M47, 11), 47.12) (47. 18) 容 易 看 出 , 对 于 小 的 z 


: 1 .1 .1 
~] ng ~ 一 hPa io— hi 
J | s'il? z^l?* x 
» 


. 1 
Pd de 1 a Sl mal 

g’ Ri~— |hÜ-—i—,. hPa 

"s 1 PE i z2 * 1 a 

j : 8 3 3 
2'"—* -2 oA Lg I 

x Ra~ gu AP EL hý ~a’ 
CELETTETT] : 

DIIZIINII ate ostio **9 29098 


Y 2 半径 为 >o 的 球面 径 向 速度 分 布 为 


v — voco cosct., 


(47. 19) 


茂 求解 这 个 球 在 空气 中 辐射 出 去 前 声 场 中 的 速度 势 ， 设 7。 远 小 于 
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ERK. FARRER S fa] 05525 P B HORE ER A cop 
即 P. Ccos0) fi 3, PR E HIE EROR. 
B ETESRU MESE LL HEME zh; BR(31. 27), AE DUE ES 8 E 
题 企 球 坐 标 系 中 改 示 出 来 是 
U,,—a?A,U -0 (a? -2) 
ln 
-Br |;= 
为 了 计算 方便 , 在 边界 条 件 中 , cosot 即 Ree-'*' 写成 了 enit 这 
就 必须 约定 , 在 算出 的 最 后 结果 中 也 应 取 它 的 实 部 。 
把 这 个 三 维 波动 方程 分 高 变数 (参看 5 40)， 得 分 离 变数 形式 
的 解 


U(r,0, g, 041 


=P (cosQ)e-:** 


MEO Procop) E999) [e 1 


A? (Er) sinmg) leis! 
跟 边 界 条 件 比较 就 看 出 : L— 1, m=0; 在 时 间 轩 子 中 应 合 弃 e'*' 而 
保留 e 一 ,并 且 l 
ak—o, RI £—o/a. 
上 式 其 实 就 是 读者 在 初等 的 “振动 与 波 ? 课 程 中 已 经 熟悉 的 “ 波 矢 - 
量 、 频 率 . 波 速 三 省 之 间 的 关系 "， 它 也 可 以 表 为 sj/4 = 了 即 频率 等 
于 波 速 /波长 。 | 

2《Er) 的 因子 ett 限时 间 因 子 ee 相 结 合 给 出 ee 
根据 8 34 指出 的 道理 ,这 是 以 速度 4 和 袁 一 ?方向 传播 的 波 ， 即 从 
远 处 向 球 收 缩 的 波 , 跟 题 意 不 合 ， 应 该 舍弃 。 至 于 及 Pkr?) 的 因子 
e 跟 时 间 因 子 e7!*' 相 结 合 给 出 er*"°?, 这 是 以 速度 4 朝 ++ 方 
筒 传 播 的 波 , 即 从 球 向 远 处 发 射出 去 的 波 , 正 是 题 所 要 求 的 。 

这 样 ,分 离 变 数 形式 的 解 就 只 有 l 

hj (kr)P.(cos0)e7*** (ka=0), 

不 存在 登 加 问题 。 所 求 的 解 
* 394» 
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U= Ahj (kr) P. (cos0)e7***, . 
为 确定 系数 A 把 上 式 代 入 边界 条 件 ,每 
(iet ien 
从 这 个 式 子 可 求 出 4， 球 的 半径 ro 远 小 于 声波 的 波长 4 一 2r7 8 
即 rok Rih, FATC. 19) 简 化 为 


. 2 
Ape 


p 
A -i 
于 是 ,得 到 答案 
U= -LETS PO) Pi Coos0) e"! 
- iniri neni -m LP Cost)ene-m, 


在 “ 远 场 区 " 即 r Ras 上 式 简 化 为 
n GUSTO p (cospetto, 
取 实 部 ， 
Uc — Erb p, (cos0) sink(r—a1). 


这 里 对 空间 中 方向 的 依赖 也 由 PiCcos0) 描写 ， 因 而 是 偶 极 南 场 。 
偶 极 声 源 发 射 的 声场 自然 是 偶 极 声场 。 


3 HM 


1. VENOUS PE SERS, ER — RSA $36 习题 8] 

2. HRR, 半径 为 ro， 初始 温度 分 布 为 fr) ， 把 球面 温 庶 保持 为 筷 度 
而 使 它 人 冷却。 求解 球 内 各 处 温度 变化 情况 。 

3. JR, 半径 为 ro， 初始 温度 分 布 为 头 *)eosg。， 把 球面 温度 保持 次 


9 了 9 了 w 


EJILDIU E METITPYSELYX I 


4. ENIMS E, meate? L p) inta 


BEWAENS HM. REA Heb IE D. 
所 均 质 球 ， 半 径 为 ro， 初始 温度 为 go 放 在 温度 为 如 的 空气 中 自由 冷 
却 (按照 牛顿 冷 却 定律 跟 空 气 交 换 热 基 ), 求解 球 内 各 处 温度 变化 情况 。 


6、 灶 径 为 re IRITE IE A Mi A v=o cos20+1) esot. i 
求解 这 个 球 在 空气 中 辐射 出 去 的 声场 中 的 速度 势 , 设 nK EK A KAR 
速度 对 空间 中 的 方向 的 依赖 性 由 因子 女 (3eos28 + D8I P.(cost) 3f 55, 别 
是 轴 对 称 四 极 声 源 。 = 


§ 48， 路 积分 表示 式 与 渐 近 公式 


(—) ARERI 
索 末 菲 把 柱 函 数 表 为 路 积分 ， 这 种 路 积分 表示 式 就 叫 作 索 末 
WRH. 
很 容易 验证 ， 
eiostin (a? +b? — k?) 
AERE 127] FR teto, Hew —0 N e R .从 直角 坐标 系 
(s, s REPERI CO, p), 同时 把 a fü b 改 记 作 
G—kcosa, b-ksina, 
则 上 述 特 解 
eirt 一 g i*o(coBacose-tinesing) — eitecosie- e^ 
为 便于 跟前 面 有 关 各 池 相 比较 ， 把 &p 记 作 z( 注 意 这 z 并 不 是 直 
ME, CERERE kp 的 一 个 记号 )。 于 是 ,上 述 特 解 表 为 
te (48.1) 
€ fE(48. DREAM, 
a 396 « 


= ; ircos(e-p 
v MTOT da, 


CHAMBRE TAEAUIEHE ORE Aav+E20 一 0 HR, 参考 (46. 22) 一 
(46, 25), XX A(a) —-a, ei7*, 


T =a. J eomm naa. 
"Ja 
2E T (46.24), $ p=a—p, WI 


t= aein f Termina, 
一 般 说 来, 《46. 23) 比 (46. 22) RAR, EA =p, RM 


v—a eei vr 3 gint-isstatgr 
m 
-9-5 


3 


=a inem | rt istag. (48. 2} 
fi 

(48. 2) 作 为 二 维 刻 姆 瞧 兹 方程 的 解 ,如 果 积 分 上 下 限 跟 9 无 关 : 就 
是 说 , 如果 极 坐标 p( 注 意 x 就 是 8p) 和 9? 2 BR BITS, 

那么 它 的 径 向 因子 〈 即 积分 式 ) 应 当 就 是 NÆH ERREA 
数 ， 这 是 § 40 关于 亥 姆 重 兹 方程 的 分 离 变 数 过 程 已 经 表现 而且. 
846 例 6 又 作 了 说 明 的 。 可 是 , (48. 2) 的 积分 上 下 限 是 含有 9 的 。 

要 使 积分 上 下 限 跟 p ER, 必须 把 上 下 限 取 为 某 种 无 限 大 。 这 样 
一 来 ,又 需要 考虑 积分 的 上 下 限 趋 于 co 时 积分 是 否 收 全 。 为 此 , 试 
BRG CLE igo oo 时 ,被 积 国 数 的 模 怎 拌 变化 。 


[eint[ :| eRéGimt m insto n mime iestata | 一 6Rettet-ieatn 人 3， 
Relimt —izsin£) « Re(im£)— Re (izsin£) 
= Re(sm£ —mn)— Ref ie it enit) ] 
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E n " 
= -mn Rej- Cenei —ere=t)] 


二 一 ?mn 十 AG e7t)eost. (48. 3) 


(48. DMR —ÓLE m i E, ITUR n OEC. 25 9 RR 
XT, 3825 ERU FC re Ee 09 EROR HB PIEEURS — n Ee — 8 
EX. (WE r=0, 第 二 项 根本 不 存在 , 那 就 另 当 别论 了 。) 参 看 图 
76, 如 上 在 划 线 区 成 中 趋 于 =, 则 (48. 3) 的 第 二 项 趋 于 + <e， 被 积 
ARRET e, RORE. ii ERIK E H p, W 
(48. 2) 98 — UA T — co, 被 积 函 数 的 模 迅 速 地 趋 于 e” 0 0, 积 
分 收敛 。 
到 这 里 , 我 们 得 到 结论 : 路 积分 


anf eti- issintge (48, 4) 
1 LU] 


的 积分 路 径 ? 的 两 端 在 未 划 线 Z 
区 域 中 趋 于 无 限 远 点 , 则 (48. 4) 
收 伍 。 它 不 再 跟 yp 有 关 ， 如 前 
所 指出 , E V RS EEUR 
取 积 分 路 径 为 图 76 的 
Wo, WE a. 为 172z， 可 以 
WE B1x A- TERRE E m fr UL 3E E 
[p NN CORN 图 76 


J.G) = 也 | einiciesiutgge (48.5) 


事实 上 , 对 于 z=0, 当 上 趋 于 Wo 两 端的 时 候 ，(48. 5) BE BL ERUC 
的 模 


lei™:| 2e77*e-7 —0, 


BUM. BEAR CAS. 5) 是 柱 函数 耐 且 在 = 0 是 有 限 的 , 它 只 能 就 
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E RR 


是 贝 塞 年 的 数 。 

如 果 恕 是 整数 ， 还 可 以 共 
体验 证 (48. 5) 198 A N 3E EE ER 
数 。 被 积 国 数 在 有 限 远 点 是 解 ， 
析 的 ,根据 科 希 定理 , 积分 路 径 
本 "可 以 变形 为 图 77 的 折线 


— a +i —-4-cLs—adi, HU 
Ja (= 去 | git-izsintgg + zl gintzissiutgg 
=r i% 2a -x 
ER ether gist-issintgg 
2n J, ! 
TER — TRA 66-22-22, WI 
TOTEI gininginicissintg, 
2 本 十 站 区 
tx pint-issin atcp ginicissintg?, 
2x -— 2x J, 


既然 mr 是 整数 ,ei""=1" 二 1, 所 以 右边 第 一 项 跟 第 三 项 互相 消去 ，- 
Ce entrmmac. 
这 正 是 贝 塞 耳 函 数 的 积分 表示 式 (46. 23)。 
又 取 积 分 路 径 为 图 76 的 W, x Ws, Hoa. 为 11x， 暂且 
-把 这 两 个 柱 函 数 记 作 H(z) 和 HG), 
HQ) gintcissintgr, 
| Hæ) -i( ginicissintg? e a 
m zi x m * 
(48. 6) 是 两 个 线性 独立 的 mx 阶 村 函数 ， 凡 是 台阶 柱 函 数 都 可 表 为 
-它们 的 线性 组 合 。 例 如 


TO i einzige = l eimi-issintgE 


2z Jri 
e 399 4. 


UG) HG). (48. 7) 
Anm REER, JG) M JG) REP I MERGE m Dr E ERI, 
JC bf m Br EE HUNE RT ris lt. ME 
J-. (2) a f e iiag, 
4 £--U Rl 
J.-L occa 


为 了 把 积分 路 径 移 人 未 划 线 区 域 , 要 使 积分 路 径 -Wo 向 左 移动 
(图 78)。 为 此 , X =+, RI 


= ->f ， Ri (48. 8) 
wW, 


由 (48. 5) (48. 8) 得 
i mE =l mt-iaiin 
:yn 人 Co) 一 JG) = | — eint | ‘at 
al . imb izsiné 
«2m lta 5 di 


4400 À 


jHeGH zz]; Poe 
"; 


在 上 式 右边 第 二 个 积分 中 , 令 5=z 一 2x, 则 
J i)er" (a) 


zd. (2) -zl —i2^apimzcissins, 
eHIG) ze t e dz 


la emi) -ectntisinmaHgG), 


即 | 
Ho) = 0) 1-0). (48.9) 
isinma l 
.把 上 式 代入 (48.7) 又 得 | 
«1» _e Tip (2)— J-.(m) - 
BPa) =a) d-ale), (48. 10) 


IHE LH OOR Briefe ROA 


Nala) — 44H G) -H Pa]. (48, 11) 
关系 式 (48.7) 和 (49. 11) 等 价 于 
ule 
ir = FIN QD), (48.12) 
HE) -J (GG) - àN (a). 
把 (48.9) 和 (48.10) 代 入 (48.11)， 
NL (2) Ja) eos J- (a) (48. 13) 


sinmm 


这 正 是 诺 埃 曼 函 数 入 ,(w) 的 一 种 定义 《参看 附录 十 五 )。 因 此 ， 
《48.6) 和 (48. 11) 的 记号 H PCr), HP GORUN Lx) fS ACIE 55, 
(48. 5) fn (48. 6) 就 是 索 末 菲 积分 。 
(二 ) 渐 近 公式 
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BGURAEBUO HR AHR GR E REA. 不 难 导出 柱 图 - 
数 对 于 大 2 的 近似 式 ， 即 所 谓 渐 近 公式 。 
这 HPEH A, 


ua» 2l imé-izsin£t 
HPC) zl: e dt. 


前 已 指出 ， 被 积 函 数 的 模 的 大 小 取决 干 指数 
im — izsin£ (48. 14)- 
的 实 部 


Relime — izsin£) - —mn4 2 (e*4- e7*) coat, (48. 15) 
Ji Cet 67^) cost Jt 


为 重要 。 对 于 大 的 x, 决 
定 被 积 函 数 的 模 的 (48. 
15) 式 在 图 76 一 图 78 的 
划 线 区 域 具有 很 大 的 正 
值 ， 在 未 划 线 区 域 具有 
负 值 ， 其 绝对 值 很 大 。 


B] 79 是 《48.15) 的 “地 图 79 
形 图 ”。 R=- ?»—0 RIPE GEM, NDGXLUCA, AER 
点 。 


把 积分 路 径 W OE, 使 之 通过 鞍点 。 在 积分 路 径 上 ， 被 积 国 
数 的 模 于 蒂 点 量 大 ， 在 鞍点 前 后 则 迅速 减 小 。 因而 积分 的 值 主要 
来 自 软 点 附近 的 一 段 路 程 1,， 适 当选 取 EL, 的 方向 使 被 积 函数 的 
模 在 鞍点 前 后 减 小 得 最 快 , 那 自然 最 理想 。 为 此 ， 需要 研究 (48.15)， 


的 主要 部 分 之 (e -e7)ceo£ 在 1, 上 的 变化 情况 。 近 拟 地 把 l 4; 
+ 402 >» 


WERB, 其 辐 角 为 9 把 1, 上 的 点 2 与 村 点 的 距离 记 作 s, ME 
ERA 


: £- — JL -Fscosó 
t=- se^, dl 2 : 
n=ssing, 


于 是 ， 
A (etc e7t)oosf =E (ersin 7st) oog (-54 s0080) 


EE 4 


773 


t ssin@ | ELLE 
dette] 


3, 
x (scose p +…) 


(e*sin* — g-i5In^) ain (scos 0) 


c5 (2ssin8)(scos0) =£ s'sin26. (48. 16) 
上 式 沿 路 径 的 变化 率 
An sin 20 ) —48sin 26. 
于 29= 35, Hl 0— — nc fe PE, 且 绝对 值 最 大 。 


”这 样 说 来 ， 积 分 的 值 主要 来 自 通过 鞍点 而 与 & 轴 作 — 45? 的 
短线 段 L 上 的 积分 ， 


H?Gel[ eint isstatgr, 
上 面 已 算出 (48. 14) 的 实 部 (48.15) 的 主要 部 分 在 1, 上 为 (48, 16) 
邵 序 zezsin20. 至 于 (48. 14) 的 虚 部 的 主要 部 分 一 立 (ev" 十 e-9sine 
在 4 上 同样 可 以 算出 为 a{(1—-5stc0s20 ) 因此 ， 


.403 0 


Ha) ~if e in(-£)4des :sin( —#) +tis{ 1-le cos Feitas 
-X 


-l[ eC P- vC SEE 
ehe», e3" ds 
引用 # — sv z/2 作为 积分 变数 ,得 到 HIP Co) URGE AR 


EE E | Pg 


Wm 
NEP (Gm) [ edi 
E; 4 Tg E —-90 


- 2 "EP (pepe 


sy ACD, (48.17) 
ET 
同 理 可 得 HOP (x) E AX . 
H?G)ec | 2 2a rat (48. 18) 


把 以 上 两 式 代 人 (48.7) 和 (48.11) 即 得 js(z) 和 Ne(o) 的 渐 近 公 
式 


4-6) D co S m- 33), dki9) 
Na) Jon Em- 2). (48. 20) 


(Gm) 发 散 波 和 收效 波 
$ 40 用 柱 坐 标 系 对 波动 方程 进行 分 离 变 数 。 分 离 变 数 形 式 的 
解 是 


LET ni a M Er (48. 21) 


sin mo) tsin hz 
? 404 * 


共 中 Z. d mWUREEREC. h— 0 描写 的 是 二 维 波 动 ,， 
现在 取 时 间 因 子 为 e …” 并 考察 (48,. 21) 在 大 P 地 方 的 行为 > 


k 
为 书写 简便 起 见 , DETUR TS d |I eos ac pros. 
先 取 Za HHL. WRAS. 17) 对 于 大 的 p, 


-ite i (VETE o-ta gni), 
MPR E 


时 间 上 只 出 现 于 指数 里 的 好 一 好 p 一 zat 之 中 ,这 是 朝 十 p 方向 
传播 的 波 , 就 是 说 ， 向 远 处 发 散 出 去 的 波 。 
次 取 Z.J HD. HR(O.18), 对 于 大 的 po, 


IPEA -hip)e-' RN DE z; ESCUELAS r2 
T = 


这 是 朝 一 p 方向 传播 的 波 , 就 是 说 ， 从 远 处 向 柱 坐 标 系 的 极 轴 收 
_ 敛 的 波 。 在 波 的 发 射 问题 中 ,这 种 收 合流 应 当 合 弃 。 
如果 时 间 因子 改 取 e, M APIE, HOP 却 对 应 于 
Ai. 
最 后 取 Za 为 Js N N a 按照 (48. 19) (48. 20), 对 于 大 的 p， 
Ja (ETZE petite 


Ere (Tp 可 次 一 fene, 
Na (VEI — n? petite! i 
"p (VP p m-— A jen 
UR o 是 分 离 的 ,它们 代表 驻 波 。 
S 40 还 用 球 上 坐标 系 对 波动 方程 进行 分 离 变 数 。 分 离 变 数 形式 
-的 解 是 


ikat 
a (EPrGoD [E uo 2s (48. 22) 


* 405 5» 


cos mo n 


ri H Gr Pr Gon ue (48. 23) 


sin mo 

取 时 间 因 子 为 er'**', 运 用 柱 函 数 的 渐 近 公式 考察 (48. 22) BD 
(48. 23) 在 大 7 地方 的 行为 就 知道 hkr) 对 应 于 发 散 波 ， 
h(Er) 对 应 于 收敛 波 而 应 舍弃 。 

如 果 时 间 因 子 改 取 e***, 则 六 Per) 对 应 于 收敛 波 而 应 舍弃 ， 
AP (kr ) 却 对 应 于 发 散 波 。 

j, Ger) II n Ger ) 8] oz T HER; 

例 半径 为 po 的 长 圆柱 面 径 向 速度 分 布 为 

v —v9cosot, 

试 求解 这 个 长 贺 柱 在 空气 中 辐射 出 去 的 声场 中 的 速度 势 。 设 po 
远 小 于 声波 波长 4， 

解 本 例 的 速度 势 上 满足 二 维 波动 方程 ， 这 个 问题 在 平面 极 
汲 标 系 中 表示 出 来 是 

U,,—a?A;U-0, 


aU 
3p |... 


边界 条 件 里 的 coscot 即 Ree 一 ” 写成 了 eet, 这 就 必须 约定 , 在 
算出 的 最 后 结果 中 也 应 取 它 的 实 部 。 
这 个 二 维 波动 方程 的 分 离 变 数 形式 的 解 是 
Z. p mo ne l. 


sin mp 3 te7'**! 


=e, 


跟 边 界 条 件 比较 就 看 出 :各 一 0; 在 时 间 因 子 中 应 舍弃 e n 
RE eHe, 并且 
ak—-o, Bl £—o/a. 
8 47 例 2 已 指出 上 式 即 “频率 等 于 波 速 /波长 "。 
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考虑 到 这 是 声 发 射 问题 , 柱 函 数 Zp) 可 取 为 Hy (co) & 
F Hy (kp). 

本 例 分 离 变 数 形式 的 解 只 有 Hi (cp)e7'* (ao), REE 
EmN. RHR 

U=AH (kpe i”, 
为 确定 系数 4, 把 上 式 代 人 边界 条 件 。 
|a Po) NL 

从 这 个 式 子 可 求 出 4. 柱 的 半径 po 远 小 于 声波 的 波长 A= 22k) 
即 pok 很 小 , 利用 (42. 20) 可 把 上 式 简 化 为 


2 [2/mte 
a 2 +0)]| =v 


i42 l-n. 
T Po 


Bn 


从 而 4= 一 江 9， 于 是 ,得 到 答案 
U=— i9 96S Hi (kojenie, 


在 远 场 区 即 o 较 大 的 地 方 ,用 渐 近 公式 (48.17), 得 


ETT TVoDo PEE -)-ie 
U i ip e 


T i pot 
wow ae C m), 
取 实 部 ， 。 
Ue wow] zi ool (oat) | ` 


这 是 从 长 圆柱 面向 远 处 传播 而 振幅 按 Vo 减 小 的 波 。 
(四 ) EREE 
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HERR DRE HOS REUEBIEE DA BOUT IRURE HE se ENE EK 
31,2 i7), Gz).. WRTA, 一 -Rii BRENNE 
LER LE N12 hA MEO IA QE 3-1 Ea E E343 1. 
E, ARTENES 种 和 第 二 种 汉 克 函数 HU (iz)3 
H? (ix). 

从 新 近 公式 (48. 17) fr (48.18). Hi Gr) mI HP 这) 在 大 


处 的 行为 : 
HP lis) [Ze C ii) 


= muere 


nra e f E DY Et 


Faroo, BRA HI (az)-*co， 对 于 圆柱 外 部 的 问题 , H? Gei 
s 而 无 限 增 大 , 这 是 没有 物理 意义 的 。 因 此 ， 对 于 立柱 外 部 的 问题 
RRUES RES — ROLE RE HEAE T. 

现在 进一步 考察 Hi Ga). RAS. 10) 80 (46. 28), 


HV (ir) sG) Jn Ga) 


eM" nla) in.) 
— isinma 


Hd ui 1.2) -1..(2) 
一 # gina 


au d Lr 通常 把 它 记 作 KL), 


Kla) - X FC), (48. 24) 
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Mm. 


平常 说 到 庶 宗 量 汉 克 函数 就 是 指 的 (48, 24). 


(五 ) 平面 小 展 开 为 球面 流 的 双 加 — — ^ 
研究 波 (声波 ,电磁 流 、 革 子 力学 的 波 函 数 ) 的 散射 问题 ， 常 党 
需要 把 平面 让 展开 为 球面 波 的 盖 加 。 


HK v6 显然 满足 交 姆 党 北方 程 Avo 十 b20=0， 因而 代 关 
波动 。 事 实 上 , 补 上 了 时 间 因 子 (40. 25), 它 就 成 为 e+*+*?， 这 是 沿 
z 轴 负 和 正方 向 传播 的 平面 波 。 改 用 球 坐 标 , 这 平面 波 可 表 为 

v(r,0) s estre, (48. 25) 
dtuppda em, ABEDE A3v 十 Xv 二 0 的 分 离 变 数 形式 
而 又 在 >=0 为 有 限 的 解 是 
j e) PrCoost) Po Wd 
这 是 各 种 模式 的 球面 波 。 平 面 波 (48. 25), HAREA Jy RES 
解 , 必 可 表 为 (48. 26) fH Men, 26 HE (48. 25) B p EA, 应 限 
fil m=0。 这 样 ,、 


(48. 26) 


etro =— Em ji(kr)P,(cos0). (48. 27) 
mm] s 
问题 在 于 确定 展开 式 (48. MRK A 
应 用 系数 公式 (44.13)， 
A jkr = 2H. +1 2Hp e""PQG)de, 00 (48.28) 


式 中 按照 惯例 把 cos6 写成 z(z 并 不 是 直角 坐标 )。 只 要 算出 (48; 

28) 右边 药 积 分 ,就 可 确定 4. 
这 里 不 准备 硬 算 。 试 比较 (48. 28》 两 边 在 re 时 的 渐 近 公 

式 。 子 rc (48. 28) 的 左边 | 
Air) e A | us Gr) A oo (ir - D) 


e 409 * 


= A, Hed eum) 
Zik. a ý 

BER (48. 28) 的 右边 ， 
zzi 


ikv 一 ue PII 
e'*'*P.(33dx oir 4T GMe 


Lil ikr t+! ..2l t1 en ikre Di 
ai, Gem - SE enmt Goa. 


于 ”> 上 式 右边 已 积 出 部 分 为 1/r 的 数量 级 , 尚未 积 出 部 分 如 
仿照 上 面 分 部 积分 一 次 可 知 为 1/7? 的 数量 级 。 因 此 ， 于 r>, 
(48. 28) 的 右边 


np eP, (dz BEC em p. —1)e-it"] 


2l T1 itr e ib =2 +1, E ride emu 
Zikr Srle (— 1) ]- Oikr ikr "(e )。 


比较 两 边 的 渐 近 2 公式 即 知 
A, 7: (20 -- De?" - (21 1)i*, 
3px fe El (48. 28) 就 得 到 平面 波 展开 为 球面 波 的 痘 加 的 公式 


Eidrcose— S LED GrP. Coos0). (48. 29) 
i-e 


3 B 
L FRA p 的 长 加 柱 面 上 ~- 条 母线 作 谐振 动 ， 即 桂 面 径 向 速 床 为 


V 00(9— p) osot. 试 求 解 这 个 长 网 柱 在 空气 中 辐射 出 去 的 声场 中 的 x 
BE oA. 


2， 半 径 为 n, 的 球面 径 向 速度 分 布 Yoav ža- cos29) sin2pcosot, 


— SAATMA AD ER, rK. FARE 
对 称 的 四 极 声 源 。 


a 410 * 


«ak 


$ 49. 开 耳 芬 函 数 及 其 他 


在 物理 学 中 ,常常 ( 举 一 个 例子 ， 研 究 高 频 交 变 电 流 的 趋 睦 效 
XB. 参看 附录 二 十 ) 会 过 到 开 耳 芬 方程 


i 2T patt (i?r? +m? )y=0. (49.1) 


- 它 不 是 别 的 , 正 是 以 V — i Bz 为 宗 量 的 贝 塞 耳 方程 , 它 的 解 当 然 也 
就 是 以 W 二 ;pzx AREER. LERRET HR 
和 虚 部 亦 分 别 满足 方程 (49.1). 通 常 把 JaV — diga), HLZ 

.6z) 和 Kn(M 一 4Bz) 的 实 部 和 虚 部 分 开 , 并 分 别 给 以 一 定 的 符号 ， 

bera (Hr)= Res tv — ifc), 
beil fe) = ImJ, (vip), 
hera(Br)= Reli (/ — ifa), 
hei,CBz) = Im G/ — ifla), 
ker,(fz) — ReK, (Vv ifs), 
kei, (82) = ImK&, (V — $a). 
xen EJEREZS GAS, 
例如 , REREH ber. CBx) fn beix), 
bero (a) = ReJ; S B» 


ENS any a 2! tup Sd Du 


Kt- ? ; 
fCOUmAm$ TELA 
bei(a) — ImJs(/ Tipe) | 


-ax(z) -a E) + 


2i 1 Q(Bey T yee 
+(—1) razor (s) p (49.3) . 
411-59 


下 面 列举 一 些 方程, 它们 可 以 化 为 贝 寒 耳 方 程 ， 记 号 2Z 表示 
wm prt E. 
(D de 1— e y' Byar + a = 
Eu MS 
@ palay (gus true y= Apr). 
e y- 1y 十 [uve - (BP) yo mm ze tan. 
2 一 一 
D yy (i je-os tom zuo T). 
2 
yy (itr y=090, jl y = Z, v -—i) 


e 
"ER -[2«(2 Je» Wl y Z, (iv x). 


y" t bz"y-0, 则 y= XZ mys (2 senn), 


© 9 


v (E Papi 
2 emy? — . 
+[ eryo - tis y=0, 
Wi y — aret Z.CBz"). 


y c ~e A ky=0, 
则 s leon, (5. 
MD) y eite y -(E SET y=0, 


Wy 
则 ym Zu) 


* 412 *. 


n/tl r_ [m _ctgs =0 
D y + +2tge y (等 y PTD 
1 
EU y= nz 00. | 
tt 1. | ' e m? 2. 3! L5 EE 
© s+} 2u y t(r- +u 4 —)-9 


W yel zo). 
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第 十 五 章 ”数学 物理 方程 的 解 
的 积分 公式 


第 十 章 一 第 十 四 章 研 究 的 是 分 离 变数 法 。 分 离 变 数 法 确 是 -- 
个 重要 方法 ， 可 应 用 于 十 分 广泛 的 各 类 定 解 问题 。 用 分 离 变数 法 
得 到 的 解 一 般 是 无 穷 级 数 。 本 章 的 积分 公式 则 用 有 限 的 形式 表 出 
数学 物理 方程 的 解 。 


$ 50， 格 林 公式 应 用 于 拉 羡 拉 斯 方程 和 泊 松 方程 


拉 普 拉 斯 方程 或 泊 松 方程 与 第 一 类 边界 条件 构成 的 定 解 问 是 
叫 作 第 一 边 值 问题 或 狄 里 希 利 向 题 ; 方程 与 第 二 类 边界 条 件 构 成 
的 定 解 问题 叫 作 第 二 边 值 问 题 或 诺 埃 时 问题 。 

V uCr)ft 7) 在 区 域 入 直到 其 边界 三 上 具有 连续 一 阶 导 数 ， 
而 在 人 TP 中 具有 连续 二 阶 导 数 , 应 用 矢量 分 析 的 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 
德 斯 基 定理 于 曲面 积分 

站 wwas， 


x 


把 它 化 为 体积 积分 ， ; 
; ffevv-as = ff]v: voar 


= | | JuAvdY -+ — (50.1) 
jjj jj 


这 由 作 第 一 格林 公式 。 同 理 , 又 有 
+ 414 * 


T = f| f]jvevem i Él 2} | 
(50.1) 5 (50. DP RHR, 
jv vyu):dS— fik uv —oAu)dV, 
亦 即 
f | (mms = lese vAu)dV (为 外 法 向 )。(50， 3) 
这 则 作 第 二 格林 公式 。 
仿 取 #(7)? 为 泊 松 方程 的 格林 图 数 Gin ro)， 对 于 三 维 空间 ， 


最 简单 的 办 法 是 选取 球 对 称 的 格林 函数 (37， 34) 


GG;r)^ -二 X 


R-|r—r =v G—2xm) 3-9) FG-2)). (90.4) 
ro PA 中 某 个 特定 的 点 ， 它 作为 参数 而 进入 格林 函数 的 表达 
ACSO. 4), 

但 是 ， 客 条 函数 并 不 能 直接 作 
H olr) 代入 第 二 格林 公式 (50. 3), 
这 是 因为 格林 函数 在 区 域 里 的 点 
ro KAERA, Glean =, 从 而 高 
斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 定 理 不 适 
用 。 为 此 ,以 点 ?6 为 球 心 作出 半径 4 图 80 
为 8 的 球面 了 3,， 把 2, 所 围 的 体积 ,从 工控 去 《图 80)。 对 于 
剩 下 的 体积 了 了 一 K., 格林 公式 (50.3) 又 能 成 立 : 


mk 


消 松 方程 的 格林 函数 1/E REER roA SRH”, 因而 在 除去 点 - 
* 415 » 


Hle RUT — K, hii E MES NOS. GERE, EU IOS 
1 Ju 1 : 
Jr | CRE ES)? -N y E (50.5) 
注意 ， Fi UY r ll o y DAE A 


.fo 的 坐标 (zo, go 20) 只 是 作为 参数 出 现 于 (50.5)。 
4 e-0, 252x (50. 5), 


sic -er 


=Í feas m ffig un) jao= 4ru(ro) 


JP O Erie f. 
ui od -所 :天 -jlo 


du ffeo= ire) > 
-这些 ， (50. 5) 成 为 
9 
TM f,«50. 6) Ri 
ose iffe e 
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J& NOH E TEMA 35 EE 00 MEE ELI 
对 于 拉 普 拉 斯 方程 Au=0,(50. 6) RI 


soilago 


这 叫 作 调和 函数 论 的 其 本 积分 公式 。 
对 于 二 维 空间 , BEER SECCST. 34) 应 代 之 以 (37.35) 
20 80m) ung 
Gi-|r-nb- ETATS (50.9) 


同 理 可 导出 二 维 空间 中 的 基本 积分 公式 
“r= 可 | I um Bn) es 


-zl | Auln gi . (50.10) 
T 


以 上 各 个 积分 公式 要 求 w 和 他 在 边界 本 上 的 值 都 是 已 知 的 。 


可 是 在 第 一 边 值 问题 中 ,已 知 的 只 是 % EARE Eius ERTE 
值 问题 中 ,已 知 的 只 是 伟 在 边界 瑟 上 的 值 。 这 样 看 来 ,这些 积分 公 
式 既 不 足以 解决 第 一 边 值 问题 ,也 不 足以 解决 第 二 边 值 问题 。 
其 实 , 这 里 距离 问题 的 解决 已 经 很 近 了 。 原 来 ,上 面 选取 格林 
函数 (50, 4) 和 (50.9) 时 只 着 眠 于 简单 ， 完 全 没有 沽 虞 边界 三 的 存 
在 。 如 果 改 取 在 边界 全 上 为 伶 的 格林 函数 Grir), HTI 
间 , 这 是 说 ， 
nt » 
G| z=0, 
RJ 36108 6) 的 是 ， 
ulr) = f fem -e2) dg + jffeawar 


(50.11) 
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=Í | u(r)? rras seo r)5udV. — (50.12) 


z T 


由 于 G1:=0, fk (50. 12) GREEN, MTO 12) 并 不 需要 知 


Aor 2 上 的 值 , 它 就 是 第 一 边 值 问题 的 解 的 积分 公式 。(50. 1i) 


的 GCGrs ro) Rp nu fe e — 32 fü (c] 8 09 38 Me RS DE. 
对 于 二 维 空间 , 也 可 以 取 在 边界 了 上 为 零 的 格林 函数 Gr;r0)， 
pe zó(z—1)ó(y — go), 
«| 2:70, 
则 代替 《50.107 的 是 


ulr) = | ulr) rs ry)ds + [[ecriroasas. (50, 14) 


(50. 13) 


(50. 13) n4 (E 88 — 5/5 t [o] ERO MEER IE, (50,14) 338 — 32 f [0 ed 
的 解 的 积分 公式 。 

积分 公式 (50. 12) 和 (50, 14) 的 物理 解释 有 一 个 困难 。 公 式 左 
Xu 的 宗 量 ”表明 观测 点 在 ro, 右边 的 积分 是 对 > 进行 的 ， 这 者 
明 y 是 渡 点 的 矢 径 ; 可 是 , 格林 函数 arro) BH ro 却 是 源 点 的 矢 
径 , 而 > 却 是 观测 点 的 矢 径 。 看 来 , 这 两 者 无 法 协调 。 这 个 困难 是 
可 以 解决 的 。 原 来 , 格林 函数 具有 对 称 性 GCr;r0) 二 G(ro; 0), 56 
全 可 以 把 ro 当 作 观测 点 而 r 当 作 源 点 。 这 样 一 来 ， 积 分 公式 的 物 
理解 释 就 不 存在 困难 了 。 


现在 来 证 明 格 林 函 数 的 对 称 性 。 在 工 中 任 取 两 TOES n 和 rz。 以 这 两 
Bobb, AERA e HRE Z, EZ. AT IER D, 和 也 MANR K, 
和 五 :， 在 剩 下 的 区 域 L-KE, bs GGir) MOmrd HERR A 
u-GG;r),v-Girir) fA pA 0.3) 

| | ud ys- fff (uAv - vAw)dV, 
Itf, T-Ki-Es3 
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AFO) GG EANA, LRAAAP. Su TERR Ur 
RAM. rx =0 GER 


优生 2e ej ev )as =0. 


令 6 一 0, LRRD 0— Arvo lrn) Anu) 70220, W Gir) =G Osr). 
至 于 第 二 边 秆 问题 , 表面 看 来 ， 似 乎 可 以 仿照 第 一 边 值 问题 , 
职 法 向 导数 在 写 上 为 零 的 格林 国 数 G(r;ro)， 对 于 三 维 空 闻 ， 这 
.是 说 ， 
AG —ó(x—2,)0(y — go)ó(2 — 29), . 
2n =0, (50.15) 


则 代替 (50. 6) 的 是 w(ro)= -f aas + Iff Ghwl. E 


ial, xx 
AG —6(x—2x)( — y); 
j ad 6) Es (50. 16)- 


则 代替 (50.10) 的 是 uro) = 一 IE: ted, + [fatear 


可 是 ， 拉 普 拉 斯 方程 和 泊 检 方程 的 (50. 15) 和 (50, 16) 这 种 形 
式 的 铬 林 沙 数 并 不 存在 。 这 在 物理 上 是 容易 看 出 来 的 。 不 妨 把 这 
格林 隔 数 看 作 稳 定 温度 分 布 ， 泛 定 方程 右边 的 8 函数 表明 在 三 所 
围 区 域 了 里 有 一 个 点 热源 ， 边 界 条 件 表明 边界 是 绝热 的 。 点 热源 . 
不 你 地 放出 热 景 ,而 热量 又 不 能 经 由 边界 艇 发 出 去 ,T 了 里 的 温度 必 
然 要 不 停 地 升 高, 温度 的 分 布 不 可 能 是 稳定 的 。 这 种 情况 下 , 代替 . 
格林 函数 (50. 15) 和 (50， 16) 的 应 是 推广 的 格林 函数 。 对 于 三 维 空 
Hl 
> 419 + 


| AG -8(2—4)0( —W)A Gi — 29) — po m 
| 7 . (50.17) 
g^ 
3b V. 是 的 伴 积 。 对 于 二 维 空间 ， 
qi 35-2) 9) — 4 MEX 
| * (50. 18) 


22) -0,. 


ELE ET 的 面积 。 方 程 右边 添加 的 项 是 均匀 分 布 的 热 汇 密度 ， . 
这 些 热 汇 的 总 体 恰 好 吸收 了 点 热源 所 坟 出 的 热量 , 不 多 也 不 少 。 
求 格林 函数 的 问题 (50. 11)》 和 (50.13) 本 身 也 是 边 值 问题 。 但 
这 是 特殊 的 边 值 问题 ,一 旦 解 出 这 特殊 的 边 值 问题 , 运用 解 的 积分 
公式 就 得 到 一 般 的 边 值 问题 的 解 。 
某 些 情况 下 , 格林 函数 可 用 电 像 法 求 得 , 参看 $ 37 例 7 和 例 8。 
AI ER r=a 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 
d (r«a), 
ul, = = 了 0, p). 
WB 537 97 CLR IR OR ERR 3 — 5 E a o CPI E e 


=-=} 1 pa NE NUM 
SGir) 4m Ilr—ro] 7o dr r-ri" 


把 它 代入 第 一 边 值 问题 的 解 的 积分 公式 (50. 12) 就 行 了 。 
为 了 把 G(r;ro) 代 入 (50.12)， 还 必须 先 算出 3 .引用 球 符 
标 系 , 极点 就 取 在 球 心 。 


1 1 
Ir—r Vr arnon rj? (50. 19) 
LEE EIE r ZARRA, 


cos) = cos cos0, -+ sinf sin bocos (9 — qq). (50. 20) 
+ 420 9. 


计算 法 向 导数 
23 1 ə 1 
9n |r—r,| Irr? —2rrocos9 - ri 


.P70008O 
CO 
(7r! —2rrocos 0 -- 7d )?? 


》 子 里 的 cos@ 可 利用 (50. 19) 消 去 ， 


3 1 | Sr _r}-]r-ri|?—a " 
dn r= h 本 PnP 4.7 Gab-nPW o 
IDEM 
99... a rý rent 
To an ir—r, |]; fo — 2air—n|? y 
LAE RET A" C 
fi Li dii » S nm 
ig ro 
2rojlr— ro]? ! z 
oir —rol E z 
于 是 
E =l ri-[r-7.[*—a: 
mis dæ  2a|r-r]]? |; 
十 -二 #-ir-rl’ -ri 21. ~r. ; 
| dx 2a|r—r,|? z dna ajr—r|* is 
f& A50, 12), 得 到 球 的 第 一 边 值 问题 的 解 的 积分 公式 
可 2x 1 2 一 和 2 du : 
,8 =f f P TEES. Mec LN 2 
u(ro, 99, Po) AM I Piz raie sin 0d6d 


2s 


= 名 | | cmd nr sin Odddp. (50. 21» 
这 出 作 球 的 泊 松 积分 。 — 
例 2 在 半空 间 2270 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 
pea (270), | 
u|.-o— f(s, y). 
MO 先 求 格林 国 数 Gro), 
: * 421 3- f 


人 
G|,-, —90. 
这 相当 于 接地 导体 平面 z=0 i 
-上方 的 电势 ， 在 点 Mo Goo go, 
z) 放置 着 电量 为 — es 的 点 电 
荷 。 这 电势 可 用 电 像 法 求 得 。 
. 设想 在 M 的 对 称 点 M, 
(Qo go， 一 5o) 放 置 电量 为 +ee oA ly 
的 点 电荷 , 不 难 验证 , 在 两 个 点 wy 
电 荣 的 电场 中 ,平面 z=0 上 的 图 31 
电势 确实 是 等 。 在 点 1 的 点 电荷 就 是 电 像 。 阁 林 函 数 


;90)=— lo. + 1. 
Gringo dx |r—rol ur Ir-ril 


zip cb: 1 
dr A (aa) Q4) Tz) 
1 1 i 
xe RUE WE GT a) (002a 
为 了 把 Gro RAE à IB YR AR (50.12), 


BRAHES | 。， 即 一 32 m 
3G 


2G ux 1 
9n |,-0 da D2 (x—29)*-- (y— 4)! + (a z) 


Me, y,2) 


..1.23 1 | 
4x 22 / (x to) t (y — i)! F (2 Ezo iun 
=l Zo : 
— 2a [85nn 
代 人 (50. 12) 即 得 半空 间 的 第 一 边 值 问题 的 解 的 积分 公式 
uo, go) 


-+ 422 * 


-名 [fr np 
l (58.23) 
AER HA RR. 
983 在 贺 =a 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 
dug (o«o), 
tla =f (p). 
答案 


Sal 
uo, qo) =F po 3f (eod. 


2n f, dona. — 99) - pi 
(50. 24) 
例 4 (CE i y—0 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 
人 (3270), 
ul soc f£). 


答案 MEEDE =% 


_ (z)dqz。 | (50.25) 


3 HH 


1. EE o —a 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 Asw=0(p 过 8)， 
ul, f(o). 

”2. EEE E y 0 WENT RUNE -ARJA Au = 047-0), 
ulpa = fiw. 

3. AMER p-ma 上 求解 As =0 EAER RDU, dcoap， 因 
4l 5,2: Ad- Bsing. 

4. HF fie), 积分 公式 (50.24) 里 的 积分 可 能 不 那么 容易 计算 。 
WE T/[a? — 2ap.eos Gp — 9,) 十 p3] 展 开 为 体 里 于 级 数 [ 展 开 方法 可 参看 %25 
可 题 (1) 的 提示 】, 然后 逐 项 积分 。 

作为 对 照 , 次 用 分 离 变 数 法 求解 加 的 第 一 边 值 问 题 。 

5， 试 求 层 状 空间 0<z< 一 下 第 一 边 值 问题 的 格林 函 堵 。 

23 5 


$ 51， 推 广 的 格林 公式 及 其 应 用 


把 格林 公式 加 以 推广 , 可 以 应 用 于 各 种 类 型 的 数学 物理 方程 。 
为 简便 起 见 ,本 节 只 讨论 两 个 自 变 数 的 情况 。 至 于 多 变数 的 情况 、 
处 理 方法 是 类 似 的 , 对 某 些 不 同 的 地 方 将 作 简略 说 明 。 
两 个 自 变数 的 二 阶 线性 偏 微 分 方程 
OUr T 2811, 3 or yy OU, tbu, t+ cu=0 
可 记 作 Lu—0,L 是 算 符 


9 
L= =a Zz + 2an rhage (51.1) 


Im anas E- 
设 有 两 个 算 符 工 和 MM， 如 果 9Lx 一 wMv EP RE", m 


vLu —uM ER, WX TE L 0M 互 称 为 伴随 算 符 。 inL-- 


M, 则 则 作 自 伴 算 符 。 
WEITE, RTT LCL aooaa 由 下 式 给 出 : 


M» =Z y (00 + 3i ay nm 
一 区 (ov) 一 Rom) teo, (51.2) 


xd 是 因为 ?Za 一 —uMvR RET gea. E NT. 


X ay (i, —uv,) Havu, pt 


+b: -e Buu, 


Y=anlvu, —242,) -Fas(ou,—uv,) 
(5. — ASe- r3 )e- 
RE ay Edi ESSE T, IRER FE. REAR u Ho tE 
KIT 35 E TUR gu L7 ROGUUBR CEA 2 08UULAE E B, 
a 424 « 


(51. 3) 


I (ecLu—«M v4 = | rx coe (n, x)-Yoos(n, y)lds, (51.4) 
T7 - 


其 中 cos(a, x) ftl cos t, y) AE MET n WR FRURGE, (51. 4) 就 是 
-推广 的 格林 公式 。 0. 

TERT I EMI Ep mm 的 一 点 。 我 们 希望 仿照 上 节 导 出 二 

阶 线 性 偏 微分 方程 的 解 的 积分 公式 , 就 是 说 ， 把 u(ro) 表 为 4 Ra 


在 三 上 的 积分 。 下 面 按照 方程 类 型 的 不 同 分 别 进 行 推导 。 
《一 ) 棋 圆 型 方程 
Lauf. . (51.5) 
BLA RS olr), CEKR T ERA, ro 以 外 处 处 满足 Mv= 0, 
而 在 点 ”其 有 单位 源 。 所 谓 单位 源 是 说 ,以 点 mr 为 圆心 作 半 径 为 
.8 的 很 小 的 网 周 三 ., 就 有 


了 (51.6) 


式 巾 % 是 外 法 向 。 Gr Oh Tia vlrino TER r 附近 可 表 为 


IE " tfiin (ren 


vo(riry)- f i Gr) inp 
(51. 7) 


limfi(7) =- 元. 
这 样 的 函数 ors ro) ME Mo= 0 HEER, 

FR olr ro) HE RR ro 为 无 限 大 ， 格 林 公式 (51. 4) 不 适用 。 但 
”如 把 x. 所 围 的 图 K, 从 也 挖 去 ,格林 公式 (51, 4) 又 能 适用 ， 
Jen omne - | UXcos{(n, x) -Y cos(1, y) ]ds. 

TE, 3+, (51. 8) 


为 简便 起 网， 不 妨 认为 方程 (51. 5) 已 化 为 标准 形式 (33.18)， 
An Q == l, ga = 0. (51.8) f$ (E. 3 l 
» 425 9 


ff vLa —uMv)dS 


T-K, 


= f 这- i -+bicos(n, x)uv -l-bcos (n, yo us. 
e 


DLE- 
E T-K, E,» 是 M2=0 的 解 ,上 式 简化 为 
J [orsus 
rT-K, 
= | [v8 GE bicos ri x) obo oos (n, y )uv Me. 


ic (51.9) 
4reo0. jm Et, 


imf, [s x + bicos (n, Xx) uv --b;cos(n, — 


+0 
-lim], —erde. | 

对 于 控 尖 加 K, 后 的 区 域 T-K, 而 言 ， 在 境界 线 I. 上 的 外 法 向 n 

指向 圆心 mm， 跟 (51.6) 里 的 # 恰好 相反 。 引 用 (51.6) HERH m. 

Ty 4p C. 即 得 

lim R IL x)uv 4-55cos (t1, yw las - = un). 

于 是 , (51.9) 给 出 


u(ro) -f [3 E bicos(n, x)uv + bocor (21, yn |as 


— [lorsas. . (51.10) 
fi 


T 


这 是 (50. 6) 的 推广 。(51. 10) BR u FOSE X E rol IUE CL MM, 


所 以 它 既 不 足以 解决 第 一 边 值 问题 ,也 不 足以 解决 第 二 边 值 问 题 。 
原来 ,上 面 选 取 基 本 解 的 时 候 完 金 没有 考虑 边界 条 件 。 现 在 > 
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AREER o 使 

vlz=0, (51.11> 
这 样 的 *” 叫 作 第 一 边 值 问题 的 格林 图 数 。 把 它 记 作 G Cire) 
《51, 10) 成 为 


u(ro)— - f. uf as — j Jeras. (51.12) 


这 就 是 方程 (51、 5) 的 第 一 边 人 问题 8 解 的 和 分 公式 它 是 (50. 15)- 
的 推广 。 又 ,选取 基本 解 。 使 


[ES a — cns 

这 样 的 ” 叫 作 第 二 边 值 问题 的 烙 林 通 数 。 把 它 记 作 Gliro) 
(51.10) 

COLIN qa [oraas. (51. 14) 


这 就 是 方程 (51.5) 的 第 二 边 值 问题 的 解 的 积分 公式， 如 果 满 足 
《51.13) 的 格林 省 数 存在 。 

在 多 个 自 变数 的 情况 下 ， 单 位 源 的 定义 (51, 6) 需 作 相 应 的 修 
改 。 例 如 , 对 于 三 个 筷 变 数 ,(51.6) 应 改 为 


E j fanas = bo (51.15) 


AR K, 是 以 六 为 球 心 而 半径 为 f RRE, X RAET v 
在 点 ro 附近 的 值 


rz | Tf) Gem), 


iiis filr) 
| (51.160) 
limf,G) =}. 


考察 三 维 空间 中 谐 变 振 源 发 出 的 波动 
* 427 * 


U AU — —f(r)e!'**. 
TA Ur, 1) 2u(r)e'*! £A, 以 分 离 空间 坐标 和 时 间 变 数 ， 得 到 三 
LEirtdgqi 


Lx 二 A 十 全 Su =f(r). (51. 17) 
这 个 括 贺 型 方程 是 自 伴 的 , Mv 一 0 即 Lo —0 的 基本 解 是 
vh) ret rnm A ^—— (51.18) 


Ir—rol 


仿照 (51.10) 可 导出 


» f , [AY 
e de? 
sen) zll peus rolm. An Tk g 


2|s- rel 


iftc [4^ guam 


这 就 是 单 色光 衍射 理论 中 著名 的 基 尔 芍 夫 公式 。 

方程 (51,17) 已 是 标准 形式 的 椭 贺 型 方程 。 一 般 说 来 , 如 8 33 
指出 ， 多 个 自 变数 的 方程 不 一 定 能 在 区 域 TT 上 所 有 各 点 同时 化 为 
标准 形式 。 但 在 点 mm 是 可 以 化 为 标准 形式 的 , 也 就 是 说 ， 在 内 边 
界 X. 上 可 以 化 为 标准 形式 ， 这 使 得 仍然 可 以 按 上 面 的 方式 导出 


解 的 积分 公式 。 
(2) 抛物 型 方程 - 
duco (g=). GL 20) 
算 符 工 的 伴随 算 符 六 是 
M- IC (81. 21) 


在 这 里 , E 9 RE LRERLBE DES D 
fk vLu - uMv)dS 
T 


4428 * 


- | Tlos, —up,)cos(n, x) —uocos(n, y) de. (51.22) 


既然 了 = 上 是 时 间 变 数 ，Z 应 由 四 
条 直线 y — 0, y 5t, 2, 和 za 构 
ME {图 82)。 初 始 条 件 在 图 82 上 也 
表现 为 边界 马上 的 “边界 条 件 ”。 
引信 Mw=0 的 基本 解 v, CE 
ZIRT ERRA (To ato) 以 外 满足 . 
Mo=0， 而 在 点 (zo，at) 有 瞬时 点 C 
x" n 


a 区 "+ 总 "= —ó(z—2,)ót — t), 图 8 
这 个 方程 的 解 (参考 & 39 例 = 
———— —— mp 00 n/a C EO 1) 
vla, £529, 19) = pram g irm m4 


(toD. 
R 8 函数 的 定义 (29. 1) 81(29. 2), 不 难 验证 , (51. 23) e 1 一 如 是 
ô ER, 


o| -4 一 8(z 一 7o)， 

把 (51. 23) 代入 推广 的 格林 公式 〈51. 22)。 这 里 特别 说 一 说 
的 一 部 分 ， 即 沿 直线 #= ax 从 =n FL er 的 那 一 段 上 的 
积分 | | 

f. | nem oos E —urooso] d( —2z) 
一 -f u(z, t9)ó(x—2,)dz — ulto, t9). 
XX F5, C51. 23) [C A Co1. 22) 的 结果 是 
is È 1 —(z—59)*/4a*( t 7 t) 
L [veg o Orten (ey 
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LI fz-ze* 


ate 
+f Ld dy—ulzo,to) 
otie eu 2v 
-| 


otl. 


3; 1 ! E AR 
AETA 一 一 | | d x tod F(x, Ddydy 
(一 学 877 
让 u(z, ary UU da 
ems Da. (S1. 24) 


€51. 24) SK u YO u, TEPIS (x —2, 10 222) 都 是 已 知 的 ， 因 而 . 
«51. 24) 并 不 足以 解决 问题 。 
改进 的 办 法 仍然 在 于 适当 选取 由 选取 基本 解 v, fit 
9],-,,70, v|,-.,—0. 
把 这 样 的 v IRIE GG, t3 £o, to), WI (51. 22) 成 为 


u(2, to) 一 -f [^ G(T, £529,to) f (z, 1)dady 
T [P utn Gle, 052o, tds 


+f E dy. (5425) 


选取 基本 解 v, 使 


$,|.-,,—0, $1.0. 


把 这 样 的 ” 记 作 GG, 1529, to), WI (51. 22) 成 为 


uat) — [^ (^^ GG tias tf Gs dris 
+ 430 * 


senem actione ^ [oF av 


(51. 26) 
(=) 双 曲 型 方程 | 
Luzu,,—u,,-- bu, bou, cu — f. (51. 27) 
T Lit EROR VEM IBCF AR US: 
Mv—9,,—v,, — (bw), — (bv), cv. (51. 28) 
在 这 里 ,推广 的 格林 公式 可 具体 地 写成 


E =f LXoostn, 2) TYcos(n,y)]de, - 
T 


(51. 29) 
其 中 
(X vu,—uv, +bruv= (uv), — (2v, — bou 
= = (uv), T (Qu, T Ob) vs 
Y —uv,— vu, T bauv — — (uv), t (2v, b;o)u 
— (u),— (2u, —b,u)v. 

"— 像 前 面 那 样 选取 Mo—0fg—^ E v, TECEM 
的 点 ro 为 无 限 大 ,对 于 双 曲 型 方程 是 不 可 能 的 。 请 读者 间 亿 达 朗 
伯 公 式 一 节 , 波动 方程 的 通 解 为 f(z 一 at) 十 f(x 一 at), 这 说 明 波 
动 沿 着 特征 线 “z 一 at = 常数 " 和 “z 十 at 一 常数 "传播 。 一 般 地 说， 
如 果 双 曲 型 方程 Mv=0 的 解 。 在 点 ro 为 无 限 大 , 它 必然 在 通过 
ro 的 两 根 特 征 线 上 各 点 都 是 无 限 大 。 间 此, 对 于 双 曲 型 方程 ， 函 数 
v 尼 及 区 域 卫 的 选取 方法 都 不 同 于 前 面 的 选取 方法 。 

双 曲 型 方程 的 定 解 条 件 往 往 是 这 祥 提 的 ;在 zy 平面 的 菜根 


曲线 1( 图 83) 上 给 定 MUIE, I 的 一 个 特例 是 直线 y=0， 在 


(51. 30) 


XA Efe u MGENI ue, mE] ”这 正 是 以 前 常用 的 初始 位 


» 431p 


移 和 初始 速度 。 
y 在 zy 平面 上 到 一 点 Molto 中 
yo), 我 们 希望 找到 Cro, p) 的 积 
分 公式 。 过 点 Mo 作 两 要 特征 线 : 
z—y- WR, 
2Z 十 y 一 常数 ， i 
ENE ARIARFA Mesy) o z 
和 Mis, 92). EN NS 
把 推广 的 格林 公式 (51, 29) 应 用 于 曲线 三 角形 MMM 09 
虑 到 MM EE E09 


cos (rm, S-—Jg cos (n, y) =y 


因而 
IN - [.X cos (m, x) +Y cog (i, y)ds 


1 
=| i Ley Ceo) (-2g) 
i AES M +020) El 
-| [ e. dx — 2v,tidx — Apt (uw), C7 dy) 
A à) ren] 


=f facu) - 22 uds + Eh vada] 


un, I VT n) — uxo, to) (2o, yo) 


-| (g-t b;—b E vue 
Me; 


ib 4525 


同 理 ， 
m [ X cos (st, x) T Ycos(i, y) jde 


一 "E go) t (Xo, go) --u (22, ya) v (a5, io 
(t Jo Pethi Ag ojus. 
因此 ， EE e MOM SEREES. 
(vLu -uMv)dS 


NM 


= — ug, to) V(3o, Yo) HULE, Y2)V Coa, Y2) 
+Í (s 224 2 Div uds Tu(zsyvn, y) 
PO um 


Papae " (s 22 -Ži 


+Í [Xoos (1, x) - Yoos(n, y) de, 

MiM 

Rp f 
U(Zo; yo) U (Xo, yo) =H fuls, YI VR, yi te, yo) (22, #2)] 


b, b, |^o(99 bà-b \ 
AME + 2/2 E was—| G W 2 Nds 


- [X cos (11, x) 4- Y cos (1, y) ds 
Pr 


~ I GLu-uMe)dS. —— (51.81) 
MsM Ma. Jj 


这 当然 还 不 足以 解决 所 提出 的 定 解 问题。 
现在 选取 这 样 的 函数 o, 它 是 Mv 二 0 的 解 ,而 且 
IEE EMM t), 


J E790 (在 MoM 上) 


v(Zo, Yo) = =1, 
TES 


换 名 话说 ， 


fo - 8 Rs 
| (在 M3M; adi (51. 327 
suc P MM ED, 


这 样 的 序数 称 为 算 符 荆 的 里 要 函数 。 以 里 曼 函 数 代 和 人 (51.31) RE. 
得 


“Lto go) = iG, YDA E y Tu, yi)v (15, 31) ] 


+ 去 | EX cos (12, x) 二 cos(rzyy)]63 
2 Mda 


-5 ff vG, ys 25 Zo, Jo; Zo) f(s, y; z)dS. 


(51. 33)- 
这 就 是 所 提出 的 定 解 问题 的 解 的 积分 公式 。 
可 以 证 明 里 党 函数 具有 对 称 性 ; 
v(z, Y3 Los go) = 9 (xo, yo3 4, Y). 
* TIL D dicU en dk s, e 初始 "位 移 *| ， —1 
都 是 零 , 而 了 = 一 26(z 一 5ó(t—7), 则 (51.33) 给 出 


u(xo, yo) = - ell —2v(z, (59,1) 0(x— paa nasa 
—9(5, Ti £o b) = 9G, to; 6, 7). 
因此 可 以 说 , HUE PR CREE RIT M ARR "mov 


习 HB 


l. 求解 tua tne f(E, E), tilino =PCE), tilin =pl 
2. 求解 nuu 7 08,70, ul m o GO tulia m). 
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第 十 六 章 ， 拉 普 拉 斯 变换 法 


852， 拉 普 拉 斯 变换 法 


-读者 在 第 五 章 已 经 熟悉 常 微分 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 解法 。 对 
- 常 微分 方程 者 行 拉 普 拉 斯 变换 , 常 微分 方程 转化 为 代数 方程 ,而且 
初始 条 件 也 一 并 考虑 进去 子 。 解 出 代数 方程 之 后 进行 反 演 就 得 到 
原来 那个 常 微分 方程 的 解 。 | 

这 个 方法 也 可 用 于 求解 一 维 空间 的 数学 物理 偏 微 分 方程 的 定 
解 问题 。 对 偏 微分 方程 让 行 拉 普 拉 斯 变换 ， 偏 微分 方程 转化 为 党 
微分 方程 ， 而 且 初 始 条 件 也 一 并 考虑 到 。 解 出 常 微 分 方程 之 后 进 
行 反 演 就 得 到 原来 那个 定 解 问题 的 解 。- ) 

跟 分 郊 变 数 法 不 同 ， 拉 普 拉 斯 变换 法 并 不 要 求 边 界 条 件 是 齐 
次 的 。 不 管 边 界 条 件 是 否 齐 次 的 ,也 不 管 泛 定 方程 是 否 齐 次 的 , 拉 
普 拉 斯 变换 法 用 同样 的 办 法 处 理 它们 。 

例 1 求解 建 片 的 恒定 表面 浓 记 扩散 问题 。 把 硅 片 的 厚度 当 
作 无 限 大 , 这 是 半 无 界 空间 的 定 解 问 是 

u,—a^w,,—-0 《Zr0)， 
eie 
PLI 

解 对 泛 定 方程 和 边界 条 件 施行 拉 善 拉 斯 变换 ， 至 于 初始 条 
件 则 通过 导数 变换 规则 (21. 13) 而 考虑 到 。 变 换 的 结果 是 

pü—a'w.-0 (z>0)， 


i .1 
ai| =N 


s 43$ «' 


Ah TÈ e RA p MEARE WE ACTIO 
这 个 常 微 分 方程 的 通 解 是 
o0 (ap) — Ae 7 十 Ber tss, 
考虑 到 lim 不 应 为 无 限 大 , -积分 常数 B 定 为 零 。 又 , AMARE 


件 定 出 积分 常数 4= No 三 于 是 ， 


Ulap) = Ny eF, 


进行 反 演 。 由 附录 一 的 公式 18, 得 


` u(z,0) = Neerte( 5). 
本 例 即 $ 38 例 4 可 对照 。 
例 2 求解 无 界 弦 的 振动 
Up au, =, 
l ulemo = ple), tilim =le). 
解 ” 对 泛 定 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 ， 初 始 条 件 吕 过 二 阶 导数 
变换 规则 (21. 15) 而 考虑 到 。 变 换 的 结果 是 。 
p'ü— pp — $ —atu,, —0. 
^ 这 个 非 卉 次 常 微分 方程 的 通 解 是 


ala; p — Ae?" 二 Bee 一 站 en N tq) 


十 pp Jas enn (0 "eo 29 D Mit. 


考虑 到 ima TS BCUERCK PRAEC AED lim 5 也 不 应 为 天 
限 大 ,积分 常数 了 也 定 为 零 。 为 了 保证 积分 收敛 ,第 一 个 积分 的 下 
限 取 为 < 第 二 个 积分 的 下 限 则 取 为 一 =， 这 样 ， 


e —-30-72)/« 
alp) = 一 汪 | [9 CÓ + pp (E) ME 


e t7 ha 


4 KOEF LOJU 


-f e~e- n, oae "Le cer] 


2a. 


: Jar e" pe dé 


1 + e -$pit-£)/a 
tj. eoa) 


第 二 个 [ J 跟 第 一 个 [ IMER PORET (1), 1H &— 
因子 p。 因 此 , 先 对 第 一 个 [ ”1 进行 反 演 , 得 到 原水 数 之 后 ， 把 光 
履 为 多 并 对 4+ 求 导 就 得 第 二 个 [ ESSA. 


BWEREST- e HQ), 


grs giam -f (£«x at), 


1 f^e-5-2/5 


2al, P 


podea cas. 


1 í(* C 
2a]. 


Abt, dp 
wz 0 oz f^" vct ez [cat | 


Cd 二 KOL 


l Lip "T tre ai) - e(x—at)]. 


RO GRACIA. 6), 
例 3 求解 无 限 长 传输 线 上 的 电报 方程 
人 (LG -- RO)U, - LCU,, —U,, =0, 
Uji-o— (x), Ul i-o V Qn). 
37e 


解 R33 KEME, AR EI 


' U, tee HC uo t), 
定 解 问题 转化 为 
人 
DOPLIIONRAPPLIIOP 
其 中 | 


1 1 Larac, | 
EE Tp on e(x)-e z2 le), 


yo) =e 107 Wia), 
对 泛 定 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 ， 初 始 条 件 通 过 导数 变换 规则 
(21,15) 而 考虑 到 。 变 换 的 结果 是 
~ pü—pp—$—a!u,, 0 
这 个 非 齐 次 常 微分 方程 的 通 解 是 
alap = Ac" 7^" ^ 4 Be EPNF EDO 
A i ce 和 AT ice ATE 
-zÍ tp UO tre XE 
1 ro —4 WIE E 
| sd) ront. 
考虑 到 lm 五 不 应 为 无 限 大 , 积分 常数 4 定 为 零 ; jim 也 不 应 为 无 
限 大 ,积分 常数 避 也 定 为 零 。 为 了 保证 积分 收敛 ,第 一 个 积分 的 下 
限 取 为 so, 第 二 个 积分 的 下 限 取 为 一 AH, | 
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| arr mte 


xj zt eet]. 
E—tTL JEUR—AL MER PORET p, HLEA 
因子 p。 因 此 , 先 对 第 一 个 [“] 进 行 反 演 , 得 到 原 函 数 之 后 ， 把 了 
改 为 v 并 对 + 求 导 训 得 第 二 个 [ J 的 原本 数 。 
由 附录 一 的 公式 30, 


ies pa 


于 是 ， 
MELLE 
A rioa 
aj Dvarai Od. 
[E 


1 e eyr 

Bah pTO 

=al (Evarzeg TOLA 
s SOR 
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à. (a E ect 
4-LpG-rat) -pG—at)] 
43 z*at 
"vemm (5 —/a/t: —z— £y hp EdE, 
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1. XM HEEL rb HO D" CERTE RT, at 0, [eom p. CK 
RAER $ 38 例 2, TEIL 3 

2， 求 解 娃 片 的 限定 源 扩散 问题 。 把 娃 片 的 厚度 当 作 无 限 天 ， 这 是 半 无 
Sox Fal oe WE Fe] Rt, 078,0, turo 0, vies deles ET 
$ 38 例 2, TEIL] 

3. 求解 一 — ME u-u J(e, 0. uil.» 2-0. 
[本 是 即 $ 39 H 2, 可 对 照 。] 

4 求解 一 维 半 无 界 空间 的 给 运 问题 tk-0:4s: 宇 0, 如 ,-o=0, 边界 条 件 是 
v]. =f) LARD 8 39 习题 2 的 一 部 分 , 可 对 照 。] 

5. AUCTUS I HD uu aw fG, t), w|eemp(GD, Slo 
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第 十 七 章 保 角 变换 法 


$ 6 研究 过 用 解析 函数 描写 平面 标量 场 的 问题 。 不 过 , 在 那里 
只 是 先 任意 提出 一 个 解析 函数 ，. 然 后 阐明 它 描写 什么 样 的 平面 标 
车场 ,或 者 说 , 它 是 什么 样 的 平面 标量 场 的 复 势 。 但 实际 上 ， 更 重 
要 的 问题 却 是 根据 给 定 的 边界 条 件 求 出 平面 标量 场 的 复 势 。 这 当 
然 可 以 考虑 用 分 离 变 数 法 或 利用 解 的 积分 公式 来 解决 。 但 是 ， 如 
果 边 界 的 形状 比较 复杂 , 分离 变数 法 或 积分 公式 用 起 来 都 有 困难 。 
本 价 提 供 一 种 化 蕉 为 易 的 办 法 ， 拒 边界 形状 比较 复杂 的 平面 标量 
场 转化 为 边界 形状 比较 简单 的 平面 标量 场 再 去 求解 。 


8 53， 保 角 变 换 的 基本 性 质 


平面 标量 场 的 拉 普 拉 斯 方程 

Uss Hp =0 (53.1) 

ERER, CARRAR 
分 十 二 常数 ，X 一 讶 = 二 常数 。 ze d 

I £-ctigfin-a—iy 作为 新 的 自 变 数 ,方程 (53. 1) 化 为 

un-0. | (53. 2) 
先 对 积分 ， 得 

w=f(8), 
其 中 了 是 任意 函数 。 再 对 £ 积分 ， 得 到 通 解 


wp = O + f(D 9 (0 fi) 


zfüGtipc4fi-—ip, (53. 3) 
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”其 中 天 和 所 都 是 任意 函数 。 

读者 可 把 (53. 3) 的 推 性 过 程 跟 荡 振动 方程 的 遂 解 (34.5) 即 
= 了 (z+af) 十 fa(w 一 at) 的 推导 过 程 加 以 对 照 。 事实 上 ,把 
3518 2); PE HE E € 改 记 为 y, 并 把 a 换 作 i， 就 得 到 二 维 拉 普 拉 斯 
方程 ， 而 允 振 动 方程 的 通 解 (34.5) 也 就 威 了 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 
通 解 (53. 3), 

物理 量 的 值 应 该 是 实数 , 因此 ，(53. 3) 的 限 数 了， fs 应 该 是 
Jk RZ, 从 而 

u-Ref(z) 或 w=Imf(s). (53. 4) 

这 是 说 ， 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 是 任意 解析 函数 的 实 部 或 虚 部 。 

但 是 ,我 们 所 桶 解 的 问题 一 般 说 来 并 不 是 抽象 的 平面 标量 场 ， 
而 是 带 有 卡 体 的 边界 条 件 的 平面 标量 场 。 所 以 ， 重要 的 事情 在 于 
根据 具体 的 边界 条 件 确定 (53, 4) 里 的 解析 隙 数 即 复 势 。 

读者 想必 还 记得 , 弦 振 动 方程 的 通 解 (34. DBRS fiA fo 
RERMWRREMAE, KARERA E34. 6)。 可 是 
用 边 淹 条 件 确 定 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 (53. OMAR S a Ha 
困难 ,除非 边界 的 形状 很 简单 。 

那么 ， 用 适当 的 代 换 


2=e(z)， z=z(6) (53. 5) 
即 
$—£(z, y), z-cz(É,n), 
.6 
hs y); apod (5.6) 


把 形状 复杂 的 边界 变换 为 形状 简单 的 边界 , 行 不 行 呢 ? 把 边界 形状 
从 复杂 化 为 简单 , 这 确实 是 好 的 。 但 还 得 研究 一 下 , 经 过 这 样 的 代 
换 , 平面 标量 场 的 拉 普 拉 斯 方程 变 成 了 什么 样子 。 事 实 上 , 经 过 代 
换 (53,5) 即 (53.6), 拉 普 拉 斯 方程 (53. 1) 化 为 

(Eit Dua HAE E 0,),, t Q3 m2), 
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Zu 


TOES Eun )u,0. — (53.7) 
如 果 新 的 让 变数 二 在 所 和 研究 的 区 域 上 是 2 的 解析 函数 ， 则 根据 
(4. 1), (4. 2), (4. 3), (5. 1), (5. 2) 和 (5. 3), 
£i Ej 6 £'(2)1?, nit —|£'()l2, 
ÉN FÉN =O, Ere tÉ =0, Nier Fb ,,—0, 
而 (53.7) 就 成 为 
[EC2) [200 ta ) = 0. (53.8) 
这 是 说 , 如 果 6(2) 是 解析 函数 , 则 除了 56(2)=0 的 点 之 外 , z SEME 
某 个 区 域 上 的 调和 印 数 经 过 代 换 (53. 5) 妈 (53.6) 之 后 成 为 上 平面 
相应 区 域 上 的 调和 函数 。 
总 起 来 说 ， 设 在 z 平面 某 个 区 城 B 上 求解 二 维 拉 普 拉 斯 方程 
的 边 值 问题 ,如 果 区 域 的 边界 形状 比较 复杂 因而 求解 有 困难 ,我们 
可 以 利用 解析 函数 6 二 6(z) 把 区 域 电 变换 为 5 平面 上 的 区 域 8, 把 
召 的 边界 条 件 加 在 刀 的 相应 的 边界 上 ， 只 要 上 = 上 (2z) 选 得 适当 ,月 


:的 边 值 问题 可 以 比较 容易 地 解 出 ,而 水 得 uE, 929) 或 复 势 CL), 那 


么 回 到 原 自 变 数 ,4[E(z, 扩 ,x,9)] 就 是 原 问 题 的 解 ，w[E(z)] 
就 是 原 问 题 的 复 势 。 这 也 不 是 化 难为 易 "? 
这 个 办 法 也 可 用 来 求解 二 维 泊 松 方程 
Wes tuy f (Ey) (53.9) 


的 边 值 问题 。 事 实 上 ， 在 解析 函数 C— CC [C (53. 5) FP, if 


方程 (53.9) 变 为 


1 
uu EUn = eraj Em, y(G. m). (53. 10) 


仍然 是 泊 松 方程 , 只 是 “ 源 ” 的 强度 (对 于 静电 场 来 说 , 即 电 荷 密度 》 
变 为 1116(z)1: 倍 。 注 意 这 个 倍数 一 般 说 来 不 是 常数 而 是 逐 点 而 
Au. l 
现在 着 重 研 究 一 下 由 解析 函数 上 = 上 ks) 所 表征 的 自 变数 代 换 
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的 基本 性 质 。 

在 z 平面 上 每 给 定 一 点 ， 上 平面 必 有 一 点 5=E(x) 跟 它 相对 
应 。 这 样 ,在 4 平面 上 每 给 定 一 根 曲 线 , E 平 商 必 有 一 根 对 应 的 项 
线 (图 84?。 在 相应 的 两 曲线 上 各 裁 取 相应 的 一 小 段 (2,z 十 Az) 和 和 


im ! 


T 
XN 
六 


"s 


P 


图 84 
{5,5 十 AE)。 这 两 小 段 的 长 度 1A6| 逢 |Az| 之 比 为 


改革 -| 总 
[Az] Azi 


妇 果 这 两 小 段 很 短 , HE WEE AAA EÈ 
, [AEF_,,, 
lim Ea: (2). (53. 11) 


XE FREE TEMOR LG). Oc RT 1 也 可 以 <1， 
后 情况 实际 上 是 缩小 。) 注 意 这 长 度 放 大 率 一 般 说 来 并 非常 数 ， 
而 是 还 点 而 异 的 。 办 此 ,* 平面 的 图 象 变换 到 上 平面 上 ,各 处 以 不 
MHARRKA, 图 象 的 形状 大 大 改观 。 这 正 是 我 们 所 希望 的 ， 
办 为 如 时 变换 后 的 图 父 同 于 变换 前 的 图 象 , 那 有 什么 意思 昵 ? 

再 看 相应 的 小 段 岂 线 的 方向 。z 平面 上 (z, scr Az) 段 跟 实 轴 
3c jfi Xy arg Az, Ui C 平面 相应 的 段 跟 实 轴 夹 角 为 azgA5, 两 者 相差 
AC 
Az” 

LET 13227 8 MERMET 9727 


arg AC — arg Az = arg- 


lunar Ae 7 angd' (2). (53. 12) 
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这 是 说 , 把 点 附近 的 小 段 曲线 着 时 针 方 向 旋转 角度 arg’ (2), 就 
得 到 在 相应 的 点 上 附近 的 相应 小 段 曲线 的 方向 。 

如 果 在 z 平面 上 有 两 根 曲 线 相 交 于 点 z?， 则 在 z 平面 上 也 有 
相应 的 两 粮 曲 线 相 交 于 相应 的 点 <。 从 4 平面 到 平面 ， 两 曲线 
都 是 逆 时 对方 向 旋转 arg£ (2), 所 以 两 曲线 交角 不 变 。 因 此 ,解析 
函数 5=E(z) 所 表征 的 代 换 叫 作 保 角 变换 。 

交角 不 变 的 性 质 也 可 从 (53.11) 看 出 来 。 事 实 上 , 通过 同一 点 
的 各 个 微小 弧 眉 以 同样 的 放大 率 12'(z) 1 被 放大 , 任 一 微小 几何 图 
形 必 变 为 其 相似 形 , 从 而 交角 不 变 。 

复数 “ 堆 " 的 辐 角 没有 上 明确 意义 。 在 6"(4) 一 0 的 点 ，(53. 12) 
失去 意义 , 也 就 读 不 上 交角 不 变 。 
如 果 上 是 z* 的 解析 函数 , 则 两 曲线 的 交角 大 小 也 保持 不 变 , 但 由 于 好 是 
z 对 z 轴 的 反映 ,交角 的 方向 反 转 ， 里 时 针 变 为 着 时 针 , 逆 了 时 针 变 为 其 了 时针。 
通常 把 这 上 类 变换 称 为 第 二 类 保 角 灾 换 。 

设 在 4 平 闸 上 有 闭 曲线 l, 在 保 角 变 换 下 , Mht 变 为 上 平 
面 上 的 闲 曲 线 4。 在 这 两 个 闭 曲 线 上 沿 着 相应 的 方向 前 进 ， 则 左 
侧 的 区 域 避 对 应 十 左 全 的 区 域 A, HWRE CHEFE RE 
域 y. Aul 85. 


第 一 种 情况 第 二 种 情况 
图 85 


利用 辐 角 原理 ($ 19), 还 可 以 证 明 , 如 果 5(3) 旦 区 域 妃 上 的 解析 函数 , 则 

发 全 图 85 的 第 一 种 情况 , 即 ? 揭 内 域 召 变 为 4 的 内 域 8,.1 SHIRE CZEOS A 
的 外 域 ?# 如 5(#) 是 区 域 吾 上 的 解析 函数 ， 但 要 除去 一 个 孤立 的 一 阶 极点 。 
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则 发 生 图 85 的 第 二 种 情况 , 即 ? ARB E29 A BMR 8,1 fo PRO Beh 
A WS po IER, FLEX IX ER BAERS 2, 按照 5 二 Elx) 算 出 相应 的 点 
é Sk ef Jule: 223€ 2 ^k 4$ — FI AE IL XC EAST PP, 

可 以 证 明 ， 任 总 一 个 单 通 区 域 必 可 通过 某 个 保 角 变换 变 为 另 
一 个 任意 给 定 的 单 通 区 域 , 这 叫 作 里 曼 定 理 。 不 过 ， 对 我 们 说 来 ， 
更 重要 的 是 ， 在 各 个 具体 问题 中 找到 适当 的 保 角 变换 。 下 一 节 将 
介绍 某 些 常用 的 保 角 变 换 。 

保 角 变换 法 应 用 于 注 状 电容 器 的 电容 量 的 计算 尤其 具有 显 落 
优点 。 事 实 上 ,为 研究 柱状 电容 器 , 只 需 研 究 它 的 横 冲 面 ， 这 是 平 
曾 场 问题 。 通 过 保 角 变换 ， 可 把 电容 器 的 横 冲 耐 形状 变 得 较为 . 
简单 。 在 保 角 变换 下 ，: 平面 的 电荷 密度 如 (53.10) 指出 变 为 
1/i&' (2)12 倍 ， 而 上 平面 的 线段 长 度 如 (53.11) 指出 变 为 |&(z)1 
倍 ,从 而 而 积 变 为 16(2)1? 倍 。 这 样 , 《平面 上 某 一 区 域 里 的 电量 
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两 者 相等 。 因 此 , 保 角 变 换 前 后 的 电容 器 的 电容 量 相等 ,所 以 只 要 
E i PERLAR, ERARA s 平面 去 。 


8 54， 某 些 常 用 的 保 角 变换 


(一 ) 线性 变换 

线性 函数 

6(z)=az 十 5 (afb ERRO (54. 1) 
的 导数 | 

C(2)-a 
是 常数 。 这 是 说 ,长 度 放 大 素 是 常数 ,图 形 的 各 个 部 分 按 同 样 比例 
放大 因而 形状 不 变 。 
o 
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mf < 5 m iaga f y L) 
(G)-ai eb e(2 2) lale (s dr? 
这 可 以 分 解 为 
sib, 2,6892, $-|a|zs. 


从 2 平面 到 4 平面, 图 象 作为 整体 而 平 动 ， 位 移 矢 量 对 应 于 复数 
bja; 从 z 平面 到 z; 平面 ， 图 象 绕 原点 旋转 arga; 从 zz 平面 到 
平面 ,图 象 放大 到 |al 信 。 形 状 确实 保持 不 变 , 或 者 说 , 线性 变换 
只 是 把 图 象 变 为 它 的 相似 形 。 

既然 图 象 在 线性 变换 下 保持 形状 不 变 ， 那 么 线性 变换 如 果 单 
独 使 用 ， 对 于 研究 平面 场 共 无 帮助 。 但 线性 变换 跟 其 他 保 角 变 换 
联合 使 用 可 能 还 是 有 作用 的 (参看 例 2)。 

(=) WAHRE 

TARK : 
£(2)—a" (54.2). 
的 导数 

é'(G)-nz. 
在 原点 ,导数 和 (0) =0, 交角 并 不 保持 不 变 。 事 实 上 ， 
arg = arg (2" ) =nargž, 

这 是 说 ,在 原点 的 交角 放大 为 # 倍 。 在 原点 以 外 任 一 有 限 远 点 , 交 


角 保 持 不 变 。 
mA C em 


ta)-Vz (54. 3) 


是 (54.2)fX 706 fh, ZERO 2 f o 2 l/r 

倍 。 * 

HI 一 个 其 大 金属 导体 ， 控 去 一 个 二 面 

角 ， 角 的 大 小 为 60"( 图 86)。 让 导体 充电 到 电 图 86 
(447 e 


$ Vo 试 求 二 面 角 内 电场 中 的 电势 分 布 。 
E ”把 导体 君 作 无 限 长 ， 只 须 研 究 一 个 柄 裁 面 ， 把 这 横 裁 面 
则 作 > 平面 。 在 * 平面 上 ,二 面 角 表现 为 项 角 0/3 的 角 域 (图 87)。 


| Cx 
e BH c 空间 


] ry 


MUCOSA DD 
导体 Vo Vo 导体 


图 87 

把 顶 角 放 大 六 三 倍 则 成 为 x, 而 项 角 为 x 的 角 域 即 半 平 面 , 问 
题 容易 解 得 多 。 

由 此 可 见 , 应 作 变 换 56=*”， 在 5 平面 ， 下 半 平 面 是 导体 ， 于 
半 平 面 是 空间 。 在 上 半 平 面 的 电势 分 布 易于 解 测 为 

=V On, 

KRONET PREHRA. BA: 平面 ， 角 域 中 的 电 
势 分 布 是 

yl ca at dMeet E E E 

例 2 WERKER kR MERECE T Eo oT FR 
档 水 流 ( 图 880), | 


yi eG 
2 平面 d. 


l 
I 
z! 
en 
i St 

| 

i 

[| 


88a [fd 885 
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x . 
图 ee 图 ssd 
NE XS EDRGOE BOE HER. Bo ELE PD SUN 
一 个 直角 。 作 变换 
2 一 32， 


直角 加 倍 成 为 平角 ( 即 SEU E NE 1 3/85 2.7. T2 
变 为 2 平面 的 实 轴 上 上 从 一 好 经 原点 向 十 co 去 的 制 线 两 岸 , 这 样 ， 
问题 就 容易 得 多 。 

za 平面 的 割 线 端点 不 在 原点 ,这 不 大 方便 。 作 变换 

z2=Zp FH k?, 

皋 线 端点 移 到 原点 (图 880). 

割 线 两 岸 可 说 是 夹 角 为 2z 的 两 根 直 线 。 作 变换 

é- An, — 


KAEH 1/2 倍 ， mp 这 是 说 ， WARRI E FENAI 
(图 884), 


6 FERRES u 显然 是 
u—C6 — Re(OQ). i 
: 回 到 原来 的 自 变数 ， p 
WwWc= 及 6(OW Z3) - Re(Ov/ zi tk }=Re(CV ZFR) 
=Re(OV Gy Fh) Fi Zay) 
-0 EEE NG Ti ER PG y HE ug 


* 4497 


.至 于 在 各 点 的 流速 v— Vu TORUM u TRIB, 但 这 计算 较 繁 。 利 
Ji E99 w( 2) — OA 十 下 来 计算 可 能 方便 些 ， 这 是 因为 对 应 于 流 
速 矢 最 几 的 复数 是 | 
PM TEMERE 
Cz* 
ELIT. Tw) OAG FRE 
BEEGKRI DER. Im Hkt HE h iHa FIREA TAHTES p. 
DTR S OE, 2 E NE A e D RE 
v. ETF v hy iie 


mtr lim etian e 
这 是 阅 , WD c 4rE v. 40 9 223A v, 分别 是 
v,-— 0, v,-:0. 
这 样 ,远离 竖立 的 薄片 的 地 方 , zo E FECE NE UESUB, JOE SE 
是 C 
(=) 指数 函数 和 对 数 函 数 
指数 函数 


(z) — ei - ete, (54, 4) 

这 是 说 ，151=e*，arg6 ==g， 这 样 ，s 平面 上 平行 于 实 轴 的 直线 
y OU e C SET E argo = 常数 "， 即 通过 原点 的 射线 。z 
平面 上 平行 于 用 轴 的 直线 “= 常数 " 变 为 5 平面 上 的 “1 二 销 
数 ", 即 以 原点 为 圆心 的 贺 。 

指数 函数 (4. 4) 共有 纯 虑 数 周 期 i2x，z 平面 上 zx 相同 而 3 
相差 25 的 整 倍 数 的 那些 点 变 为 平面 上 同一 点 。%z 平面 上 上 任何 
一 个 平行 于 实 轴 而 宽度 为 2x 的 带 域 变 为 & 的 全 平面 。 带 域 上 的 
站 角 谷 标 网 变 为 6 平面 上 的 榴 华 标 网 。 

TIRER Be 
-. 450 * 


&(2) -InzzlnC[z[e?"€) -In[2| - targa (54,5)- 

是 (54. AHE f. (54. 5) sli] Re£— In |z|, Im£ —argz. 这 样 ， 
z 平 面 上 以 原点 为 圆心 的 贺 “1z|= 常 数 ” 变 为 5 平面 上 的 “Reé6 
= 常数 "， 即 平行 王 娩 轴 的 直线 。2 平面 上 通过 原点 的 射线 “args 
二 常数 " 变 为 上 平面 上 的 “Ime= 常 数 "， 即 平行 王 实 轴 的 直线 。s 
平面 上 的 极 坐 标 网 变 为 5 平面 上 的 直角 坐标 网 。 点 2 OE YD 
"Um, 2x 的 任意 整数 代数， 所 以 上 是 > B5 4 ER ML 6 GE 
面 的 正 实 轴 作 制 线 , 把 arez 限制 在 0 与 2x 之 问 , 就 是 说 ， 取 上 的 
主 值 , 则 z 的 侈 平面 变 为 6 平面 上 0<1Im6 志 2x 的 带 域 。 

例 3 滑 个 同和 加 圆柱 构成 柱 形 电容 器 ， 内 外 区 往 的 半径 分 别 : 
iÈ R MR 计算 每 单位 长 度 区 柱 电 容器 的 电容 量 。 


H 89% ; 图 89h 


解 MERA RELA 89。 等 势 线 和 电力 线 构 成 极 
坐标 网 。 这 提示 我 们 采用 对 数 变 换 6=Ins=In|z| 十 iargzs。 对 
数 函数 是 多 值 函 数 , 它 把 内 摘 柱 变 为 直线 E= In Ru, EEEE On 
<2x 的 一 段 ; 它 把 外 网 柱 变 为 直线 6 二 inRs, XC dol E Og «2c 
的 一 段 。 这 稀 ， 辆 柱 形 电容 器 变 为 平板 电容 器 ， 两 极 板 的 宽度 为 
27, 相距 lInR2 InRi= In (R;/R,). 

用 国际 单位 制 ,平板 电容 器 的 电容 量 为 so4/d, 其 中 4 是 极 扳 
的 面积 。( 如 用 高 斯 单位 制 ， 则 电容 量 为 4/4xa. ) 以 单位 长 度 计 

“451。 


一 一 一 一 PR 


算 , 极 板 的 面积 4=2x xi=2r， 电容 量 


Q-5AL. t2ms _ 
do mR RY 


这 也 就 是 每 单位 长 度 圆柱 电容 器 的 电容 量 。 

: 附 ( 同 轴线 的 电感 ) 把 同 轴 圆 柱 作为 同 轴 传 输 线 使 用 ， 它 不 
仪 具有 上 面 算出 的 电容 ， 而 且 还 有 电感 。 这 里 计算 每 单位 长 度 的 
电感 L. 

作为 同 站 线 使 用 , 电流 方向 垂直 于 图 89 WHE, RARR. 
Bir ok I ga 9b, SARRE ERIB WE J pap. Fu 89 的 同心 图 就 是 磁力 
3x CI a Ap EH SD. TE ee LRZ qp CE £8 29 o 89 4E 79 16 
表 。 运 用 电磁 学 的 安培 回路 定律 ， 


H2xp-I, 
n 
/—O2m p 
磁感应 强度 
B HH iol L, 
49: n5 [ur d Re fj ER P SMERE ie D CU E 
e-[^ sa ptm Ln n 
于 是 ， 每 单位 长 度 的 电感 
29 uy E 


$ 31 导出 理想 传输 线 的 电报 方程 (31. 15) 后 ， 注 明 177ZC= 光 
速 平方 。 这 里 就 是 一 个 例证 , DROIT d fa P d £e iA 


is 1 mGJR) 1. 
(4/22) GG /R,) £oa Boty 


- 10. 36910* 9, 198 (3x 10° xe /]5) — OCR 
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(B) 分 式 线性 变换 
变换 


KE z=% (ad —bc +0) (54.6) 


药 分 了 和 分 母 都 是 线性 的 , 所 以 叫 作 分 式 线性 变换 。 条 什 ad —be 


[AM ii GZ 十 加 a b x 
#0 是 十 分 必要 的 ， 否则 冬 = o, m é= ti s a 常数 , 根 


本 次 不 上 * 平面 和 上 平面 之 间 的 变换 。 

分 式 线性 变换 的 重要 特点 是 较 保 持 为 图 (直线 作为 图 的 特例 . 
Ti. EX b 分 式 线性 变换 (54. 6 可 化 为 
Ce 一 ad)1o 

Gdje) ' 


TM 
c czd c 


RI 


d z, = De — ad) [e* 
"10: pium NO 


, 6r. 
变换 2 —24d[e $ é= talc 都 是 整体 的 平 动 ， 贺 保持 为 圆 
起 不 成 贞 题 的 。 需 要 证 明 的 是 变换 zz=j 了 /zi 《常数 了 即 上 面 的 
(be —ad)/c? HERRIAN, VUE TERZA E BSIBI 
ACi -Hyi t 2Bz, 4-209) 3-00, 
了 区 性 在 (—8/4, —0/A), *E4E V B-C— DA. JR SE NK 
Zitt ihis XX Ar [8] 6 75 £2 T" 
Az d (3T 8€)zE - (B—i0)2,4-D—0, 

Hf . 
Aziz] +E*z, t+ Ez] --D— 0. 
TE 32 2, f/22, 18 


ALL. an Te gf epe, 


25 zl 


= 453e 


: Bil 
Dzj25 --(Ef* yz; (GE*f)22 + Af f* —0. 
与 变换 前 的 方程 类 型 相同 , 因而 仍然 是 阅 。 跟 变换 前 的 方程 比较 ， 
"LE HUGE AP AHALE Re(GZ*f)/D, -ImQg*f)/D), ERE 
If TEP— AD JD. 

分 式 线性 变换 不 仅 使 圆 保 持 为 
贺 ， 而 且 对 于 圆 的 对 称 点 保持 为 对 
称 点 。 

所 谓 对 于 圆 的 对 称 点 可 参看 图 
9. BAA C, 半径 为 RR， 有 两 点 
4 和 召 ,其 连 线 通 过 圆 C 的 圆心 0, 
ifi HOA OB—R^, NARB 两 点 就 
MERFI 为 对 称 点 。 读 者 想必 
还 记得 837 例 8 的 电 像 法 ,点 电荷 图 eo 
和 它 的 电 像 两 者 的 位 置 正 是 互 为 对 称 点 。 对 称 点 的 一 个 特例 是 贺 
心 和 无 限 远 点 。 

过 对 称 点 4 和 B 任 作 一 贺 D, ME C è O fE D AIER 
OT, T RA. ALIA OT — /0A OB /R3-R, wy, T 
正好 在 圆 C ARAL BR T BI C RD Pos S. OT BELL D HY) 
线 , 又 是 圆 C 的 半径 , 这 说 明 图 C 和 圆 了 是正 交 的 。 因 此 ， 对 于 辕 
C 的 对 称 点 也 可 定义 为 : 过 对 称 点 的 任 一 贺 忆 必 跟 阅 C 正 交 。 

现在 来 证 明 对 称 点 保持 为 对 称 点 。 事 实 上 ， 在 分 式 线性 变换 
下 ,z 平 面 上 的 贺 C 和 D, 点 4 和 8( 图 90) 分 别 变 为 & 平 面 上 的 贺 
.O 和 也 ,点 出 和 了 由 于 变换 的 保 角 性 质 , 圆 0' MD EX, 这 
是 说 ,通过 A' m B' 的 任 一 贺 D' 必 跟 贺 C" 正 交 , 即 4 和 8B' 对 于 
图 C" 为 对 称 点 。 

掌握 “对 称 点 保持 为 对 称 点 ”这 个 性 质 ， 有 助 于 寻找 适当 的 分 
e 454o 


式 线性 变换 。 
例 4 有 一 甚大 接地 导体 平面 ， 另 有 一 甚 长 导线 平行 于 导体 
平面 , 相距 为 4。 如 导线 均匀 带电 , 每 单位 长 电量 为 9。 求 此 电场 
中 的 电势 。 
解 ” 取 横 截面 。 从 横 截 面 看 , 接地 平面 成 为 实 轴 , 导线 则 成 为 
虚 轴 上 的 点 ia( 图 91). .设想 把 实 轴 变 为 圆 ， 点 ia 变 为 该 圆 的 图 
i, 问题 就 容易 解 得 多 。 


E 91 
取 点 ia 对 于 实 轴 的 对 称 点 即 ~- ia， 分 式 线性 变换 
qiio 
z4-ia 
把 对 称 点 分 别 变 为 原点 上 = 0 和 无 限 远 点 6=oo; 问题 是 z 平 面 
上 上 的 实 轴 变 为 上 平面 上 的 什么 图 像 。 首 先 ， 这 图 像 必定 是 回 。 其 
次 ,=0 和 =oo 是 这 图 像 的 对 称 点 。 因 此 ， 这 图 像 是 以 原点 
5 二 0 为 圆心 的 圆 ， 果 然 实现 了 原来 的 设想 。 
BA XX A- BIO E A P, dE z 平面 的 实 轴 上 任 取 一 
点 4， 相 应 的 zs=z， 它 在 过 平面 上 的 图 像 为 图 上 的 a 点 ， 相 应 的 


¿= 一 ia 
r4-ia 
Al 89:1 £8 RE BI a 点 与 原点 的 距离 , 即 相 应 于 <a 点 的 的 模 ， 
R-|£|- [zis] -le-ia| wre 


S4-ia| lz+ial +a? 
«455 0 


XH, Wee t. 
& Fh E98 33 e zx ELIGE 


ce. 
eo 
TE 4|,-1—0, 
p AC SERI AR s 这 全 问题 的 解 容易 求 出 为 

u= Q ini — np = Ref - 9 nc]. 


"£a p m 2o27 
Tp) tb cos JERA SZ TRU RET, 也 能 求 得 这 个 电势 。 
TEER 平面 ， 
u= Re| -S mri] ~L mla 


E02T z+ia eo2r  |z4-éa| 


-9. metua y-a) L] 
£&gÁm — 4^ (y ra) 


B)5 两 个 平行 圆柱 , 182 BIER 和 Bs, 柱 轴 相 距 LOR 
TRO. Wok gh [ode n o ERR 

解 ”设法 把 这 两 图 柱 变 为 同 轴 圆 桂 ， 就 可 引用 例 3 而 解决 问 
Bi. 

取 权 截面。 从 横 截 面 看 , NERA C 和 C5. 

为 把 C 和 0 变 为 同心 圆 , 先 要 找 @ 和 5 两 点 ,它们 对 于 贺 Cs 
是 对 称 点 ,对 于 圆 0; 也 是 对 称 点 。 

“平面 


(a) (5) 
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a fü b 3p RIJUÉS Z EAR. JGTEBI O 和 C; 09 9D CLASE 
线 为 喜 径 作 圆 , 3X L5 C1 和 Cx 的 连 心 线 的 两 个 交点 就 是 cn o. 

4 和 5 也 可 用 代数 方法 找到 。 取 加 C, 的 圆心 为 > 平面 的 原点 ， 
到 连 心 线 为 x 轴 。 把 a 和 5 的 坐标 分 别 记 作 及 和 zx， 由 对 称 点 
的 定义 ,得 

` jit =Ri, 
(5—2)(L— 23) Bj. 

从 这 两 个 方程 解 得 

-p| +R- -VO FERAT |, 


= 二 | oi nb +V FR RART). 


REFF LAR + RÍ—2L8)-2LD RI —2BjRi, CL 
*5 
(Li+ RI--HRÍ- 2I RÍ—2LBÀ-2R)B) — 4RR} 

=(L?~— RI— RE)?— (25,8) 

=(L~ RI+2RR,— Ri) (L? -—RBQ—-2RQRQ— R?) 

[Z6 (R RY] R 4Y8)] 

=(L+Ri— R) (L Rit R) (L+R, +R) (L-R — R3). 

作 分 式 线性 变换 
tG)- 22. 
这 把 点 a 变 为 5 平面 的 原点 < 二 0， 点 了 变 为 E 平 面 的 无 恨 远 点 
Lo. [B Ci 变 为 < 平面 上 的 贺 C; made bo C. dE ER 
n Wii £-034m 6-9 对 于 图 Ci 为 对 称 点 。 换 句 话说 ,国信 以 
原点 “=0 为 圆心 。 同 理 ， 圆 0; 变 为 5 平面 上 的 圆 CS, 而 图 C3 也 
是 以 原点 一 0 为 回 心 。 这 样 ,加 Ci 和 (3 是 同心 闻 。 

为 了 计算 电容 量 , 还 必须 知道 加 C: 0 Cs E R MRL 在 
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2 平面 的 加 C, 上 取 一 点 -R CEH E EHHA C 上 的 
t ER Rite 
—R,— Xa Rite 


于 是 
ni- Rita: | (-—Rj-Riy-iRiRÜ 
Borm! (pop -R+ UFR -RARR 

RM, f 2 平面 的 俩 C 1- Ht — 5$ z — Ld P5, 它 变 为 上 平面 的 网 Ca 


gub R t, 
L- -R 一 .2 
于 是 ， | 
pia |LiR n] _ +R RECO -RI-RIST-ARBBBOP 
;= = 
LER- h 


(LR) —R1—A/(L5 — Hji— R1) — Um 
引 州 例 3 的 答案 73 3023:1: 1. 5-2 2 


C= £92 i 
in (R3/ Ri) 


这 需要 先 计算 RARI 
RULER) =R + O Ri~ Bip-ARRIYGS EROR 
R QER) Riv- Ri- Bi CAR R L+R- R- 
ve- R Fy: ARIR:) 
VR RRR 


s EOHRD -RIMER YT- RI+L EFR +R (T-BR yak Ri- Riy -RR y-4 
[二 二 有 一 ROCA Rap - Ri ITALE tEDV (o Rim fei ARS Pi~ Rii- ZARR 


+L- Ri- Rp ARIES 
小 [(7.2 一 EAER 


LUCR ROG T Rok Ro tv (2 RIT EDT IRR 
CURT RIL RAR) -VO RR 


2 Mii a iia m 


m, L-BDP-R J(Ecut-m x 
Río 2RR s i: : 
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因此 ,每 单位 长 度 的 电容 量 
E! aki ee (Erici) aJ 


PESURSIV KS] 


(LÁ EE ATIEEY 
aro cb (L2 —R? —RD]28.R;] 
对 于 通常 的 双 线 传输 线 ,Bl ERR, 每 单位 长 度 电容 基 
E : £927 
in| 38 Ue -Ek 4m -E| 

例 6 ， 壮 径 为 吾 | 的 空心 圆柱 套 着 半径 为 怪 : 的 圆柱 。 丙 柱 的 
加 平行 而 相距 五 (一 六 ,一 起 )、 试 求 每 单位 长 度 的 电容 量 。 

Ae RERE. MAU RE DOES PSI EE A d Cif C; CH 
93a). 现在 设 靶 拒 这 两 个 图 变 为 同心 贺 。 为 此 ， 先 要 找 4 和 五 两 
Eo CHITA CO 是 对 称 点 ,对 于 图 Cid A. 

“平面 ] 
| 


^B Ba : 图 035 
WA C i Bos z 平面 的 原点 ， 取 连 心 线 为 了 轴 。 把 e 和 五 
的 坐标 分 别 记 作 v Mr HITRA ES, 
G,—L) (2; —L) =R}. 
READ ERR E pR Am T ALR KEZEL R, 
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Ris 演算 需 适 当 修改 。 答 案 是 


duxi clus ln eu 
a: Ri-Ri—I? RI Ri— L? 2 
o [Eti e) ct 
i E027 
— are chl (Ri r R23— LP) /2RR,] 
£07 实 轴 上 有 半圆 形 突 超 ( 图 94o), E 09215 46 29 1. 试 找 一 
保 角 变换 ,把 它 变 为 无 突起 的 实 轴 。 
解 ” 这 个 办 象 可 看 作 由 滑 段 网 弧 组 成 ,一 个 是 通过 一 1(4 点 )， 
i(B 点 ) 和 100 点 ) 的 半圆 , 另 一 个 是 通过 十 1(C 点 ), 无 限 远 点 
和 和 一 1(4 ARHAR RE HRB). 


图 94e . 图 945 


分 式 线性 变换 


A ERI 


ERRERA HZA z= 十 1 变 为 有 1= 二 0， 把 男 -一 交点 =l EA 
a=, Piri z Xi E PPAR IL T 34 平面 上 通过 0 iyid 
泡 , 即 通过 原点 的 射线 ,它们 之 同 的 夹 角 保 持 为 x/2( 图 945), 
«t ER I 
2,2] 
又 把 这 两 射线 变 为 正 负 实 轴 (图 94c)。 对 应 于 > 平面 上 z= 一 
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z, d 
L^ C m 
wyrzTTTPIpTT7]TITJ7T7TTT77777777 一 2 
WB 94c 


(A KA), (B FR. C100 点 ) 的 各 点 是 2-99, —1(0B1 D, 9(04 
点 )。 
为 了 便 十 跟 原 来 的 图 象 (图 94a) 对照, 再 作 分 式 线性 变换 
£272 +ò 
EZ? +d > 
JE 2,799, —1,0 各 点 分 别 变 为 5 二 一 1,0, 十 1 各 点 (图 944), d 
据 这 些 点 的 对 应 关系 ,不 难 确 定 系 数 a=6=d= 一 6, 即 


a 22 +1 
CTAT 
v 
H CM 
t 
i 
1 
4 
i 
A em €, t 
f 图 94d 


企图 94d RA 94a HR, TRUESOSO HAER, 成 为 实 轴 上 
的 一 1 到 HI HHR 
总 结 起 来 看 , 从 平面 到 “平面 的 变换 是 


p--tio. sii sat tl 
”一 和 二 1 一 人 二 1 一 (2 一 7) /3 十 1 六 十 1 


xxl POREDS z tl 1/, ,1 
(o-—(z—l)-r(R1) 2% = 到 (2+ ) 
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gui =H RARER. 


(五 ) 偶 阔 夫 斯 基 变 换 
LIES: DE 


Ele) -i) (54.7) 
[EM EU p 
ident) o aen 
Lent Ge 
a EH Elo fep IBI |z | — po( 图 950) 26 C 平面 上 的 
NONEM P, 


m -L)sin 
n Ho D 9 


这 是 参数 方程 式 。 消 去 参数 9, 得 
é n? l, 


其 中 azoti) b= oi]. Am (图 os. re 


| yi 
r 
1 
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长 、 短 半 轴 分 别 是 a 和 5B. A a?— 5? —1, 3X REUS, EINE ZI c C 
B RAE E= L 

po 从 1 开始 而 无 限 增 大 , 则 a F b MEERN. xH, e 平 
面 单位 圆 外 部 变 为 & 的 全 平面 ， 只 是 从 一 1 到 十 1 沿 着 实 轴 有 一 
iX. (DET 就 是 把 x 平面 单位 加 外 部 的 上 半 部 分 变 为 6 平面 的 
LFH.) | 

po 从 .1 RETE XE TE, RI ac D 也 无 限 增 大 。 这 样 ,平面 
单位 圆 内 部 也 变 为 的 全 平面 ,从 一 1 到 +l 沿 着 实 轴 有 制 线 。 

z 平面 上 的 射线 族 arg z 二 po( 图 95a) 变 为 平面 上 的 


| =3(p+ Des Pos 
zc 
这 是 参数 方程 式 。 消 去 参数 p, 得 O 
2 
g-ga 
其 中 a= [cos pol, b= [sin gol， 这 是 汉 曲 线 族 ( 图 955), KM 
半 轴 分 别 是 1cos pe| 和 |sin qul. GT57 —1, X AE BL X ERE 
ERRAR, BREE- p s 
f AERE Go f Je BUE AREE, A X £x DR ete 
WARLA JUN ED JC CRURA CREE TR 
解 桥 贺 或 双 曲 线 边 值 问题 的 。 
例 8 ”水流 本 来 是 均匀 的 ， 流 速 为 vo。 放 进 长 精 贺 柱 , Bol 
LT EET 121 8. 3]. L3: 25221 5 VI 
试 解 这 个 绕 机 圆柱 水 流 问题 (图 9602, 
解 “ 绕 怖 圆柱 水 流 的 速度 势 羔 的 问题 是 定 解 问题 
* 463; 


Apt- E (E ^F il), 
Mor LL 


los 


L0. 


LELE E 


7j Ir [i Bd c 18r s PRI 
S TER: 
rar ura 
je nma (o 4 Se IURE OK IERI RE CR] 96b ) 
Aj50 (EBD; 
Mim: -lim vo 7 H(p: + D = 


s>% 


PLA 


dü 


Jp =0. 


p-tatbe 
Fe BOO E E 8 36 ja i27 的 答案 ) 是 


u=- emp cos 9+ 1 2" veto T. 5 


(a-1-5)? 

c 

; di D «MEX S io CRER E, 
加 到 平面， 

4454 e 


D 


1 3 
Re (em feq" lequma) 


2 
u= Re [ens olg -ieie Gb. m 


Lu lt 2 一 
tx EVE) 
-Re IE 1)+ vat 0d) eve I) 


Hxa( e+ tvei)| 
这 就 是 说 椭 四 柱 水 流 的 速度 势 。 环 流 在 图 965 MEA EH, 

- 既 解 出 速度 势 w， 就 可 以 计算 流速 二 和 压强 p。 沿 涯 杜 面 把 
积分 ,可 算出 水 流 施 于 精 圆 柱 的 作用 力 PP。 这 个 计算 ,读者 可 自己 
进行 或 查考 流体 力学 书籍 ,其 结 果 是 

=T, F,= 


这 是 说 ， 如 果 设 有 环流 ， 流水 对 柱 并 无 作用 力 。 当然 ,这 里 还 没有 
把 巾 灌 性 所 引起 的 作用 力 计 算 进 去 。 

儒 阔 夫 斯 基 男 数 还 能 作出 重要 的 变换 ， 就 是 把 圈 变 为 机 漏 剖 
面 (图 97), 这 可 阐述 如 下 。 


PER 


Bj 97a Bb 97b 
首先 研究 * 平面 上 以 Sh 为 欧 心 并 道 过 土 1 的 圆 即 图 976 53 
HERR. AXES A 


* 465 v 


;把 = 平面 的 -1 和 一 1 分 别 变 为 2 平面 的 0 和 oo, Ud d z ERE 
的 虚线 圆 变 为 通过 0 和 ~ du DU, 实际 上 即 通过 原点 zs;=0 的 直线 
(fH 97e), z 平面 的 虚线 圆 在 := 1 PRSE flot P /2 一 are 
te h, 而 z 平面 的 实 轴 变 到 ES IUE MEE 2 F 
面 上 的 图 像 ( 即 前 述 直 线 ) 跟 实 轴 夹 角 亦 为 B= /2 一 are ig ha 

再 研究 平面 上 从 二 1 经 法 到 一 1 OS RD RUI A 976 AS E Ec 
D WEIL 


B 97c A I 
. 6-1 
SEC EET 


把 5 平面 的 十 1 和 —1 2 9975 6 ET) 0 和 oo. 因而 把 上 平面 
的 虚线 引 变 到 从 原点 2: =0 指向 56 oo 的 射线 , 它 跟 实 轴 夹 角 应 
SEFGEmideiRSUÓE 十 1 跟 实 轴 的 夹 角 x。 现 在 计算 a. 在 5 平 
, CE ERG 0, 联 40. 一 方面 , 人 B04=x 一 a; 另 一 方面 ， 
ZLBOA 是 4 召 弧 所 张 圆心 角 , t "TP. 2x AB MRKA A f, BT AC 
3t BKK ERR fü, BI Zaro tg 8。 这 样 ,r 一 c=2arc tg h, HR 
; a =n —2aro tg h—2. 
Ek, TAR E 
56-21 
: 把 图 97c 的 直线 变 为 图 97d 的 射线 的 来 回 。 
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Re, z CERE ÉS HO ERES 26 C 平面 的 虚线 弧 的 来 回 , 这 个 ， 
变换 是 ren —zi Bp 


即 
2 p 2 2 
cOmi6cm- m Oii) 
JEJE BETA Je Noi od | 
既然 :平面 的 虚线 国 变 为 平面 的 虚线 弧 , WA, 2 平面 上 几 
是 眼 虚 线 圆 切 于 十 1 的 贺 ( 图 970 ARRES E 平西 应 跟 虚 线 来 
DARHA 976 KRH, RARR. AKN 
FE Hk A PIL R i m Ra K AE A) a D EAE FE Ro 
(六 ) 施 瓦 兹 -克利 斯 多 菲 变 换 
在 不 少 情况 下 ， 平 面 场 涉 及 多 角形 区 域 。 现 在 研究 多 角形 区 
域 和 上 半 平 面 之 间 的 变换 。 
IRE 2 FmHA ejf (图 98e)。 沿 着 多 角形 周 界 的 正方 向 行 
进 (就 是 说 , 多 角形 区 域 始终 在 左 侧 ), 在 各 个 顶点 转 过 的 角 即 是 外 
角 Oisha e Ga SX E fGEUUE B EF R9 29E. 顺 时 针 的 为 负 。 frHE— 
JA, 总 共 转 过 的 角 应 为 2n, Am Otet 0,—23. 


P 


图 28a qm 8b 
试 把 这 多 角形 变 为 上 的 上 半 平 面 , 多 角形 的 顶点 @), G2;…, G8; 
分 别 变 为 《平面 实 铀 上 的 bi Or ers bae : 
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z 平面 上 多 角形 的 各 个 顶 角 ,， 变 钦 列 “ 平面 上 全 成 为 ,并 不 
SARMA M, 可 见 6(2) 在 这 些 点 为 零 或 2。 现在 研究 EC) 
Eis (2) 在 这 些 点 的 性 质 。 以 as 和 bs 作为 代表 而 加 以 考 凉 。 试 在 
ati Ri Ge BC NES, 由 (53. 12) 知 


pz CTE » P3 SJE — t 


t2b5-Ó6 


s= p:— p= ore 一 arg 守 | 
dé ess, +0 dEi eemo 


3k AE EL 5 aat bs 的 时 候 , CO DS RU EUIS, HERE E09 ba 
5 —3 fi, 从 图 985 明显 看 出 , 当 经 过 bs 的 时 候 ， PETI 6 一 5 的 
dn fauiti— Sez. XO 2. 因此， 
ZU) AC 9). CP Eb). (54. 8) 
考 虚 到 所 有 的 项 点 ,可 以 断定 
(EDEA b) t E b) EB) (54.9) 
积分 一 次 ， 
z =20 AS Eb) E bnt (E bu) td. (54.10) 


(54. 89) (54. 1O) f'E NE RR- HAMS IEA, 

GUAE bus lE Hi bo CRUS ARINÉS GR R0 

(ELAS CP Eb eo). (54. 11) 

T (54. DARE T DÀ bs ARMAR FSRR 

A(C—5;) ""(E— b) t (e p, ) " 

^e A£T Ottone Ls. ABT Om LS AE- CF £ocb, = o0). 
fr fg 0 2a 55 6; 本 来 是 一 回 事 ,所 以 上 式 已 经 满足 (54. 11) 的 要 
GR. FHER, dn 51 一 oo, 则 (54.9) 里 的 因子 (5 一 51)-" 应 略 去 ， 
a (2) - A(6— Bd) (Lb) (Eb), (54.12) 
积分 一 次 , 号 得 到 这 种 情况 下 的 流 巨 效 - 克 利 斯 多 莫 变 换 
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z= zgd ASD) Eba) e (E 0.) dE. (54.13) 
AER EEE DR C54. 10) 可 看 作 前 后 相继 的 两 个 变换 
z= [Gb ks) Eb.) nt, 
z—2Zod Azi. 

e 把 的 上 半 平 而 变 为 2 Fm E05 58 E. 5a 39 07 

0,; AATRE C SE TEL SER ERU A 01,02, 70, 变 筷 过 汇 
e 这 个 多 角形 的 各 个 外 角 数值 是 对 的 ， 却 不 见得 就 是 我 们 
所 要 的 多 角形 。 后 一 变换 是 线性 变换 ， 它 把 前 一 变换 所 得 的 多 角 
形变 为 其 相似 形 。 但 我 们 所 要 的 多 角形 跟 苗 一 变换 所 得 允 角 形 开 
不 见得 相似 , 如果 bi bo …s 加 是 任意 指定 的 笑 。 不 过 , 三 角形 只 
要 三 个 顶 角 相同 , 必 是 相似 形 。 殉 此 , 对 于 三 角形 , MER- AHN 
DIER birba 和 0s 可 以 任意 指定 。 对 于 05 的 多 角形 ,不 能 
任意 指定 bis buses bus 多 角形 任意 三 个 项 点 可 联 成 三 角形 , 所 以 
bi baee, ba 之 中 可 以 指定 任意 三 个 的 数值 ， 其 余 的 则 不 可 指定 ， 
它们 必须 在 写 出 施 记 交 -克利 斯 多 非 变换 公式 之 后 根据 于 点 的 对 
-应 关系 加 以 确定 。 

例 9 ”用 施 瓦 兹 -克利 斯 多 非 变 换 求解 例 2( 图 882), 

解 ”图 88a 的 水 流 所 充满 的 区 域 可 说 是 “四 角形 ?aicaoaat 01 
dk 299, a, Æ 2:50, a4 TE z —ih, a4 在 z=0, 偏 转角 6 一 十 /2， 
6,7 一 rz，4% 一 十 x12， 我 们 希望 把 这 区 域 变 为 上 的 上 半 平 面 {图 
384). JÆ bie £— oe, b Eo ch, bs f£ £0. — 
y GHE E= Fh | 

应 用 施 瓦 兹 -克利 斯 多 非 变换 (54， 13), 


a= zot AS (EHRAM) on A TR 
=z} 24V EZM. 


h? 
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常数 zo 和 24 还 有 符 确 定 。 
由 42 和 5 的 对 应 ,0=zo 十 240, 即 290. X daas 和 5 的 对 
M, hz, -24ih, B 24= IT， 这 样 , 需要 进行 的 变换 是 
52 一 22 一 大 2 
例 2 的 三 个 相继 的 变换 CREEROE, SEZD. HG RS BU 正 是 这 个 
变换 。 
“平面 上 的 速度 势 %=C 一 Re(c5)， 回 到 版 来 的 自 变数 ， 
u=Re (Ov 23h?) 
NA 
2 


C 是 远离 薄片 地 方 的 流速 。 

例 10 研究 平行 板 电容 器 的 边缘 效应 。 | 

解 ”研究 某 一 端的 边缘 效应 ， 不 妨 把 另 一 端 看 作 伸 蝴 到 无 限 
pum í ; 
电容 器 的 静电 场所 占据 的 空 词 可 看 作 图 994 的 “四 角形 ” 
ABCD(AB 和 BC 是 重合 的 , 即 电 容器 的 极 板 ;CD 和 D4 也 是 重合 
的 ， 即 电容 器 的 另 一 极 板 )。 在 顶点 B，C 和 的 偏转 角 分 别 是 
一 HX, 十 区 和 和 一 x 


l , 
1 
4 ud B! D zF 
C 一 一 - S a 
PODERSE v pro 
mal ? ! a 1 1 t 
pcm ue, M «V, ~ 了 
4 D | a 
-V | ET B, Ci DI A 
i 5 
图 99a 图 99F - 


| 先 把 这 四 角形 变 为 1 的 上 半 平 面 (图 998)。 指 定 4 E zE oo. 
B, (Ezi—- —1,C. d£ z,—0. 由 于 对 称 性 , Di 必 在 sl1= 十 1 
Fz MS 8,25 - se UNE e 3E 3618 (54. 13), 
le 470 » 


1 dai 


2 
z= A (tD Hara Dian aja 
i 


-Al(n-l)anm z+ Art ln z. 
HF BA B xg, DID 对 应 ， 
dd 4 
—2. 5*5 2 Air, 
d d A 


-a r T 


从 这 组 联 立 代数 方程 解 得 
yr OEIL 
zu 2 


这 样 , 4 乎 而 和 2 平面 之 间 的 变换 是 


Ld God 
rr n g—luz. (54. 14) 


把 平行 板 电 容器 两 极 板 的 电势 记 作 +v 和 — ovs RI zi 平面 的 
正 实 轴 和 人 负 实 轴 分 别 具 有 电势 一 o 和 +o 这 问题 仍然 不 便于 求 
解 。 利 用 指数 函数 
25—2ln Zis (54. 15) 
可 把 2 平面 的 正 、 负 实 轴 变 为 zz 平面 上 的 两 条 平行 线 y=0 和 
g-- 2r( 图 99e), 这 代表 两 方 都 促 展 到 无 深远 的 平板 电容 器 。 为 了 
使 图 形 更 对 称 , 又 作 平 动 得 图 99d. 


LE 9 
| 和 Tm Fl cym 
十 1 €; * V, IB; A; 
pA Bj 1 Az I Ed 
) P. 一 一 一 一 一 一 一 一 本 一 一 作 一 一 一 一 一 
0: Dj A; c H E 4 A 
一 把 学 3 -Vo D; 3 
B 99c 99d 
=z; in, (54.16) 
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综合 (54. 14)—(54. 16), 从 z 平面 到 上 平面 的 变换 是 
4= 一 i 一 en as e Sid ema 十 (ET ing 


CHO. (54.17) 
平面 的 平行 板 电 容器 的 静电 场 中 的 电势 9 显然 足 
v= Pg Im? 
复 势 wu io Pot. 以 此 代入 (54.17) 得 
T Gi žuje (54.18) 


这 里 , 复 势 刀 作为 坐标 : 的 函数 是 以 个 函数 的 形式 表 出 的 。 
RRIA E Hkh E, 

: EET EN 

E= VEF È= -&) +(- 2. 

根据 (4.1) 和 (4 oam idw/dz). Wit, 


1 


29. 
B= 
etn T d (54.19) 


i 2 e 
du 
先 看 z 平面 的 电容 器 深 处 ,， 即 远离 边缘 的 地 方 , 亦 即 E 


imly|«d/2. iXX EET 6 3EWi £ —ee nl, THESIS 
w> ee 2. 代入 (54.19)， 


EL, 22e 200 
[oxi] d d’ 
这 焉 是 通常 忽略 边缘 效应 所 得 的 场 强 。 


再 看 靠近 边缘 召 和 呈 的 地 方 。 这 对 应 于 《 平 页 上 靠近 B. 和 
D, Hb Jj, BH fe 0d necs, $ K E fic RA 
(54.195, x 
2472 * 


? 1 2v0 .— 
Vut 1 一 1 二 1 d. 


在 平板 电容 器 演 缘 ， 极 板 的 曲率 半径 为 无 限 大 ， 尖 端 效 应 极为 强 
Zi, AI E RRMA ER A 

研究 电 计 党 问 题 时 ， 必 须 注 意 边缘 效应 。 当 电容 器 中 部 的 声 
GhxeutpthC Pd A FED, ra Tp REIR ERU RAEk SL ds LEE 
Matüdttlt ce s VS BUR RU P n, 4r Ede SR 

为 殉 细 至 地 考察 场 强 在 空间 中 的 分 布 情况 ,需要 把 (54. 19) 写 写 


得 更 基体 一 些 ， 
E 1 225 1 2v 
PETT TOE 二 =a 
le Ylb d — pe (see pium 1| d 
Vo Vo 
1 2o, 


一 re ——— M À———Àá 


E P LN "2e v/v cog T +1 z (54. 20) 
vo 


25 S Vert f Uc THEIOHIURE T 
" Gp -F2e**/** Cos T+ (54. 21) 


Ri [cate - "JH IDA 为 此 ,研究 对 
^ra S eru, (54. 21) 式 的 值 如 何 变 化 。 按 照 通常 研究 极 值 的 
-方法 ,很 容易 得 到 如 下 结论 : 随 着 u 的 增 大 ， 
en (54. 21) 达 到 极 小 值 后 又 上 升 ; 
如 ]9|<<25/2，“《54. 21) 单 调 上 升 ,从 而 (54. 20) 单 调 下 降 。 
这 样 ， 如 果 把 电容 器 航 板 做 成 图 99a MARE (o — 士 o12)， 
粥 么 ， 场 强 从 电容 器 中 部 向 边缘 单调 下 降 ， 这 就 保证 了 不 致 由 于 
还 级 效应 而 引起 击 斧 。 这 种 电容 器 叫 作 洛 果 夫 斯 基 电 容器 。 
例 坟 宽度 为 5 的 两 条 导体 薄 带 ,平行 地 放置 在 同一 平山 里 ， 
-相近 的 预 边 之 闻 的 间隔 为 22. 试 求 每 单位 长 度 的 电容 量 。 
S BURG. EPI AREE EE I EM 一 (a-+5) 到 一 4a 和 
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从 4 到 &+6 的 两 段 直线 (图 1004)。 作 变换 
&- 4, 


ü 


PR AR EHE 3 DI E O9 C. 平面 上 
的 直线 段 8.5; 和 加 54( 图 1005), —(a:b a | ta (aD 
图 中 的 =aj(a 十 50) 二 1。 这 样 ， ; 

bib, 和 bsb 各 为 等 热线 ，525b3 和 

b,ccb, 则 是 电力 线 。 图 100a 


图 100b 图 100e 


利用 施 束 兹 -克利 斯 多 非 变 换 (54. 13), 可 把 5 的 上 半 平 面 变 
为 2 平面 的 四 角形 maama 的 内 部 。 在 四 角形 的 每 个 顶点 ， 偏 转 
角 都 是 十 zx72。 因 此 ， 


id (4 du 641) oD ed) ae 


s TREE. S 

=at Ae nR 

常数 ze 和 4 取决 于 四 角形 的 大 小 和 方位 。 这 里 ,我们 对 于 四 角形 
的 大 小 和 方位 , 并 未 提出 特定 的 要 求 ,不 妨 取 29 — 0, Aem 1. FE 
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RN 
sef TORERE Vio: 


iXx4- BU müe HUE fUcRIE, TUIES--IHNEEU D. MEE 
分 的 数值 有 表格 可 查 ， 这 种 表格 在 普通 的 数学 手 则 里 都 能 找到 。 
Ai AULUS kS 3t (8 Ab up e 20 2R x 


| “ce O 
h JG-00- 88D 


1:3:5 
2:4-6 


2 : -一 一 | 1.1 HE 
m —Karesin ĉi v I= éf [K ep Aw Ask + g 


(54. 23) 


" 5 
共 中 到 见 下 面 的 (54. 24) 式 ， A - LU Ae eu 


EXE TS xq DS i 
5-4-2 8.6.3471 EA " 
现在 确定 2 平面 上 än az a; Wa MEt AE ea 它 对 应 于 
A ERR) ba 80 é= F1. 以 和 = 十 1 代 人 (54.22), 得 
dà 


al 
AMAER AR EKA). K) 的 数值 在 椭 
ARIRPTAEH, 或 者 用 下 列 级 数 表示 
om 1y ,4,/1:3y 1:3-5V., 
Ka» zh *(x) i (25) eH (E) ad } 
(54. 24) 


这 样 ，as HE PRAE z— K(X). R, a.b uk =K 再 
看 as CIJE F 6: PH b. HI 5.1/8. VA $1175 (E ACS4. 22), 


1 7 
十 , As—u irs-esit 


得 
x ik dé, 去 NE d£, 
:= TOE =K) |. J TD 


让 最 后 那个 积分 中 , 作 积 分 变数 的 代 换 
9 475 +% 


HT (F232=1— 17), 
出 


==K(D+ 计 AT KO HEU). (54.23) 


在 上 二 号 中 取 十 号 ， 即 得 os 的 坐标 z—KO)TIK(OS). AREE 
下 (到 ) 记 作 K' (E), BEL a, Baths z=K+iK'. ER, a 的 坐标 
是 3= 一 K+ 多 '. 

到 这 里 ， 我 们 已 把 6&1 的 上 半 平 面 变 为 z 平 功 的 四 角形 atas 
的 内 部 ,并且 确定 了 四 个 顶点 的 坐标 。 

由 于 对 称 性 ,2 的 下 半 平 面 当然 变 为 平面 的 四 角形 afaaags 
a, 的 内 部 ， 而 a 的 坐标 可 在 〈54, 25) Hg t 号 中 取 一 号 得 到 ， 
Bz—-K-—iE. W, a üjAtinjb zs 一 一 区 一 和 区- 

这 样 ，6 全 平面 上 的 静电 场 变 为 平面 bao 四 角形 的 
WW. a, 和 a0, ESBE, am 和 aia, 是 电力 线 。z 平面 的 图 
象 是 平行 板 电容 器 (注意 这 里 没有 过 缘 效应 ), 极 板 宽 许 为 2 下 ， 极 
板 之 间距 离 为 2 因而 每 单位 长 底 的 电容 量 
本 ME 


PRETI aK) eo 
2K — K(k) (S ) s 
ab 


X AUS Xe E e 8883 A RUE dg e PERSE Pr EE. Ah KO 是 第 
—3E55 4 WE A. "CBS UA SE A i LER Ay 2C ll € rH ZR 
(54. 24) 9. 


E 题 
1。 人 届 工 的 二 而 角 的 二 等 分 耐 上 有 一 带电 绍 导 级， 平行 于 二 面 角 的 项 角 
线 , MEA a, 导线 每 单位 长 度 带 电量 为 外, 试 求 电势 分 布 。 
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2. RW ER Eu Ds RE IEGXo 柱 内 有 细 导 线 , FiFi, 相距 
t. PRETRES Q. WRAAE M. 

3. EE e REO CERTE e IREHR, NEHE 0. EE HEEL E 
柱 半 径 为 gs， 试 求 每 单位 长 度 的 电容 基 。. 

4， 划 大 人 金属 平面 上 有 柱 形 陛 起 , 共 横 截面 为 马 形 。 己 形 在 4 和 之 问 ， 
SER UE E a. RAUS Rog E He. 

5. 长 金属 柱 , 其 横 截 面 由 两 段 图 踊 国 成 ,这 是 段 圆 距 是 
为 a. 交点 在 0 和 < CRAT EEEE 8 PR ER 

6， 试 把 下 列 区 域 保 角 变 换 为 陪 。 

(1) 弓形 Imz>1, |z! 志 2, 


等 的 其 半径 


(2) 贺 |z|=2 外 ,除去 第 一 象限 ， 
E) MARR | 212 n 12 — 3 [1 以 外 的 区 战 。 


Imz —0, 
(D MiSS Jb RERE na 


Imz =0, 
€) 加 1s1<1 A, MANS rc] 
= "de ] 


6 REUS SA [| ecco! | arg . 


(7) XB — X [e| cosL2argz]. 

7. VLSSLELTIJII TEUER 

8， WREKE EMME EEB, ME E iwa, 半 短 轴 
3g b. 

9. Wi^- MG INL EE RRE ib D MCI TREE 1 3c SoS LIA, 半 长 辆 分 别 
是 mi 和 4, 半 短 轴 分 虽 是 如 和 如。 试 求 钱 单 位 长 度 的 电容 最 。 

10. 求解 二 维稳 怀 水 尝 通 过 宽度 为 2e ft FTO ETE, 


机 4。 图 101 ARKA I", RAR EIERN 607, ARREA 1, iio a" 


p A / 
| i n H 转 
了 -ir 
1 H 
f bog 7 
-X irii 
ET 
图 101 Bj 102 
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$9 9 ip 3e 2o 5 F eig Ser D SAT. 

[ips 22. 6,20. BEIE c. Mi E RUE E HR 

12. 研究 电机 的 转 T RUE lel CH 102) 的 磁场 。 求 最 大 政 场 和 最 小 厂 ， 
场 之 比 。 

13。 求 > 平面 的 半 无 界 长 条 0 天 Rez<e, Ims >0 上 的 调和 函数 , 边界 条 
fk. am0, tlra =, ulusm. 

ji4。 把 可 变 岂 容器 中 的 静电 场所 占 空间 (图 103) 变 为 上 上 半 平 面 。 

15. 和 研究 回旋 加 速 器 卫 形 盒 (图 104) 的 静电 场 。 HeD E AH BE 
作 在 无 限 远 ， 


xh 
ha Fou 
ki a 2H " 
EK z bs 
图 103 图 101 


8 55， 三 维 空间 中 的 保 角 变换 


(一 ) 应 用 于 锥 形 区 域 的 保 角 变换 
”有 些 问 题 具 有 锥 形 边界 (例如 图 105 的 共 轴 双 多 天线)， 而 县 
在 取 锥 顶 为 球 坐 标的 极点 的 条 件 下 ， 问 题 跟 球 坐标 r EK RR 
球 坐 标 和 gp 有关。 问题 实际 上 还 是 二 维 的 ， 但 这 二 维 空间 不 是 
平 而 而 是 球面 ,9 和 9 就 是 这 球面 上 的 坐标 。 . 
球 坐标 系 的 拉 普 拉 斯 方程 (40.1), WRR r 无关 , 就 成 为 


Ju 1 23w _ 
sin V ad "n "oo 9) tg (55.1) 
^ » 
p —ig(0/2), (55.2) 
RI 


loo0r dg, 3240 9 lel, (55 
dp= F500 a0, lj 3p 279 sap (99) 
从 而 
SUNRISE. 
sin 85, (2sin 2 cos) sec 2 gj; e 
方程 (55.1) 成 为 
9 2. 
P3 35) Si EAA 


.《55.47 正 是 平面 极 坐标 系 的 拉 普 拉 斯 方程 。 这 样 ， 代 换 (55. 2) 把 
球面 上 的 拉 普 拉 斯 方程 变 为 平面 上 的 拉 普 拉 斯 方程 。 
代 换 (55. 2) 是 保 角 变 换 。 事 实 上 , 在 9,9 球面 上 和 os p 平面 
A: eC pR, 9 HE 
(ds)? =r (d0) +r sin?8(do)?, 
(dsi)? E up od 


see L aey-cu? $e 
1 2 48 2 

=} s «e| cao) JH 4tg? £ oos $ (dp) | 

= 了 了 sect Bl (d0)? -- Asin? Boost 和 Go] 

"x qh sott (ds)*, 

RE 
s n. 

de (ze 7 Jas. (55. 5) 


BARAWER LLR EH ec one? 5) /2r 被 放大 , 因 
而 微小 三 角形 必 变 为 相似 三 角形 , 从 而 交角 保持 不 变 。( 当 然 , 在 
不 同 地 点 的 放大 率 ( see? L) / 27 并 不 相同 ,几何 图 象 的 形状 可 以 ， 
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大 大 改观 。) 
Da um i 


Ju 1 " 
Tus 8 ad sin 5 050 Ju + risin/ó 2 225710, 9) (55. 6) 

HAE ERE 经 过 代 换 , (55. 6) 变 为 
z pleg + aa c (4 oet f. (55. 7) 


仍然 是 泊 松 方程 , 只 是 “ 源 ” 的 强度 (对 于 静电 场 来 说 , 即 电荷 密度 ) 
As 35 Ar? cos^(0/2) 5, 


(55. 5th Re KENARA (sno 9 ) /27, 因 此 ,面积 放大 
A soti) /4r*， 这 样 , 球面 上 某 一 区 域 里 的 电量 变 到 平面 上 


相应 区 域 上 , Ree (4r? cont (see * 7) /4r? 即 1， 亦 即 两 者 相 
-等 。 所 以 , 电容 器 变换 前 后 的 电容 量 相 等 。 
例 图 105 是 共 轴 双 锥 天 线 。 试 来 每 单位 长 度 的 电容 量 C. 
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SE BIER. 25, E 105a 的 两 个 锥 面 变 为 图 105b 的 两 个 
同心 贺 ， 这 代表 两 个 同心 六 柱 ， 其 半径 分 别 是 过 ( 引 /2) tg 
(0,72). 

同心 圆柱 每 单位 长 度 的 电容 量 C — 622 /In QR), BASE 
轴 双 锥 天 线 每 单位 长 度 的 电容 量 

C= £027 
In[tg (62/2) /tg (0,/2) ] 

(=) 递 矢 径 变 换 

开 耳 芬 研究 了 三 维 空间 的 逆 矢 径 变 换 。 依 照 刘 维 的 说 法 ， 这 
是 三 维 空间 中 唯一 有 意义 的 保 角 变换 。 

WO p ERIS Risk, 把 它 的 球 心 记 作 0。 任 意 给 定 一 点 M, 
'EXRIRD OT T. EOM 联 线 上 找 点 M, CRER OOH EA 

1 一下。 点 型 ! 叫 作 点 M HARER, ROO PERRE 
换 的 反 演 中 心 。 | 

把 反 演 中 心 取 作 球 坐标 的 极点 ， 如 点 M 的 坐标 为 (+, 0,9)， 

则 逆 矢 径 变换 把 点 M 变 为 点 Mrb, 9), 其 中 


n=. (55.8) 
由 (55. 8)4n 
2 
dr, =—E;dr, 
ETE M 
or d ðI ridr EPEn 
Y u(r,0, 9) 是 调和 函数 ， 
工 3 x) Ld df e) d Pu 
TEN 2r) ! ruin d a (sin 956 T rini ap 
Bn l 
1 (ru) 1 2/. alra) 1 (ru) 
T 3r trssin 6230 sin ĝ 90 ) + rase op’ zii 


. 431 ww 


利用 (55. 9), 上 式 可 改写 为 


1 r2 aca) 3 Iru) 
geriz” 3r; ET TI. 20 sin 6 38 


1 2? (ru) 
rsin?Ü 29? 


一 0， 


R' 1 23 ou 1 3(ru) 
DE xr Ər, ) riein 0 20 3 sin 675 
2? 


(ru) 
x |=° E (55.10) 


这 是 说 , 如 果 ulr, 0, 9) E 7,0, 3 RE ARR ER s NUI 


1 
t zTsin? 0 


2 
vnb 9)  ruGr, 0, e) e ulr, 0, g) (55.11) 


是 71,9,9 空间 中 的 调和 项 数 。 
这 样 ,为 了 在 7?,9, o 空间 中 求解 三 维 拉 普 拉 斯 方程 的 边界 值 
问题 ， 不 妨 帮 道 矢 径 变 换 ， i8 r,6, ?空间 中 给 定 的 区 域 变 为 71, 0, 
.9 空间 中 的 相应 区 域 ， 并 把 *, 9, o 空间 中 的 边界 值 接 (55. 11) 乘 以 
Y dE 1.8, yp 空间 相应 的 边界 上 ,如果 肥 演 中 心 选 得 送 当 , yb 
0, 9 空间 中 的 边界 值 问 题 能 够 比较 容易 地 解 蔓 ， 求 得 2(71,9, 9), 
WluCr, 8, 9) 一 二 2(B21r, bp) 就 是 原 问题 的 解 。 
逆 矢 径 变换 也 有 可 能 用 以 求解 三 维 泊 松 方程 的 边界 值 问题 。 
参照 (55, 10), 在 逆 矢 径 变 换 下 ,7, 0, yp 空间 的 三 维 泊 松 方程 
Au-f 
35 39 71,0, 9 空间 的 泊 松 方程 
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EE, f EAR. 
道 和 关 径 变换 也 是 保 角 变 换 。 事 实 上 ,在 ”，9, 9 空间 和 n0, 9 
2& |] f RC — 7 ER RH pz f OI, 9C 
(ds)? 2 (dr)?-- r*(d0)? + risin Oldo, 


(ds)? = (dra)! - ri(d0)* +r} sin?6(dp? 
4 4 4 
-E (dr? E 1 (d)? +r sin? (dp)? 
i 
一 E det , 
即 


ds - Eras. (55.12) 
X8 xt [5] — Fx 8g (2L IEEE ELE SEPARARE 如 2/92 被 放大 ， 因 而 在 该 
处 的 微小 三 角形 必 变 为 相似 三 角形 , 从 而 交角 保持 不 变 。 
在 逆 矢 径 变 换 下 ， 球 保持 为 球 (平面 作为 球 的 特例 )。 请 读者 
自行 验证 。 
例如 研究 球 玉 和 平面 工 之 间 的 静电 场 问 题 (图 1064)。 从 球 
K HR DEE LAER J EEH A MAHER AT fos K 
HAFT. 以 4 为 球 心 ,47 APÉGTEXR H, RERI 交 于 C RO. 
取 @ 为 反 演 中 心 ， 作 逆 矢 径 变 换 。 反 演 中 心 自身 变 为 无 限 远 点 。 
既然 球 五 和 直线 J 通过 0 点 ,变换 后 必 通 过 无 限 远 点 . 就 是 说 , 球 
H 变 为 平面 豆 l， 直 线 了 变 为 直线 路 ， 而 且 豆 和 小 保持 正 交 (图 
1062)。 球 六 和 平面 二 并 不 通过 0 点， 变换 后 的 Kf LUE, K 
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106a 图 106b 
和 工 跟 吾 和 J 正 交 , 变换 后 的 Ko LA HUI JU EZ, 因而 
Ky 和 Li, FUSE ZEVA Ci 为 心 的 同心 球 。 
这 样 ， 球 和 平面 之 间 的 静电 场 问 题 变换 为 同心 球 之 间 的 静电 
场 问 题 ,后 者 容易 求解 得 多 。 
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第 十 八 章 ”近似 方法 简介 


许多 定 解 问题 ,或 由 于 边界 形状 较为 复杂 , 或 由 于 泛 定 方程 较 : 
为 复杂 , 或 由 于 其 他 各 种 原因 , 难以 严格 解 出 。 因 此 , 又 发 展 了 近 
似 方法 。 只 要 近似 程度 足以 满足 实际 工作 的 朗 求 ， 近 似 解 的 价值 
一 点 也 不 低 于 严格 解 。 其 实 ,认真 说 来 , 推导 数学 物理 方程 时 不 锡 
要 作 一 些 简化 假定 , 定 解 条 件 本 身 也 带 有 或 多 或 少 的 近似 性 ,所谓 
严 将 解说 到 底 也 还 是 近似 的 。 

因此 , 近似 方法 具有 重大 意义 。 

如 果 某 个 定 解 问题 不 能 严格 解 出 ， 但 另 一 个 跟 它 相差 很 小 的 
定 解 问题 已 严格 解 出 ， 就 可 运用 征 锅 法 求 近似 解 。 量 子 力学 教科 
书 和 参考 书 都 要 讲 到 微 护法 , 本 书 就 省 略 不 讲 , 以 免 重 复 。 不 过 ， 
应 当 指出 , 微 扰 法 是 一 个 普遍 方法 , 并 不 是 只 能 用 于 求解 量子 力学 
的 薛 定 雇 方 程 。 事 实 上 , 微 扰 法 起 源 于 天 体力 学 , 在 那里 它 叫 作 摄 
动 法 。(“ 微 扰 ” 和 “摆动 "在 英文 里 是 同一 个 鹿 perturbation, 在 
俄 文 里 也 是 同一 个 词 BosMyituerte. ) 

另 一 种 常用 的 近似 方法 是 变 分 方法 ， 把 定 解 问题 转化 为 变 分 
问题 , 再 求 变 分 问题 的 近似 解 。 

电子 计算 机 的 使 用 日 见 普及 ， 用 电子 计算 机 求 定 解 问题 的 数 ， 
值 解 是 很 方便 的 。 用 有 限 关 分 法 把 定 解 问题 转化 为 代数 方程 组 ， 
就 可 由 电子 计算 机 计算 了 。 | 

还 可 以 用 一 定 的 物理 模型 来 模拟 所 研究 的 定 解 问题 ， 而 在 模 
型 上 实地 测量 解 的 数值 。 
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§ 56。 作 为 近似 方法 的 变 分 法 


既然 变 分 问题 可 以 转化 为 相应 的 欧 勒 方程 〈 常 微分 方程 或 仿 
微分 方程 , WLEH 36352, 反 过 来 说 , 定 解 问题 里 的 泛 定 方程 也 就 可 以 
看 作 是 某 个 变 分 问题 的 欧 勤 方程 , 而 变 分 问题 可 以 按 瑞 简 - 里 兹 方 
法 (参看 附录 五 ) 求 得 近似 解 。 

例 用 变 分 方法 求解 圆 形 域 1p 1a E85 E ZEE 3x7; RE 
的 边 什 问题 

adi Au —0, 
u|,-,-0 
的 各 向 对 称 解 。 . 

本 例 的 各 向 对 称 解 可 严格 解 出 , EE u= Jo (2.40480 a) , Ak iE 
IÆ 44=(2.4048)? 二 5.7831。 试 拿 变 分 法 所 得 近似 解 跟 这 严格 解 
.进行 比较 。 

解 ”不 难 验 证 , 泛 定 方程 是 泛 消 


J= [fes ul— Aut) dzdy (86.1) 


的 极 值 问题 的 欧 勒 方程 。 
用 瑞 利 -里 兹 方法 来 解 这 个 变 分 问题 。 选 取 满 足 边界 条 件 
u|,-,—0 的 尝试 函数 
uc (a? — p?) + esa — p?)*, (56. 2) 
其 中 常数 cL 和 cs 是 有 待 确定 的 。 确 定 它们 的 条 件 是 泛 函 J 了 取 极 值 ， 
以 (56.2) 代 入 (56. 1), 


pe 


2 *[f9€uN ,| 
=z PIE) -2 jode 
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54 f fetapa tat- p 
Ü 
t e1eo[ 1602(a$ — o?) — 2A (a? — p?)*] 


"ell 16g (at p*y — Alat — ph)! Mo?) 
=x [a (e -可 os)+e co( 本 ze 一 二 o7) 
4 1 
+ $0 —g92"À )] 
Bf J BURIAL pr 2J/20; 20 $3 2J/2e, — 0, Bn 
_2 8 2 1 4 z 
(4 $22) ($a $39 27 0, 


($ -ieik «($0 一 号 cx je =0. 
对 el 和 cs ME RENKAD Ul, JeULIGBCE BUUCR ITI 
的 条 件 是 系数 行列 式 为 零 ， 由 此 解 得 本 征 值 41， 这 样 解 出 的 和 有 
两 个 , 其 中 较 小 的 一 个 是 5.7841/a?， 取 这 个 A, 得 到 
cafcl 一 0.6381a2。 
这 样 , 近似 本 征 值 和 近似 本 征 函数 是 
A=5,7841, w-[a?(a?-- o?) --0. 638(a? — p?)?]1/1.638. 
跟 严格 解 比较 ,近似 本 征 值 5.7841 M ACT PER AE GERA 5.7831, 淮 
确 到 10-?%。 至 于 本 征 函数 的 比较 见 下 表 


pla | $1; | 0.2 | €3 |' 904 9.5 
XE CU GERA NE | 0. 987a* | 0.94541 | 0. 8790s m 0.677a* 

, » TEES 
严格 本 征 函 数 EX | 0.943a* nu 0. 783a« | 0.671a* 
a 

pja | 0.6 | 0.7 | 9.8 | 0.9 | 1.0 


XC fL IAE | 0.55081 0. 412a« | 0.2700% DM | 0 
FHEAR | 0. 545a: EX | 0.27001 | o. 183 | 0 
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读者 可 以 看 到 , 用 (56. 2) 那 祥 简 单 的 尝试 函数 , 得 到 的 近似 解 
是 相当 准确 的 ,本 征 倩 的 准确 程度 更 是 优 于 本 征 函 数 的 准确 程度 。 
本 征 值 的 准确 庭 优 于 本 征 邱 数 的 准确 度 , 这 是 变 分 法 的 特点 。 

ZAR SEC C56. 2) 是 待定 常数 cl 和 cz 的 线性 函数 。 这 并 不 是 
必须 的 ， 堂 试 函 数 完全 可 以 选取 
为 待定 常数 的 非 线 性 函数 。 

如 果 边 界 的 形状 比较 复杂 ， 
变 分 法 更 能 显示 优越 性 。 例 如 , 边 
界 是 西 休 根 切 的 贺 +y a= 
0 $nz*—ar4gy*-0( 107), R 
ZIE 2875 FEX ALTRI RR EE P RE 
HHR. dán Hp 
法 ,对 于 第 一 类 齐 次 边界 条 件 , 只 
要 选取 


uls, y) — (x? - y? —a?) (a^ —ax- y) f Ge, y) 
形式 的 尝试 函数 就 能 满足 边界 条 件 ,， Xp fa DIAREE UK 
的 灵活 性 。 


8 57， 模拟 法 


我 们 知道 ， 有 许多 物理 本 质 完全 不 同 的 物理 问题 ,“ 荐 译 ” 成 
数学 问题 竞 是 一 栏 的 ,就 是 说 , 在 数学 上 表示 为 同一 个 定 解 问题 。 
因此 , 为 了 研究 某 个 物理 问题 而 求解 相应 的 定 解 问题 时 ,完全 可 以 
用 另 一 个 物理 问题 的 实验 研究 来 代替 定 解 问题 的 求解 ,例如 ,研究 
茜 个 不 规则 形状 的 物体 里 的 稳定 温度 分 布 问题 ， 在 数学 上 这 是 拉 
普 拉 斯 方程 的 边 值 问 题 。 由 于 物体 形状 不 规则 ， 这 个 边 值 问题 的 
六 履 解 很 国 淮 。 考 虑 到 静电 场 或 稳 恒 电流 场 中 的 电势 也 遵守 拉 普 
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拉 斯 方程 ,对 相应 的 静电 场 或 稳 生 电流 场 进 行 实验 研究 ,测定 场 中 
各 处 的 电 状 ， 也 就 解决 了 稳定 温度 场 中 的 温度 分 布 。 这 就 是 用 静 
电场 或 稳 恒 电 该 场 模 氢 稳定 温度 场 ,或 者 说 ,用 静电 场 或 稳 便 电流 
场 作 拉 普 拉 斯 方程 的 物理 模型 。 

物理 模型 并 不 限于 电学 的 模型 ， 但 电学 的 测量 比较 方便 而 崔 
确 ,所 以 电学 的 模型 是 常用 的 。 


$58. IRSE 


XORCBDSUDE , CSIRO UT CR ALS ORCI TE Um 
LEE 5 RI ER CR 8 TE AR d ERRERA BARAA UB 
公式 ,还 是 可 以 说 定 解 问题 已 经 解 出 。 其 实 ,不 少 实际 工作 需要 的 
正 是 这 种 数值 表 。 

这 里 对 有 限 痉 分 法 作 简 略 的 介绍 。 有 限 差 分 法 的 基本 报 念 是 
用 差 商 代替 微 商 。 

导数 或 叫 微 商 


im pim SEEDY) 


dx ba ,= &2a70 
是 无 限 小 的 微分 Jim ^y 除 以 无 限 小 的 微分 Jim Ax 的 商 。 它 
可 以 近似 为 

dy Maeti) yC » 

dis ru z= E (58.1) 
即 有 限 小 的 差分 Ay 除 以 有 限 小 的 差分 Ae 的 商 , XX (EXER 
按照 同样 的 想法 , 导数 y^ 还 可 近似 为 

deu, ML EAE), (58. 2) 


* 489 + 


dy Ay — y(rr Az)—gy(x— Az) ; 
BL mera eue 


近似 式 (58, 1) 和 (58.2) 相 当 于 把 泰勒 级 数 
g(z 十 AD 一 gz 十 (Az)3 F3) yen, 


pa-r) =y) - Cry! vett 
截断 于 (Az)8 项 , I8 CA)? 项 以 及 更 商 需 次 的 项 全 部 略 去 .(58. 3) 
则 相当 于 把 泰勒 级 数 

gG Az) -gG— Ax) -2(Ar)y HAr)? e 
截断 于 2CAzx)y Xi, T8 (Azx)? 项 以 及 更 高 割 次 的 项 全 部 略 去 。 因 
Jt, (58.3) 的 截断 误差 小 于 (58.1) 和 (58. 2), 

二 阶 导 数 可 近似 为 差 商 的 差 商 ， 
diy. as 
da? Awede stas dz 


~ egea 
Ag 


z TET Lyle tAr) rg(u—A2)—24(x)]. — (58.4) 


这 相当 于 把 泰勒 级 数 
yG-r Az)-g(x— Ax) 


—2gy() + (Ax)! y" EQ TS 


截断 于 (AZ)?y M, 38CAx)* DEL. S8 8 38 De P0 3 Ae BR 

偏 导数 也 可 仿照 (58.1) 一 一 (58. 4) 近似 为 差 商 。 这 样 一 来 ， 
偏 微分 方程 就 成 了 奖 分 方程 。 

例如 ， 在 闭 曲线 C 所 围 区 域 S$ 上 (图 108) 求解 二 维 拉 普 拉 . 
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斯 方程 

Uze tty =0 Pans 
的 边 值 问题 。 用 方 格 网 覆盖 在 ry 
平面 上 , 方 格 每 边 长 8. 把 方 格 的 
结 点 坐标 记 作 (zi, y). 仿照 (58， EEF 
4)， 二 维 拉 普 拉 斯 方程 可 近似 为 |. B 108 


gii go) Eur as d)  245,9,)1 


AMEN 
LET 


go pna) uz; yu-)-2u(,,9,)] 20, 


üp 
ULE, yi) 


i Gus y) Tu Ya) PREF gitur, Y- De 


(58.5) 
就 是 说 ,zz (ETE AURIS TREE: u TEPUABAS SES EU, FE 
把 边界 线 C SIC EXC. DOS YET S... AR u dE C, 上 结 
点 型 ,的 值 可 近似 地 认为 就 等 于 wx EC ERREA M 的 值 ， 后 
者 根据 边界 条 件 是 已 知 的 。 至 于 在 8. 内 各 结 点 的 值 则 是 待 求 
的 未 知 数 。 对 于 每 一 个 这 样 的 结 点 ， 按 照 (58.5) 可 写 出 一 个 代数 
方程 。 这 样 ， 我 们 得 到 代数 方 Gg a) 
程 组 , 方程 的 个 数 等 于 5 内 结 
点 数 , 也 就 等 于 未 知 数 的 个 数 。 
用 电子 计算 机 求解 这 种 代数 方 
程 组 是 很 方便 的 。 
曾经 有 人 用 模拟 法 来 解 这 
种 代数 方程 组 。 办 法 是 用 电阻 


(CEARA, Quay) 


(9;,9,-1) 


相等 的 电阻 器 纽 成 方 格 网 (图 图 109 
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109), TR Bii B D SIRE e Ht, 流向 结 点 Yo 的 电流 的 长 数 和 为 
等 , 即 
jitjact4Actj4-90. 

按照 欧姆 定律 , 上 式 即 

VL Yr) — VT Ya) Æ 名 Zi Yr) — VE yu) 

R R 
CLEAR rY) — Vr; yu) VTi Ye J— 2E; y. ES 
pepe eed ma m 
jr 8H 
v(z;, Ja eG qs) Hoy) 


Tv yai) Fe, ys-1)j, 
跟 (58. 5) 完 全 相同 。 因 此 , 只 要 在 边界 的 结 点 加 上 已 知 的 电势 , 测 
基 区 域内 各 结 点 的 电势 ,就 解决 了 二 维 拉 普 拉 斯 方程 边 值 澡 题 。 

又 如 ,在 区 间 (0,1) 上 求解 一 维 输 运 方 程 
U, =O, .. 

de LR 29 J. AFT kE i=). FPE, BU 
fex Vp dE £ BER, 它 的 取 值 是 2,7 156(6/—0,1,2,,J). XER 
间 的 步 长 取 为 +, 即 自 变 数 t 取 值 £r (E—0,1,2,8,).. 仿照 
(58,1) 和 (58. 4), 一 维 输 运 方程 可 近似 为 


u(z;, i.) us t) 
T 


agi E 十 让 (We s £23, £1) 
I PEERS " *, 
期 
2 
u(a;, tin (1-2 u(2,, 4) 


ar e 
Hop [Luss t tulti t,)1. (58. 6) 


4 402. 


XE, REAGE TOSTBIA t b u 在 各 个 地 点 的 值 w (Ts 
ti), 代入 458.6) 的 右边 ,就 得 到 下 一 时 刻 ui 的 % 在 各 个 地 点 xL 
fti uns £u. 这样 ,从 初始 时 刻 的 德 MET totz, 不 难 依次 
递 推出 dis rm bas 各 个 时 刘 的 % 的 值 。 

但 是 ,人 们 发 现 , 时 间 上 主 的 步子 不 能 跨 得 太 大 ， 必 须 误 足 条 件 

a?r 
$ 

3S RAE— 75 38H P5 3 LE POE ICT AU CP Er LAGER YR 3E 
会 在 其 后 各 步 的 计算 中 发 挥 越 来 越 大 的 影响 ， 以 致使 算出 的 数值 
FERREL, 

偏 导 数 u 不 一 定 要 仿照 (58. D 近似 为 差 商 ， 也 可 以 仿照 
(58. 2) E 0129 2: R, 3X 8: — 8E 59 3 75 ERE OLIO 

u(z,, t) —u(xi, tai) 
T 


si (58.7) 


egit Uia G3) Un Gras be) 7 2u(24 01). 
HI 
Hi 


2 2 
Pp Uns £0 c (12, t) 


ar L. 
+ WYis £,)— —u(2;, £,). (58.8) 


AT KIETEN PR r 的 限制 。 但 是 ,知道 某 个 时 刻 ?。 

f u ERNIS v: 的 值 w(x;, ta HRE DERRAT 

一 时 肇 tar B3 ui 4; 却 必 须 把 t=1,2,3,…，J-1 的 (58,8》 

共计 J-1 个 方程 联 立 起 米 求 解 vns trgi) (9, 11s ns (Ds 

Da): 这 种 联 立 代数 方程 用 电子 计算 机 求解 还 是 很 方便 的 。 
较 好 的 近似 是 仿照 (58.3) 把 偏 导数 w 近似 为 


LAEZH Gs) NEC nap lE: t.) s 
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扑面 一 维 输 运 方程 近似 为 
uz, ciu) —u(2;, E) 
T 


ELICIT aan) EG as Eau - 24s Gaara) 
Lg Tip Tarn P TOILET SO EEE, 


式 中 u(2;, t uu HB Duns bep) tu, £21/2,7F 25, EX 
2 2 PEA 


FUE hia (1s a 0 15; agtt- -1s iu) 
= -ft) - (1-5 iG 0 t). 
(58.9) 
知道 某 个 时 刻 雪 的 x 在 各 个 地 点 zi 的 值 C #46) 后 ,必须 把 i 二 
1,2,3, ^^, J-1 的 (58.9) 共 计 J-1 个 方程 联 立 起 来 求解 LIEZ 
Ba Ea) (rt 这 联 立 代数 方程 用 电子 计算 
机 求解 是 方便 的 。 对 时 间 的 步 长 + 也 有 限制 ， BS 7) 要 席 些 ， 


eed. (58. 10) 


再 如 , 在 区 间 (0,1) 上 求解 一 维 波 动 方程 
u,, 70? u,, —0. 
把 整个 区 闻 分 为 J 个 “步子 ”, DKE E= Ries d E 
3X r. 仿照 (58. 4), 一 维 波动 方程 可 近似 为 


ult, ENE. Fux, t1) — 24(x,, t.) 
2 
T 


nat os E) + uv ta) 2u(0, 0) 

一 a ; 
sil 

Ulti t) 21-5 "(s ta) 
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SE Lert) LOENDI 1G, i-p]: 
(58.11) 
这 是 说 , 只 要 知道 菜 个 时 刻 t, 及 其 以 前 时 刻 的 % 在 各 个 地 点 sd 
值 ,代入 (58. 10) 的 右边 ,就 得 到 下 一 时 刻 z 的 w 在 各 个 地 点 zt 
BE ulen tin). HANSE r 的 限制 是 | 


ED í (58.12) ` 
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Ho ox 


一 、 拉 普 拉 斯 变换 函数 表 


X 原 cs] 数 | pod [35] 数 
1 
2 t Oi ARRO un 
» 
8 tra>—1) eB 
4 e 1 
p- ji 
5 sinet 2 
p*- ot 
6 eoswt € 
pido 
o 
7 sh of Po 
2 
8 chot rr 
9 -itzi PENES, DNE 
97^!sinot GU UE 
10 -M —RtÀ (| 
ini HG 
i ehtie Tot+1} 
pHa) tt 
1 1 
1 — 一 一 
AAA nt MD 
1 E e-ev ë 
13 i griu 
Mont | Vp 
14 Ieur AL «rie( 7—) 
vont v» Vp 
1 ; — 1 -* 
15 —— sin2v/at ep 
Va PVD 
16 2 cossy let 
M oat Vp 


Ce 
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Ka & | 


eric / at) 
a 
erie(; 7) 
ererfe(w t) 
T — eterfe( / t ) 


Ju TA 8 erf at 


JG) 
Talt) 
J (at) 

t 
eI bt) 


A"e^I,CÀt) 


PL o(n 7) 


JAGV E) 
I QNT) 


J «(a E= E-r) 
Fila 和 一 ran 
tira 
这 


Iiit=7) 


vye 
pM pta 
iee? 
p 
THE: ep 
PHN p 
1 
14V» 
pra 
F) 


1 
pci 
I [p+ im p)’ 

V pil 
ue BERG p) 
lr 
^/(p4-a) — bt f 
ivp 42Xp- GE oy 

Y prp 


oq T 
MPa 
ETP =e V FIFE 
ar 


1 —A 
as P+VI+p:) 


X | R m E * d k 


Ju Jg en E 

sit m-f Huar a EP 

cit m-[ zo de TIT 

samy zp sinradr ivy VF Ens 
cm X f eoseid E Lie 
—el(-t) mf Za lae p) 


二 、 三 角 函 数 的 正 交 关系 


$ 24 把 周期 国 数 展开 为 傅 里 叶 级 数 时 用 到 三 角 获 数 的 正 交 关 


系 (24.3) 即 

f lcos T qe—9 (+0), a) 
-i 

f lsin 7244 —0, (2) 
=f A 

f cos ERE oos T dz 一 0 (kn) . (3) 
-+ 

f sir En? oin BE quos Q (kEn), (4) 
-1 

| cog EE gin PEE au 0. (5» 
så l i 

《1) 和 (2) 可 以 直接 验证 ; 

1 kax, [L kaal lo 

NE ds | Lain i INT 

ÜogQ Z o i kuz|' | tà. 

f. sin Eras - | -二 ce 二 | = ix? 0, 
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利用 三 角 学 的 积 化 和 差 公式 
cos kaz cos tT 1 eos YE iar + oon ins 
sin ERE gin 182 Leo Lo os CEOs d ie os AX — nm, 
cos $A pip RE 于 sin EEDE ~t sinea, 
很 容易 验证 (3) 一 (5)。 例 如 ， 


f cos Eum coe dx 
-t 


Lare (knjaz 1f? (knjaz 
= an dz 十 | cop dx 


E 1 ,CEFFn)ry |]? 
BE 1 I! 


raietan] 


2(k—r}a 一 上 


lg 1 
TIa pr ERR t= =0, 


.这 就 验证 了 (3)。 同 理 可 以 验证 (4) 和 (5)。 


三 、 正 项 级 数 DoD 的 收敛 性 


$ 24 小 字 用 到 正 项 级 数 (24. 11) 即 SM Myra, kka 


k-1 


EENE- RH AERE SPRA EDT HERE, 
这 至 还 是 给 出 证 明 。 


因为 2M 是 常数 ， 我 们 只 需 证 明正 项 级 数 LI Bp 


k=) 


-4990 


lth titit tte 
Bikat RERS XO IS PUR C ) 括 起 来 ,把 第 四 项 起 的 四 
项 用 ( ) 括 起 来 ,把 第 八 项 起 的 八 项 括 起 米 ， 照 此 类 推 以 主 无 穷 。 
于 是 ,得 到 


IC x 2j (ix atha 8)+ "€ 16) 


pe RN 1 B1 23 1 +.. 
So tt 


最 后 这 个 级 数 是 公 比 为 1/2 的 几何 级 数 , 它 是 收敛 的 ,其 和 为 2。 
N 


正 项 级 数 DO LIMEN HUS Sa = 27 应 随 六 的 增 大 而 增 大 ， 


kat 


但 始终 不 超过 2, 可 见 极限 limSw 是 存在 的 ， 


irc lacet. 
bmi 


n, RERBA : 


近年 来 , 随 着 电子 设备 的 数字 化 和 集成 化 , 在 电子 技术 的 许多 
领域 里 开始 应 用 傅 里 叶 - 瓦 耳 馆 级 数 展开 。 
按照 826, 在 区 间 (0,17 上 ,余弦 函数 族 
coskzto  (k—0,1,2,-4) — (1) 
是 完整 的 。 为 了 适应 数字 式 电 子 线路 里 的 二 进 制 ,完整 函数 族 (1) 
» S00 。 


需要 修改 。 不 过 , 凡是 等 干 2 的 零 次 震 或 正 整 数 需 的 不 必修 改 。; 
.这 是 说 ,保留 
COSL, cO82z42, COANE, cos8mz, coa 16a, ea 
IRRI coskxzx 则 要 修改 。 首 先 把 6 用 二 进 制 表 出 。 例 如 二 13 
表 为 二 进 制 是 1101, Bil 
13-—1-2* -1-2*4-0-2! - 1-25, 
然后 ,根据 这 个 二 进 制 表示 1101 把 cos1l3xz 换 为 
cos (1-2? x2) cos(1-2?rz) cos (0*2!zz) cos( 1 29a). 
这 不 过 是 余弦 函数 族 (1) H ES 的 某 些 函 数 的 线性 组 合 。 事 实 
E 利用 三 角 学 的 积 化 和 差 公式 ， 


cos8zzcos4mzcosma-- i cosl12zz-i cos4mz)coszx 
一 去 cog12xzcosmz 二 y oosimacosnz 


= 地 cos 13n7 + 六 cos ilag eos Srg 4 T oossara. 
这 样 , 完整 函数 族 (1) 修 改 为 
n=l 
TeosGh2rnz) (k=0,1,2, =), ` (2) 
*&-0 
3b I EERTE, k, 是 天 用 二 进 制 表 出 的 27 位 的 数值 , 即 
k-k,.27 dk, ,2"3- Bk" Beeck2!EQ2Q. —— (3) 
其 实 , (2) 不 过 是 (1) 的 重新 组 合 。 函 数 族 (2) 当 然 岂 是 完整 的 。 
为 了 适应 二 进 制 只 有 0 和 1 两 个 数字 ,对 函数 族 (2) 再 进行 修 


政 。 这 次 修改 是 把 正 的 数值 一 律 换 成 +1， 把 负 的 数值 一 律 换 成 
2 国 数 族 (27 就 改 为 


m-I 
TIsgnteos(,2742)] — (&—0,1,2, +), (4) 
*-0 
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sgn 是 特 号 函数 的 记号 ， 

1 (x0), 

1 (z«0). (5) 
FREE CA) RRR UREE, defe wal(z)， k 是 它 的 序 
数 ， 


$sgn(2)— 2 


m=] 
wal, (=)= [Ẹ[sgnCcos(k,2"xs)], (6) 
8-9 


k, 是 站 的 二 进 制 表示 的 2 位 的 数值 ， 见 (3)。 图 110 描画 了 前 八 
个 瓦 耳 希 国 数 。 在 区 间 (0,1) 上 的 零点 个 数 丛 是 序数 ko 


wal, (x) Cals(a) 


wal; d—— L——1-— Salı (æ) 
vab (9 eae) 
vatur —E- [14:599 
wals oC 十 一 于 十 三 一 ~ Sal; Cx) 
vt O EFE E Ere suo 


图 ij 

以 上 只 是 在 区 间 (0，1) 上 给 出 瓦 耳 希 函 数 的 定义 。 一 般 就 使 
这 作为 一 个 周期 癌 整个 zx 辅 延 拓 。 

三 角 函 数 族 (1) 中 各 个 函数 的 零点 都 是 以 等 距离 排 列 的 。 如 
Rz 代表 时 间 , 则 区 间 [0,1) 上 的 零点 个 数 之 半 对 应 于 频率 。 瓦 耳 
项 图 数 的 零点 并 不 一 定 以 等 距离 排列 《参看 图 110 的 wals Ca) 和 
wale(zx) 两 图 )， 因 而 区 疗 [L0,1) 上 零点 个 数 之 半 不 宜 叫 作 频 率 ,一 
般 把 它 改 称 为 列 素 。 
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3p, H8 EROE Sa PISA" cdd, (UA EZB HUY ESSE 
瓦 耳 希 函数 是 奇 函 数 ， 序 数 为 偶数 的 瓦 耳 希 函数 是 偶 函 数 。 通 
常 又 把 奇 的 和 侦 的 瓦 耳 项 函数 分 别 记 作 Sal) 和 Cal (a), i 是 
列 率 , 它 等 于 &/2( 如 天 是 偶数 ) 或 作 十 1)/2( 如 大 是 奇数 )。 

瓦 耳 希 函 数 在 区 间 (0,1) 上 是 互 相 正 交 的 ， 


| wal, Ga)wal,Co)da-—0 (ktn). 《7) 
下 耳 希 国 数 是 规 一 化 的 ,就 是 说 , 模 等 于 1， | 
f vati co asa. (8) 


瓦 卫 希 国 数 族 (4 是 完整 的 ， 可 用 来 作为 基本 函数 族 把 区 间 
《0,1) 上 的 函数 f Co) 展开 为 级 数 


f(t) = awal, le). (9) 
k= 


利用 正 交 关系 (7) 和 规 一 化 条 件 (8), 可 求 得 (9) 的 系数 
a, [fcowat.co do. a0) 


ORR I EE eti DI YE LI ETT 
2 E MESES IURE T 
TERARI ARTERE i PENES EIOS 
Wb. RTA. MARA RE cos Qt 的 振幅 被 调制 ,调制 
圆 频率 为 ， 调 制 波 可 记 作 coswtcos Qt， 利用 三 角 函 数 的 积 化 
HAR, 
cosoicos Qt => cos (9 o) cos (Q —co)t. 


3X FE, 调制 波 包 含 两 种 陨 频 率 , HO +o 20 — o, 它们 分 别 在 载波 
AARAA, Hi, ZAARRA S VR AIO E. IL 
到 希 函 数 的 调制 与 此 不 同 。 序 数 为 K 的 瓦 耳 荐 函数 walx(z) 受 到 
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序数 为 上 RE ER AC wals(o) 的 调制 ,可 以 证 明 
wal(x)walefo) - wal,s«(x), (11) 
Mr ECOK JE — bI HAAS E 5s K B3" 2 那 法 ”所 谓 “ 模 2 如 法 ” 
J& 2 BAER, HI 0CD0 —0, QOCD1-—1, 1001-0. ok, Uodduk 
JETR FUB DERE, m JE FU EXE. Ale KETA IR 
调制 只 给 出 单 边 带 ,有 利于 压缩 了 边 带宽 度 。 
现在 用 例子 证 明 (11) 式 。 为 了 简单 , 必 和 天 取 较 小 的 数值 , 例 
ipk-3,K-—6. Hj-upmlxui,k—011,X 110, HJ 
3 一 0,22 二 1.21 十 1.20， 621-2?.-1-2!-- 0.2), 
这 样 ， 
^  wals(2) —sgn[cos(0-4zz)cos(1*2zz)cos (1«22)1, 
wals(a) -sgn[ cos(1-4nz«)cos(1-2z2)cos (0*2) ], 
EE D 
wal;(r)wals(z) -sgn[cos( 4x1)cos? ($us) eo Orb), 
XXX EDT EE 011--110—121. (RE, sgncos?(2z2) m1, MpANE 
去 不 写 ,从 而 
wal4(x)walg(z) 2sgn(cos(4xz)cos(z)], 
这 正 对 应 于 “ 模 2 加 法 ” 0110110—101. — df AS 101 是 二 进 制 
的 5， 所 以 


wals(z)wals(Qr) —walsCa). 


五 、 变 分 法 初步 


(—) iH 

质点 沿 着 光滑 轨道 9=y(《w) MA B ECRIRE B 111), Bos 
Pg 
-504° 


Lil 


B 1 3 
a Ee EE 

如 选取 另 一 条 轨道 ， 从 4 到 也 所 需 时 间 。 4 
J 即 随 之 而 异 、 这 样 ， 时 间 y 取决 于 整 el 
个 轨道 的 形状 。 这 是 说 ,了 不 是 取决 于 9 
的 值 , 而 是 取决 于 函数 关系 y=y(z). 

一 般 地 说 ,一 个 变数 J, 其 值 取决 于 
函数 关系 y(z)， 就 叫 作 函数 y(z) 的 泛 。 上 
B.E JUI]. mon 

(二 ) 变 分 问题 

试 考察 所 谓 捷 线 问题 , 即 选取 适当 的 轨道 y=y(w) 使 质点 从 4 
自由 下 滑 到 也 所 需 时 间 最 短 。 这 就 是 泛 函 


B 4 L.23 
J[g(2)]— | ‘YEE E : r6 
SEEN o 


TEBARSIRTEIRIREPRIUSEZRMENS. EERE DPEURTSA 
(EE. Hingi DFEN EARE, BoE MRE, CE PUR US 
原理 等 ,都 是 变 分 原理 。 变 分 法 在 量子 力学 中 也 有 很 重要 的 应 用 。 

国 数 (如 果 定 义 在 财 区 域 上 ， 且 是 连续 的 ?的 极 值 问题 总 是 有 
解 的 。 变 分 问题 的 解 却 未 必 存 在 。 不 过 ,在 实际 问题 中 ,常常 从 问 
题 的 提 法 就 可 断定 是 否 有 解 。 

研究 变 分 问题 欧 方 法 可 以 归纳 为 两 大 类 型 。 一 类 叫 作 直 接 
法 ,直接 研究 质 提 出 的 变 分 问题 。 另 一 类 叫 作 间 接 法 , 把 变 分 问题 
转化 为 微分 方程 (所 谓 欧 勒 方程 ) 的 求解 。 

(=) 瑞 利 - 里 兹 方法 

这 是 一 种 直接 法 。 

取 完 整 函 数 族 pl), ple) n. BRAH PAN 个 p(2) 来 
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表示 y), 

y()— fP 993 056257. Cn) (1) 
其 中 erene es 是 待定 参数 。 于 是 ， 泛 函 了 成 为 cl cz cn 的 
ETAR”, 按照 求解 多 元 函数 极 值 间 题 的 方法 可 决定 cb 02 n, 
€, 的 值 。 

但 是 ， 这 样 求 出 的 泛 函 极 值 只 是 就 (1) 这 种 类 型 的 冰 数 而 言 
的 , 它 还 不 是 真正 的 极 值 。 所 以 ,这 样 求 出 的 解 最 多 只 能 说 是 近似 
KE, AIIE ya) ER n 越 大 则 近似 程度 越 高 , 从 而 问题 的 解 应 
当 是 

yx) = limy, Ge). (2) 
不 过 , OO BR B £e 7E mak. Urat pe e, ETF YOERRE, 
都 还 是 问题 。 和 而 且 , 在 实际 计算 中 , 真 去 计算 ylx) EA noo 而 
取 极 限 , 往 往 很 麻烦 。 一 般 就 目 于 求 得 近似 解 加 (zx)， 

如 果 函 数 族 pile) pr) … 选 得 适当 ,并 且 (1) 的 尝试 函数 f 
也 选 得 适当 ， 常 常 能 够 很 简便 地 求 得 近似 程 底 很 高 的 和解 。 如 尖 选 
得 不 适当 ,所 得 解 可 能 跟 严 格 解 相差 很 远 。 至 于 怎样 选 才 适当 ,并 
无 一 定 方法 可 循 , 从 能 从 问题 的 各 方面 加 以 考虑 ,并 结合 经 验 加 以 
判断 。 

(m) 欧 勒 方程 

这 里 推导 变 分 问题 的 解 必须 满足 的 必要 条 件 一 一 欧 勒 方程 。 
欧 勒 方程 是 微分 方程 , 变 分 问题 转化 为 求解 微分 方程 。 

先 研 究 最 简单 的 情况 。 设 谤 函 J 只 依赖 于 单个 自 变 数 x*， 单 


个 函数 gz) 及 其 导数 y Go, Un 

J'y G1 [Fs v.a am， (3) 
REFIT p y 都 是 二 次 连续 可 导 ，? 的 二 阶 导数 BEE 
续 的 。 
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Fu 


AM. ve 


设想 函数 y(z) 稍 有 变动 , 变 为 y 十 5y( 这 里 R10]: 2 
分 ), 泛 函 (3) 的 值 也 随 之 而 变 ,变动 的 大 小 是 


JIy--9y1-JL]- f "CFC, y+6y, y +y) -F(a y, Y ds 
~f’ E a per he. 
EXCERURHRUE REC Ro CREE NH 2 SD. Ted 


aty- f Eart Eoy ae. (9) 
” 设 变 分 问题 有 解 l 
-yG). | (5) 


设想 y 从 解 (5) 稍 稍 变动 到 den 并 把 变 分 sy(w) 改 记 作 en(a), 
Ab e 是 一 个 小 的 参数 ,=0 对 应 于 解 (5)。 于 是 , 泛 函 JEg 4- en] 
成 为 参数 。 的 函数 。 了 既然。=0 对 应 于 解 , 由 函数 极 值 必要 条 件 知 
| =0, 


PL] 

Hn 

EREN k= 0. v (6) 

上 式 左边 跟 变 分 & 开 纪 只 相差 一 个 乘 数 ， 所 以 解 (5) 必 须 满足 的 必 

要 条 件 (6) 正 是 6[ 站 =0， 即 

E [Sor Sor Je- (7) 

在 (7) 的 积分 号 下 既 有 dy, 又 有 6y' 。 利 用 分 部 积分 法 ， 可 以 
使 积分 号 下 只 出 现 S, 这 就 是 所 谓 拉 格 朗 日 变换 ; 


aF ^2F d 
í3 CELERE TE 


zal- rd 


这 样 ,必要 条 件 (7) 成 为 
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f [3 -42 Iz dc+| 3 2 ze 


在 简单 的 变 分 问题 中 , 变 分 6g (EAR ELE POSCIT ER. 110, 不 论 

BEERE JE IOE Y EAR, POE DEOR SE A A mus B), Rm 
yi, 70, y| ,-, —0. 

RUE 


ar. H _ 


上 式 对 任意 的 ôy > fn 


3F d/93FV 
?*, E nh (8) 


这 就 是 最 简单 情况 下 的 欧 勒 方程 。 
”用 布 阿 , 雷 丝 变换 代替 拉 格 朗 日 变换 ,还 可 以 在 放宽 的 条 件 下 
导出 欧 勒 方程 , 这 里 不 拟 论述 。 
例如 接线 问题 , 即 变 分 问题 
af TEES uuo. 
dci iau 相应 的 欧 勤 方程 是 
CAU ds A mu 
这 个 微分 方程 不 显 含 mw 因而 可 以 分 离 变数 ,只 要 以 nk 
C ew dr 
XC pa, SR yt y), 得 


dy _ y'dy 
29 lty? 0 
在 边沿 项 分 别 积分 ,加 以 整理 
Fm 2e —Y 
* y 
Liu Vydy =de. 
V/2e, —y 
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两 边 分 别 积分 , MARM, 


z= AE +o arocos > pes, 


武 中 eR e HEUTE. i 


yc, en 
— e -c sinf te. 


SEM OLEO, 积分 常数 可 利用 端点 条 件 《 即 轨道 通过 端点 本 和 


DHE, 


UTI IRITI TIGE EREHE. LL. 
如 下 。 
(1) 泛 函 取决 于 4G RI z(e) 两 个 函数 的 情况 。 变 分 问题 
öf Fs,g, a suse 


的 欧 勒 方程 是 


$-- 9 $5 0. (9) . 
(2) i£ IBRHT. y Co). 及 其 高 阶 导 数 的 情况 。 例 如 变 分 问题 
af Fy, y, g", y" dr=0 


的 欧 勒 方程 是 
oF d oF d'9F d^ oF 


3y dr dy de 37 77 
(3) 泛 函 取决 于 多 元 函数 wz 9) 的 情况 。 变 分 问题 
e[[Fc. Yru, t, u, dady--0 


=:0, (10) 


HREJE 
I 23 22F 
EE Et E " — up 
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CE) 阶 加 条 件 下 的 变 分 问题 
有 些 变 分 问题 还 带 有 附加 条 件 。 
如 用 直接 法 解 这 类 问题 , 选取 尝试 函数 时 , 应 当 注意 使 它 满足 


所 提出 的 附加 条 件 。 
如 用 欧 革 方程 解 这 类 问题 , 可 以 仿照 消 数 的 条 件 自 值 问题 , 运 
用 拉 格 朗 日 乘 子 法 。 


例如 ,由 线 y=y(z) 的 两 端 是 定点 4 和 B, 且 有 定 长 1。 这 曲线 的 形状 应 
当 怎 样 才 使 图 112 fro d MERE 04BD 的 曾 积 最 大 ? : 
而 积 y FRAZA 


J[y(z)]— fyz. 


这 mu RI x: Bit. FE d PFE IC ER IIS 
KE-AGRT UN 


K[y() =|VIFy den], 
TALIS FEBR ELI D, 我 们 应 求解 " 


RE 
i 
z 
E 


iv] A — —— — aie 


QrF---- 


ELE) THK MBIA ARS, 这 极 值 问 是 AS 
(oiu: 1 Jz RAS 
PETI 34 Ày) 一 LA -2 VIFT + iy) 0, 
" dH VF s 
m | ; dax lty A. 
Jipya Tieten 

从 上 式 “ 解 出 ?9”， 

Re sn 

dz Vi- (Are): ^ 
DEDE CI P 


| gem VT eto. 
RUE, 加 以 整理 ， 
5 六 


JH?) 2A Gore Mp + (hot oD) =0, 
这 是 财产 。 式 中 参数 cu,c; 和 和 4 可 由 端点 条 促 和 “等 周 条 件 ”|VITy dx= 
2 确定 。 | 


六 、 正 交 曲 线 坐 标 系 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 


有 不 少 问题 ,由 于 边界 的 形状 ， 不 宜 采用 直角 和 坐标 系 ,而 应 采 . 
用 球 坐 标 系 或 柱 坐 标 系 等 正 交 曲线 坐标 系 。 


在 许 
A- 2x 和 E 


AH EE ER o POI HR UNTRA ERAN TR ERE 
线 坐 标 表 示 出 来 。 

“ 正 交 曲线 坐标 系 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 "在 物理 系 商 等 数学 教 林 - 
中 是 有 的 。 但 为 了 方便 读者 ,这 里 还 症 给 出 简单 的 论述 。 

(—) HFRS A ATIRE 

以 gga2y 93 表示 正 交 曲线 坐标 
TLUACANOS z—2(d, d» d); 
di—4:(2,9 2), - y 7309432; 

s—4s(2, y, 2); z= 2(Q0 do. ga) 
两 点 具有 相同 的 g: 和 gs 而 gi 相差 微量 dq 则 两 点 间 的 距离 
(day)? = (dx)? + (dy)? + (d2)? 


[E ES v. 
这 可 改写 为 c 


AR, 两 点 具有 相同 的 gs 和 gl 而 gs 相 益 微量 d 则 两 点 间距 离 . 
5il» 


2x \“ ay M 22 M 
stas mE GE QD. © 


两 点 具有 相同 的 gi 和 gs 而 43 相差 微量 dqs, HEPR ERA 


ds; = Hsdgs, ANEDE DETE «() geo 


Hy, Hs 和 Ho 叫 作 度 规 系数 。 
这 样 , 标量 函数 gg2,4s) 的 梯度 vede qi 增长 方向 的 分 
(u)cI- qx Bi 
wasae V= ae 
(viso p Re | (4) 


TUB ACRERIR Agog) 取 一 个 微小 六 面体 ， 它 由 9 
dit dqis qo qditdqo qs，qs 十 dqs 六 个 曲面 转 成 (图 113)， 这 大 
个 微小 曲面 不 妨 当 作 平 济 。 由 于 曲线 坐标 qi, qo 9 是 正 交 的 ,不妨 
.把 图 未 的 微小 六 面体 妆 作 平行 六 面体 。 现 在 计算 从 这 个 六 面体 发 
出 的 通 量 (流量 )。 先 考虑 qd 各 如 十 dq 两 面 , 净 发 出 的 通 量 
— (A,H4H3) | praa dd2dqs — (AH 3) V, dqudqs 
ae AHH dg didis 


同 理 ， 通 过 gs 和 4 十 dq 也 面 赚 发 出 


[TT ate" 
qz 
wm TIEN " A 
B 


通过 gs 和 qur dq: 两 而 净 发 出 的 通 量 dg, 
等 于 113 
56-CA H,H da dqodas. 
ds 


把 三 者 相 加 ,得 到 总 的 通 量 , 再 除 以 平行 六 面体 的 体积 
. 512» 


~ 


H, HH vdqydo;dqs pieds HANE, RD E 


MES H Xi, EAEAN S— GE HSA) Vae. CIS. As) 


+H) | (5* 
拉 普 拉 斯 算 符 作用 于 标量 函数 wx(2， d» ERU: 
数 的 梯度 Vw BO ERE Ve (Vu), 所 1 以 ， 
AEN: [2 H,H. 20, 2 (H,H, 2u 

HH, HH; 2qi H, En Aq, H, 9q4 | 

H,H, e | 

*x( EEA 2gs I (6) 

EFE 0,9, 2 CURES 114， 不 妨 形象 地 称 之 为 “投影 - 


距离 "“ 方 位 角 ” 和 “高 度 ”)， 
X- 06089, 
rmn 
Z=. 
很 容易 按 (1) 一 一 (3) 算 出 
H,=1, H,=p, H,=1. 
e $13» 


其 实 ,这 岂可 以 从 图 115 站 接着 出 。 
于 是 , HERR (4) ——(0) 0890, EER 
标 系 中 ， 


(ya) = 
V.A= 广 5 (pA4,) -- 


1292 ou 12?u Zy 
i an b e 


从 柱 坐 标 系 取消 z 这 个 坐标 就 得 到 平面 极 坐 标 系 。 所 以 在 平面 航 
坐标 系 中 ， 


12?«a 
MEX pig? 
P 9p apr 
应 用 于 球 坐 标 ?, 0 p( 参 看 图 116, 不 妨 形 象 地 称 之 为 “距离 ?、 


“天 顶 角 ”和 “方位 角 ”)， 


z—r8inÓcosg, 
y7T5inÜsing, 


z—rfcosÜ. 
很 容易 按 (1) 一 (3) RU 
H,—-1, H,—v, H,-—rsinO. 
其 实 , 这 岂可 以 从 图 117 直接 看 出 。 于 是 ,按照 (4) 一 一 (6) 得 到 


在 球 坐 标 系 中 ， 


(Vu) =, (Ya) L, (qw). - 


1 Ju 
rsing 


TEETE 
VIE 并 并 A) trigg Arein) 413 sin A x A, 


acc (099), Santi) t 
(9) 
(—) Bibi ERHEIS T IR SIE 
拉 普 拉 斯 算 符 对 矢量 困 数 和 (gl, 92,43) 可 利用 矢量 分 析 公式 
VX(VxA)-V(V«A) —AA 
«515 5 


Bp 


AA-VV(V-A)- VX(o4A).— (10) p 

而 逆 接 得 出 。 但 这 旺 霸 要 先 写 出 旋 诬 的 表 Hen 
到 一 个 微小 四 边 形 ABCD, EER 

沿 qi 增长 方向 ， 四 边 分 别 是 go qz 十 dq2; o gas 

d» gs 十 ggs( 图 118)。 这 四 个 边 不 妨 当 作 直线 。 

现在 计算 矢量 4 沿 ABCD 的 “环流 " 量 。 沿 48 段 和 CD 段 算得 

CAH) a dq2— (Ha) eas da 

| 一 一 5 CH Maias 

is BOR DA 段 算得 

(AH) 


A 


1 Fady JN " 


dqs— (AH) | dqs = al dgsdis. 
7; e . 


qgr*dg, 


把 两 者 相 加, 得 到 沿 回 路 ABCD 的 “环流 ? 量 ， 再 除 以 四 边 形 的 面 
P H:Hdpdg 就 得 到 qur 平面 上 每 单位 面积 的 环流 量 ， 即 旋 底 
的 分 量 
(xA =al CA,H$,) — 3e Ato) . 
Fi, : 
a 
x 

(VxA)s E AL LU -32 Ch) | 
.把 (107 应 用 于 柱 坐 标 系 , 得 l 

(AA), = AA, -高 2 


VA o gll 


3 
icu en ao 


2.94, 
p* 2g 
— A 4 2,24 
(AA), A4, 4 25-17 ar) 
(^A),- AA,. 
^ 516* 


把 (10) 应 用 于 球 举 标 系 ,得 


| Ado 8e -2 94 
(44),— AA, z? A,— 1? sinÓ am S desint) T? sinB dm” 
CAA) AA,— mi 2 29A, . 2cosÓ 24, 


Fgh 7? 98  risin!8 Jp’ a» 


EM JA, 2cosÜ 24, 
(AA),7: A4, Aut 7? sinü 2p T! sin*Q 2p" 


七 、 岂 个 定 积分 公式 


(—) f; e" de— / 7/2 


这 里 计算 定 积分 
1= f ede, 
CETER 
I= Ka. f 
FIRR, 


pa [ em asas. 


积分 区 域 是 zy 平面 的 第 一 象限 。 村 
p $0 e, Wl 


2 » » n 
1 SE 

r i -9* E » = 2 

ze pdp 1j. ^d(p?) 
二 到 | o» "X 
i Al j L- 4 


f. -a EE: 


ERRAR H, 
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一 n —201s*,g. 过 ~ T nas 
{二 ) e e?*dco 一 一- 一- 
一 oo a 


8 38 2 用 到 这 个 定 积分 公式 , 证明 如 下 。 
ERARI ATE ARAR ETE), 


Hear | e^! e do 


dI ”op IN EROR 
dB zr e Se do = 6 ef odo 


-区 和 ee， 
右边 分 部 积分 ， 
uc. A eec Bo e 
aj "E 4 a 
yÊ i Q7 9e fe z=: £ 
vé fe edo J^. 


上 式 可 看 作 1(B) 的 微分 方程 ,其 解 是 
I(g)- Cert, 
Hh C ERDRE . 
为 决定 积分 常数 2, 以 有 =0 代入 上 式 ， 
e-10)-[. «7 "do 


一 oa)= 2 [eau 


利用 定 积分 公式 (一 ), 得 C=M77/a， Fits 


e-emdo S E amiet, 
J. a 

= 1 "e ibet —ikat iker E i. 
(=) qu ae 一 io eit] dk d idka 


eL [6(r—at )—8€r at]. 


$38 Bl 6 用 到 这 个 定 积分 公式 ,证 明 恕 下。 . 
先 看 第 一 部 分 


EE 1 one snp didis. 


OBSS GEH RUD, 蒜 坐 标 系 的 极 轴 取 在 7 的 方向 , 则 
i ker —Lbrcos0, 


而 积分 的 体积 元 为 singdtdbd9[ 参 看 附录 六 :的 图 117, 该 图 的 
fk Rye k] FE 


Lud. 1 f“ z 3 2 
.= inl ul, Lat e k?sin0dkd0dg 


=f f Leitoreitrcosid( ibr cosb dk 
km0 (eo T d i 
1 l'an eitreosene 

Oor ZK A 
-Z zl B Pe len Mi: 
SEN 第 二 部 分 


lL 一 一 i». | hat -ikat o "rakkab; . 
HE SRE: D ~ikirtai) pikir ~at) 
=F zl le E ie, 

在 上 式 右边 令 k=-K, 则 


hex t 


= zs | a —1)dK 


-0 


=} zl e7 Romeo ikete MR 
定 积 分 跟 积分 变数 无 关 , EX KAIKE H 6, 


* 5i9 * 


= 二 直人 1 | T EnS i 


2z 
两 部 分 相 加 ， 
- at r * -iékir-at), ,pik(tr+ag) I" 
HEU : a. te e Mi. 


~ =n 


&19.5),569- À- [^ erdo: LT edo, IVA. 


F+ 1,7 [ó(r—at) —8(r +at)]. 


itar etn)ettrdk deads 


-oo- 


ER exile etta: E G 


"i án? E (ettet e-tre )e "dk dd, 


=3 4 [3(7 一 at) 一 5(r 二 at)] i: 


Ft g 2I(2L-2)(20—4)--64 0-2. O 
(五 ) [- sin 0d0= CTI GI) 


这 里 计算 定 积分 
Din = fi sinzeao, 


EUELA 
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s af! 
.hin= [7 sint0singdo = S { - sinagd(cosg)。 
non OE T à vo ue 
分 部 积分 ,得 
s/2 io zi sí2- 
| Rlasa—[—8in?' nn" +f cosüd sin ?'0:- f cosĝdsin? ð 

= ("Cost )21 sin ?718cosb40 = 21 ^" cos'0sin 1'7t6d8 
=21 (^ a sint6)sin*t i646 —21 fi sim "tede 

-a[^ sin ?"1640— zif si n? 71846 2H aune . 


这 就 是 说 ， | 
; (20 41)7454,, = 2l 


从 而 
照 这 样 类 推 下 去 ， 
21(21—2) z 
hine zm =i DE -7 


21(21 —2)(20 —4) -6-4-2 
=A 12i —1)(20 -3)--7-5-3 


而 五 是 容易 计算 的 : 
s/2 1/2 
i =f sinddó- [— cos0)" =1. 


I, 


Bt. 


«n 21(21 —2)(21 — 4)--6-4.2 
201040 — 
f; sin” tede =a Yl -3)-- 78-3" 


八 、 高 斯 函数 和 误 林 函数 
为 计算 高 斯 函数 (2// 亏 )8 ”的 数值 ， 可 利用 它 的 考 克 劳 种 


* 3219% 


2 -3* . 2 MELLE 2 1 i 
——e =i- 1g +g = zx 十 一 他 


为 计算 误差 函数 Jio sie Su MORE 
TEX US MIC 然后 逐 项 积分 , 即 


这 样 算出 的 数值 早已 列 成 了 表格 。 ED DRE IRN i WIR BE: 
天 ”和 “误差 函数 表 ”。 


| 1.1284 | 0.90090 


0.1 1.1172 lo, 11246 1.1 0.3365 | 0.88021 
1 


2.1 90.0137 | 0.99702 
2.2 ] 0.0089 [0.998314 
2.8 | 0.0057 |0.99886 
2.4 | 0.0036 [0.99931 
2.8 | 9.0022 i 0.99959 


9.2 1.0841 1.2 ] 0.2673 
9.3 1.0313 1.3 | 9.2082 
0.4 j 0.9615 1.4 | 9.1589 
9.5 | 0.8788 1.5 | 9.1189 


0.6 | o.7872 | 


1.6 i 0.0872 | 0.97635 9.0013 |o. 99976 
0.7 [0.6913 1.7 | 0.0627 |0.98379 0. 99987. 
0.8 [| 0.5950 1.8 | 0.0442 [0.98909 0.09004 [9.922392 
0.9 $ 0,5020 1.9 6.0305 | 0.99279 0.0003 | 9. 99596. 
2.0 


0.4151 」 0. 84270 0.0001 10.99998 


1.00000 


九 、 欧 勒 型 常 微分 方程 
GER... t 
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ariy" 4 bzy' +ey=0 
其 中 6,b,c 是 常数 , 叫 作 欧 勒 型 常 微 分 方程 。 


a) 


这 种 常 微分 方程 的 解法 ， 在 高 等 数学 里 是 有 的 。 为 了 方便 读 


者 ， 这 里 也 说 一 说 。 
把 自 变数 从 z y EM 
$-e!, t= In4, 
LE i 
à ž dt 1 


ply d(ldyy dg, 
9 Sde dae dt) 0x di 


把 (4) 和 (C5) 代入 (1)， 
at P (b— aX Leg 0. 


(Ge . 常 系数 二 阶 常 微 分 方程， —— M 


cT. MiA 28938 EE C 41. 7530 
[ |O(41.8)18 2— x1 发 散 


(2) 
(3) 


(4) 


勒 让 德 方程 的 级 数 解 (41,.7) 和 (4 DE 2 -E1 分 别 成 为 


yn( 土 1)= Eu, 


L Qk—2—0D(26—4— D (7 piena ED: “U +2k- =, 
k ee k) v 


i 


(1) 


. $25 » 


Webs 300 


_ (2 一 1-0D(GE— = D+. E28) 


(2)' 
这 里 要 证 明 级 数 (1) 和 (2) 是 发 散 的 ， 而 且 勒 让 德 方程 的 任 一 个 钙 
都 不 可 能 在 z 二 一 1 和 z= 十 1 有 限 。 
学 过 高 斯 判别 法 的 读者 可 阅读 本 附录 的 (一 )( 三 )。 没 有 学 过 
高 斯 判别 法 的 读者 可 阅读 本 附录 的 (二 )( 三 )。 
(一 ) 用 高 类 判别 法 证 明 级 数 发 散 
高 斯 判别 法 “ 正 项 级 数 之 ,we, 如 果 li [us /wrt| 二 1， 则 比值 


AAGAARD. 可 把 前 后 邻 项 之 比 表 为 


À 
=1+7 +7 F (3) 


"3 


Kb p>1 而 e, 是 有 界 的 ， 
各 常数 4 之 1， 则 级 数 


级 数 (1) 和 (2) 的 比较 后 的 项 (比较 大 的 项 ) 具 有 相同 的 符号 。 
可 作 正 项 级 数 看 待 。 现 在 对 它们 应 用 正 项 级 数 的 高 斯 判别 法 。 
SO, 


i-i f GELD EH) 站 (十 中 十 1) ___4k?+6k+2 
ON QEE2)2b41) FIU FI 


21 EFI) 
ator Wt DD 


1 ,7+1)(1+1/k) 
1+ 


1,1[ KI+DO+1/k} 
beue rom] 


dier 


je 5245 


这 已 是 (3) 的 形式 ,其 中 A=. 根据 高 斯 判别 法 , EORR o 
再 看 (2)， 
-i/QEEL DOS IE 2) -+ 上 2) 4E? 106 
eed (2b-p3)(2k.-2) — a FeE-Q—1X1Y2 
=14 tU- DU42) 
tke? 6k (1—1)0 42) € sd 
e Q—1)U +11 +1/k} 
tita E RN TET | 
E (L—- 1) GE FE 1)0 +1i/k) 
ity Pru (一 | 
这 已 是 (3) 的 形式 ,其 中 4=1， 根据 高 斯 判别 法 , 级 数 是 发 散 的 -: 
《二 ) 直接 证 明 级 数 发 艇 — 
先 证 明 另 外 一 个 级 数 
| 1 
ie Xu Zi2'9in8 ihi e 


[UITIUM TIS 23 11. PES 项 的 部 分 和 


z= 1 A N LIU zl 
8.7533 Sin3* "gina 


是 图 119 中 那些 矩形 面积 的 和 ， 它 显然 大 于 用 锋线 标明 的 那 块 面 


“全 32530 


guEWTPUr. 
(^ 1 qr=| 1 de = 信和 := 


a xlnx 1 inz x Jj. hw bn(lnz)|， 


z1nln(n4-1)— min? 


pi. 
S. nIn(n 1) — in1n2. 


lim $,2 co. 


s20 


这 就 是 说 ,级 数 (4) 发 散 。 
现在 拿 级 数 (1) 的 相 邻 两 项 的 比 w/t RA (4) me 
Ji (b wif, 作 一 比较 , 看 哪 一 个 大 。 为 此 , 进行 如 下 计算 : 
wa 1,1 


Ur Wu We 


(2k — D)(2k-- E 1) 
=> r+ (k+1)mŒ+1)— —kin& 


4k?+ 26-131) P 
= r In (& i um kink 


fa HOT) E 
-| A +) klnk 


Drm- t 
=kin (k41) — kn APEN In(k4-1) 


kl 51) 
n^ zk i UD. (5) 


ARR, REFRENA JE RE tz 8 e Sc S WER 
数 是 否 收敛 . 主要 看 后 面 的 无 限 个 项 , 也 就 是 只 要 若 重 考察 6 很 人 
的 项 。 因 此 , 在 上 趟 右边 令 kb. 第 二 项 的 metio, 但 分 
母 2028 十 1) 也 oo 并 且 它 的 增长 比 m+) 快 得 多 , 所 以 第 二 
项 >0.( 或 者 ,把 它 当 作 00, 应 用 罗 毕 达 法 则 网 定 其 极限 , 也 得 
52&* 


出 疗 一 结论 。) 深 于 第 一 项 的 第 一 个 因子 之 eo， 第 二 个 因子 >In 
1=0, 而 0+0 不 能 确定 。 为 此 ,把 第 一 项 改写 。 令 b=1/x, 则 


kl i Eo ima). 
把 infl x) Ji OU SE EMI 
H k-- I... — —Ó — 2 =)= 5 了 — stt 
kmg ze Ls pda zi ror . 
b oo(R a0), kb Tl. 一 和 + 站 一 god 
这 样 ,对 于 大 的 , (5) 式 给 出 
wa 1 01 2159 Buen d1, 
M. Uy o Wy ’ VQ Wert We 
亦 即 x 
Berle Wiri, 
£ Us. : We 


这 是 说 ,对 于 比较 大 的 k, 级 数 (1) 的 各 项 比 级 数 (4) 的 对 应 的 项 增 
长 得 快 。 栈 然 级 数 (4) 发 散 ,级 数 (1) 当 然 是 发 散 的 。 
用 完全 类 似 的 办 法 可 以 证 明 级 数 (2) 发 散 。 
(=) 勤 让 德 方程 的 解 不 可 能 在 *= +1 和 zw= 一 1 有 限 
土 面 已 证 其 勤 让 德 方程 的 级 数 解 golw) 和 a) 在 z= 土 
发 散 。 那 么 ,是 五 可 能 存在 某 个 在 z= 士 1 为 有 限 的 解 呢 ? 事 实 上 ， 
8$ 42 习题 5 就 是 求 勒 让 德 方程 在 zx= 二 1 为 有 限 的 解 ， 不 过 这 个 解 
在 z= 一 1 是 发 散 的 。 . . 
假定 有 一 个 解 y(z) 在 x= m 和 z= i EARE. y) .总 
FRA yM NR MER 
yla) =C Coge) + Om). . (6) 
注意 ,如 各 把 z 一 律 换 为 一 2, 勒 让 德 方 称 并 不 改变 。 这 是 说 ，(6) 
- 式 右边 的 了 如 换 为 一 x、 
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yi>) =C —2) FC, C72), (y 
仍然 是 勒 让 德 方程 的 解 ， 并 且 也 在 w= 十 1 和 z= —1 4S uT 
2 go SERI yi C) JE E E. CT) PE PICS 28 

yl — 2) —Cayi( 2) — C un) (8) 
BER CO) dC) JE LE YERE e= 二 1 和 Y= 一 1 为 有 限 的 解 ， 
它们 的 和 即 2Cogo(xz)， 以 及 它们 的 差 即 2C yi (o) pz 24 o S VE GR 
方程 在 z= 十 1 和 2Y 三 一 1 为 有 上限 的 解 。 但 是 ,上 面 已 证 明 gon 
mG) 在 sl 发 散 ， 由 此 可 网“ 有 一 个 解 y(w) 在 x= 一 1 和 
一 十 为 有 限 " 的 良 定 不 能 成 立 。 


十 一 、 师 斯 基 行 列 式 


WE an C) TI 2 C) A6 — BR f 6 5 P 
y" A pGny tg)y=0 a» 
的 两 个 线性 独立 解 , 则 行列 式 
acu [o vas -yuG)nG)-q Gs) (2) 
叫 作 微分 方程 (1) 的 朗 斯 基 行 列 式 。 
不 必 求 解 微 分 方程 (1) 就 能 写 出 方程 (1) 的 朗 斯 基 行 列 式 。 率 
Si E, BEAR gin go 是 方程 (1) 的 解 ,自然 有 
py 70, (3) 
y3 py t Qya— 0. (4* 
以 gi 遍 科 (4) 的 每 一 项 ,以 y 遍 乘 (3) 的 每 一 项 ,两 者 相 减 ， 
Gnyz 939) + nh gs ~— yi) =0, 


in 
ee (8) 


用 dw/A 383 (551) 59 — X, i "TUA, 
"528 > 


a Mu ROS + [peas 70. 


| AG) 
”由 此 得 


AG) hue I0, (6) 
只 要 求 得 微分 方程 (1) 的 一 个 特 解 yy(%), SE REURUB B3 T 
列 式 求 出 线性 独立 的 第 二 个 特 解 nla). 事实 上 ， 
d 2)= qus — vida 一 = Mx) 
yi 


day; yi 
”把 上 式 两 过 分 别 积 分 , 得 到 从 yi 求 纪 的 公式 
"s A(x} , 3 
| i-o o 
SAO RAO), ELS 
Qr -1 “ 
y= nfe " a . (8) 


现在 利用 (8) 来 证 明 (42, 14)， 癌 题 是 这 样 的 : 在 正则 奇 点 xo 
欧 邻 域 上 ,已 就 判定 方程 较 大 的 根 s1 求 得 (42. 3) 形 式 的 解 
glaw) - (2— 29) "LEA to 为 中 心 的 某 个 泰勒 级 数 ]。 
出 于 判定 方程 两 根 之 关 8 一 8 一 为 整数 ,未 能 求 出 (42.3) 形 式 的 
第 二 个 解 。 既 然 已 经 求 得 一 个 特 解 y(w)， 当 然 可 以 利用 (8) 把 第 
二 个 解 找 出 来 。 事 实 上 ， 由 于 正则 奇 点 vo 是 ple) 的 不 高 于 一 阶 
的 极点 ， 
p) — p.,Gr—2a9) HE xo 为 中 心 的 泰勒 级 数 ， 
[pedo o pin i) FEL rs colt RR Ric, HA 
AU ENT MERE AE" zo 为 中 心 ” 几 个 字 。 这 样 ， 
CIL - e^ Iia meth (gag Y' "OR SRNC, 
eT br s Y tie. 


529 e 
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判定 方程 是 sCs 一 1) 十 sap- 十 q-2=0, Bf s*— (19.5 9-5—0,. 
可 见 6$43-1—95. Bt, i 


0 泰勒 级 孝 ] 


二 (4 一 x0) DEMOS. 


了 既然 判定 方程 两 根 之 差 尺 是 整数 ,上 式 一 般 应 有 a-r) 0X, E 
这 项 特别 写 出 来 ， 
PL Aaa) Ha- s) ERW], 


fe -frl mdna) T G—2)^ Us MAS 1. 
TE, 按 
yix) =y Cs} Ain (a~r) + e r "LAE RC] 


= Ayiln lx — so) + EXT E 
此 二 了 
这 就 证 明 (42, 14})。 


十 二 、 勒 让 德 多 项 式 


Pix) Apu S ui —1y 


3 与! 


[CEP MER 
-3c —U'sp-E» (dXX — 


_1.3.5… Dfa- U1) pe- 
ü 2(21—1) 


IL-1)0—2)0—3) i ,.. 
TRaGI-DQ-3)" t 


Pi(1)=1, |P st. 


*,530 *. 


reum 0, EM 


B2 CARPA 
YN D2 
REN 


MIX I 


Pol%) 一 1 
Pi(z) =x = cos 


Pa(z) 3 a? -1)- d Gcos20--1) 
Pi(#) = (e — 32) 1(5cos30+ 80080) 
Pile) = (35st — 30r? +3 Š d (35cos48 4-20008204-9) 
Ps(x) = Ho —7053 152) 
—13 Ts (63cos 58 +35c0830 -- 30cog 0) 


: Pala) = 231a 315x+ 二 105x2 一 5) 
e. S319 


+532» 


7 gj; (23109860 12600548 10500826 --50). 


十 三 、 缔 合 勒 让 德 函 数 


PIO) - i T nr 


-aray Lam)! pn 
P Tla) = (Xm! f(x) 


p — (1-2?) - sing 
Pila) =3(1~2?) te= 3 sin20 
2(2) 2:3(1—2?) =$ (1—c020) 
Pj(3) = (1a? t52? —1) = (sin0+ 5sin30) 
PS(z) ==15(1 一 2 )z= 卫 (cosb 一 cos39) 
Pi) -150—2 六 = 区 (swing 一 sin 30) 
ERO -ia-e (723 —8x) 
— S Coen 20 A Tein 49) 
Pi PaT) 
— 1S (8 -- 400820 — 7 00540) 
P3) -105(1—22)ix- 19 (2sin 28 sin40) 


P1(z) »105(1—2?)! = =E 3- dcos20 + cos40). 


TE REFER 


z | Jy | J (x) | x [745 | J u(x) | z | re HT 


0.00 |4-1.000 | 0.000 
0.10 | 十 0.998 | 十 0.050 || 4.30 | 一 0.389 |—0.103 || 8.10 |--0.148 


0.22 | 十 0.990 1--9.100 || 4.20 | 一 0.377 |—0.139 | 8.20 |+0.122 
9.30 |4-0.978 |--0.148 || 4.30 | 一 0.361 [—0.172 || 8.30 | 上 0,086 
0.46 | 十 0.960 [+0.196 || 4,40 1—0.342 | 一 0.203 上 8.40 |--0, 089 
9.50 |4-0.938 |+0.242 | 4.50 | 一 0.321 1 一 0.231 | 8.50 |+0.042 
9.60 {+0,912 |4-0.287 j 
0,70 [40.881 |--0.329 
0,80 14-0.846 ]--0.369 
9.90 |4-0.808 |--0. 1:6 
1.00 |4-0.765 |4-0.140 


4.60 |-—0.296 一 0.257 | 8.60 | 十 0.015 
4.70 | 一 0.269 上 一 0.279 ji 3.70 |=0.013 
8.80 |2- 0.039 
8.90 |—0.065 
9.00 |— 0.090 


4.80 | 一 0.240 | 一 0.299 
4.90 1—0,210 [-0.315 
5.00 |—0.178 1—0.328 


-10 |4-0.720 |4- 0, 471 
3.20 ]|-0.110 1—0.343 
8,30 | 一 0.076 | 一 0.346 
5.40 |—0.041 一 0.345 
5.59 1 一 0.007 1—0.341 


9,29 |—0.137 


:20 |4-0.671 j 79.498 
9.30 [— 9.158 


i 
1 
1.30 |4-0.629 |4-0,522 
1.4 4-0.567 ]4-0.542 
1.50 |4-0.512 |4-0. 558 


$5.10 |—0.114 am 9.10 |-0.114 
40 |—0.177 
$9 [70.194 


1.60 14-0.458 | 十 0.570 || 5,60  [4-0.027 | — 9. 234 | 9.60 | 0.209 
1.70 ]|4-0.398 |4-0,878 j 3.70 | 十 0.060 |--0.324 $ 9.70 |—.222 
1.80 14-0.340 |--0:582 | 5.80 f--9.092 | 一 0.311 [| 9.80 1— 0.232 
1.99 ]-0.282 |4-0,581 | 5.90 ].-0.122 |—0.295 i] 9.90 |— 0.240 
2 


.00 i4-0.224 | 十 0.577 || 6.00 |+0.151 | 一 0.277 110.00 |— 0.246 


2.10 | 十 0.167 | 十 0.568 
2.20 |4-0,110 1 十 0.536 
z 


6 4-0.177 1—0.255 [10.10 |-- 0.219 
6. 
-30 |4-0.056 ]-+0.540 || 6. 
6 
6 


0 

20 140.202 |--0.233 |10.20 |— 0.250 
: 30 140.224 | —9.203 (10.30 (~ 0.248 
:2.40 ]4-0.002 |4-0.520 40 
32.50 [0.048 ]--0. 497 0 


十 0.243 |-—- 90.182 1110.40 1— 0.243 
--0.280 |—0.154 |[10. 50 | 一 0.237 


:2.60 1-— 0.097 1-0. 471 
2.70 [—0.142 |4-0. 442 


6.60 ]--0.274 |— 0.125 !|10. 60 1— 0.228 
6.70 [+0.285 |—9.095 [10.70 | 0.216 
:2.80 | 一 0.185 |--0.410 | 6.80 |+0.293 | 一 0.065 H10.80 | — 0.203 
2.90 |—0.224]4-0.375 || 6.90 14-0.298 [~0.035 |10.90 |— 9.188 
:33.00 |~0.260 | 上 +0.339 | 7.00 ]4-0.300 j—0.005 [111.00 |= 0.171 


3.160 |-—0.292 14-0.301 | 2.10 ]4-0.299 14-0.025 [111.10 |— 0.153 
3.20 |—0.320 [4-0.261 || 7.20 (4-0.295 [4-0.054 ||11. 20 |-- 0.133 
3.30 [—0.344 [4-0.221 || 7.30 14-0.288 [4-0.083 [11.30 1— 9.112 
3.40 | 一 0.364 |--0.179 || 7.40  [4-0.279 |--0. 110 | 11. 40 d- 0.090 
3.50 |—0.380 [4-0.3137 || 7.50 4-0.286 [+0.135 {11.50 |— 0.068 


33.60 1—0.:92 | 十 0.095 H 7.60 [4-0.252 | 十 0.159 1111.60 1— 0.045 
3.70 | 一 0.399 |--0.051 || 7.70 1+0.235 ]--0. A81 [Hi.70 | 20.021 
3.80 | 一 50.403 |--0.013 || 7.89 f+0.215 (+0.201 DES 一 0.002 
3.90 |—0.4021—9.027. H ?.90 | +0.194 |--0.219 ||i1.90 |-1-0.025 
4.00 | 一 0 397 |—0.066 || 8.00 |+0.172 |--0.235 pew 4-0.048 


T 3 1 

a | ox Hee sm on | E jure] ZI 

1 | z4048 | 0.6191 | 3.85317 | 6 | 18.0711 | 0.1877 | 19.6159 
2 | 5.5200 | 0.3403 | zase 7 | 21.2116 | 0.1733. | 22. 7601 
3 #. 6537 0.2715 | 10.1735 į $ 24.3335 0,1617 25.9037 
4 | 11.7915 | 0.2328 | 13.3237 | a | nae) oiz: | 23.0103 
5 14.9309 0. 2065 l 30.6348 | 0.1442 32. 1497 


Ji fé Jo(42 /J,€3) =s dz PAR 


h j | t EA | EA | E | E | Te 
0,0 0.0009 3.8317 7.0156 10.1726 13.3237 | 16,4706 
0.01 0.1412 3.8343 7.0170 10.1745 13.3244 16.4712 
9.02 9.1925 3.8369 7.0184 10.1754 13,3252 18. 4718 
0.03 9.2814 3.8421 7.0213 10.1774 13.3267 16. 4731 
0.06 0.3438 3.8473 7.0211 10.1704 13.3232 16. 4743 
9.08 0.3953 .8525 7.0270 10.1818 13.3297 16,4753 
9.16 0.4417 .8577 7.0298 10.1533 13.2312 16. 4767 
0.15 0.5376 .8706 7.0368 10.1822 13.3549 16. 4797 
0.20 9.61706 .8835 7.0440 19.1921 13.3387 16. 4828 
0.30 6. 7465 7.0582 10.2029 18.516% 16. 4838 


0.40 0.8516 
9.50 | 0.9438 
0.60 | 1.0184 
0.70 | 1.0873 


.9844 .7.0723 10.2127 
.9594 7.0864 10.2223 
.9841 7,1004 10.2322 
.0035 7.1143 10.2119 


13.3537 | 16.4949 
13.3611 16, 5010 
13.3686 | 16.5070. 
33.3761 16, 5131 


Rot 0 0 o o D ow ow 
to 
- 
e 
= 


0.80 | *.1499 | 4.0325 | 7.1282.| 10.2519 | 13.3835 | 16.5191 
0.95 , 1.2048 | 4.0562 | 7.1421 | 10.2618 | i3.3910 | 16.5251 
1.0 1.2558 | 4.0798 | 7.1568 | 10.2710 | 13.3984 | 16.5312 
1.6 1.4569 | 4.1902 | 7.2223 | 19.5188 | 13.4353] 19.5612 
2.0 1.5994 | 4.2910 | 7.2884 | 10.2658 | 13.4719 | 16.5910 
3.0 1.7387 | 4.4634 | 7.4103 | 10.4566 | 13.514324] 16.6499 
4.0 1.9081 | 4.6018 | 7.5201 | 10.5423 | 13.6125 | 16.7073 
5.0 1.9898 | 4.7131 | 7.6177 | 10.6223 | 13.6786 | 16.7630 
6.0 2.0490 | 4.8033 | 7.7039 | 10.6964 | 13.7414 | 16.8168 
7.0 2.0997 | 4.8772 | 7.7797 | 10.7646 | 13.8008] 16.8684 
8.0 2.1286 | 4.9384 | 7.8464 | 10.8271] 13.8566] 16.9179 
9.0 2.1566 | 4.9897 | 7.9051 | 10.8842 | 13.9090 | 16.5650 

30.0 2.1708 | 5.0232. | 7.9569 | 10.9362] 13.9580 | 17.0099 
15.0 2.2599. | 5.1778 | 8.1422 |. 11.1867 | 14.1576 | 17.2008 
20.0 2.2880 | 5.2568 | 8.2534 | 11.2677] 14.2983] 17.3442 
30.0 2.95681 | 5.s4:0 | 8.3771 | 11.4221 | 14.4748 | 17.5348 
40.0 2.8455 | 5.3846 | 8.4432 |. 11.5081] 14.5774 | 17.6508 
50.0 2.3572 | 5.4112 | 8.4840 | 11.5621! 14.6483 | 17.7272 
60.0 2.3651 | 5.4291 | 8.5116 | 11.5990] 14.6889 | 17.7807 
80.0 2.9750 | 5.4916 | 8.5466 | 11.6461 | 14.7475 | 17.8502 
100.0 2.3809 | 5.4632 | 8.5678 | 11.6747 | 14.7834 | 17.8931 
co 2.4048 | 5.5201 | 8.6537 | 11.7915 | 14.9309 | 18.0711 
` 十 五 、 诺 埃 田 函数 
在 数学 理论 中 , 定义 诺 埃 盟 函数 
N.G) MA E2) eos sv — Ja) 2 
- sinzy 
EIE. > 为 整数 办 有 时， 


N.G) = lim N,(z) = lim PECOIS 


Te 


J Gr) cosay—J_ (2) 


sinay 
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T 


运用 罗 毕 达 法 则 ， 
MIENNE UNO) | 
TOR Da | a) 


本 ns (—1) EA v*2k TE ' 
XA MoE arrer N) 的 一 般 项 ， 对 ， 求 
导数 ， 
2 (—1)* [3 ied ` 
Sare rD z) ] 
ares "i-em 
(kt P GO-TET1)2 2 T(y+k+1) 
4 v—» We onis )HER RETE P8307) XX, 


dures. 
n (—1)* EA mt2k 
— ku m-HE) ( 2) 


I»$-( (bep SO ] 
其 中 C 为 欧 勒 常数 
心 536， 


te 


zz i 1 .. d. s zz ..» 
C- lin (1 + t$ nk)=0.577216 。 


2J, (—1)* zy" 
9» |. Dx 
| a 1 1 


e o ] 


EDD. ( Lpp Ne, 
-mmt tr ta c 
Etb dep, k=r-m nemke, M 


C E [n2 40 ] 


2 Gr ur. {1 pe HX £ “. 02) | 
BER J-e) 
Lee X s E: p | 
- ed q3c-p5( )t- 9 P" 
ME 
tS T Y ipio 名 $) ” 


利用 公式 ODI AR Do Y1)2»PG), 


-A 


-537 + 


J. (a) ^ Sina. Mas S Leroa) crta 


2-0 


(—1» yotin 
tX ?十 1) 3) ° 


仿照 上 面 对 » 求 导 ， 
H- uc e 


十 (一 D (n -n— EE 


ri n 2 
2 《一 Ja e 1 H 1 a. mtis 
+5 hi(n—m)! un € tK) < 8) 
以 (27 和 (3) 代 入 (1), 得 
二 :2 £ 
N.G)— 2a. nf LC ) 
LAS "(nn 1)! 529 
po u eee (e) 
1 n f M 
AREI (1+4 det "Ta i) 


e NN A \ E 一 以 十 2 
«(rez HJ) i 


Jo(2) No(kz) — Nolak) = 0 的 前 五 个 根 


Te 


3: n 7014 31. 4126 47.1217 62. 8304 78.5385 
1.5 6.2702 12. 5598 18. 8451 25.1294 31.4133 
2.0 3.1230 ,| 6.2734 9, 4132 12. 5614 15. 7040 
2.5 2.0732: 4,1773 6. 2754 8.3717 10.4672 
3.0 1.5485 3.1291 4. 7038 6. 2767 7. $487 
3.8 1.2339 2.5002 3. 7608 5. 0196 6.2776 


1.0244 2.0809 $.1322 4.1816 .5. 2301 


«538 
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十 六 、 成 案 量 汉 克 函数 


Kr) 


Ko) 


2.4271 
1. 7527 
1.3725 
1. 1145 
0.9244 
0.7775 
0.6605 
0,5653 


0.0111 
0.0099 
0.0089 
0.0079 
0.0071 
0.0063 
0. 0056 
0,0051 


2.2 | 0.0893 | 0.1079 || 4.2 | 0.0089 
2.8 | 0.0791 | 0.0950 | .4.3 | 0.0080 
2.4 | 0.0702 | 0.0837 | 4.4]| 0.0071 
2.5 | 0.0623 | 0.0739 || 4.5 | 0.0064 
0.0554 | 0.0653 0.0057 
0.0492 | 0.0577 0.0051 
0.0438 | 0.0511 9.0046 


2.1. | 0.1208 | 0.1227 | 4.1] 0.0095 


0.9 | 0.4867 2.9 | 0.0390 | 0.0453 || 4.9 | 0.0041 | 0.0045 
1.0 | 0.4210 3.0 | 0.0347 | 0.0402 || 5.0 | 0.0037 | 0.0040 
1.1 | 0.3656 3.1 [0.0310 | 0.0356 || 5.1] 0.0032 | 0.0036 
1.2 $ 0.2185 3.23 | 0.0276 | 0.05316 || 5.2] 9.0230 | 0.0032 
1.3 | 0.2782 3.3 | 0.0246 | 0.0281 || 5.3 | 0.0027 | 9. 029 
1.4 | 0.2437 5.4 | 0.0220 | 8.0250 || 5.4 | 0.0024 | 0.0026 
1.5 | 0.2138 3.5 | 0.0196 | 0.0222 | 3.5 | 0.0021 | 0.0023 
1.6 | 0.1889 3.6 | 0.0175 Í 0.0198 || 5.€ | 0.0019 | 0.0021 
1.7 | 0.1655 3.7 | 0.0156 | 0.09176 || 5.2 1 0.0017 | 0.0019 
1.8 | 0.1459 3.8 | 0.0140 | 0.0157 || 5.8 | 0.0015 | 0.0017 
1.9 | 0.1288 3.9 [0.0125 | 0.0140 || 5.9 | 0.0014 | 0.0015 
2.0 | 0.1199 4.0 | 0.0112 | 0.0125 |. 6.0 | 0.0012 | 0,9012 
十 七 、 厄 密 多 项 式 
y' —22y 4 A 0 (一 <z<co) (1) 
| fta $7; 33. 
“0 二 0 JE ku 7; EEUU HA. Æ zo=0 的 邻 域 上 的 级 数 解 是 
yC) = coyor) resi Co), (2) 


e. 539 + 


=4 Zida (Ad A (4524-7 A) 


yo(r)- l+ TR ct n4 4 十 … 小 ait e, 
{2n)1 m 
so Ri a to p EE Dn 372 au, 
(2n--1): 
EU RDE RON ERA. 


如 4 为 4 的 倍数 ， 则 加 () 退 化 为 二 1 次 多 项 式 。 如 1 " f 


数 但 不 是 4 的 倍数 , 则 yi C) 退化 为 i^ 次 多 项 式 。 用 适当 的 常 


数 乘 这 些 多 项 式 使 最 高 才 项 成 为 (2x)", 就 叫 作 厄 密 多 项 式 ， 记 作 
HG). 
于 A=0, H H= 


A=2; H,—2z. 

4 一 4， H;-—a4zx?—2. 

A26, H;-82*—12x. 

Az-8, H,—162* — 48x? -12. 

4 一 10， H,—3225—160z? --120z. 
A212, H: = 64x85 — 480x* --720x — 120. 


E V (4,2) — e?" 在 加 =0 的 邻 域 上 是 解析 的 ,可 在 如 = 和 
的 邻 域 上 展开 为 窗 勒 级 数 


V (t,2) zuo (4) 


现在 来 证 明 (4) 式 里 的 H(z) 正 是 厄 密 多 项 式 。 事 实 上 , 容易 验证 
V (1,2) 


aw 
3-HV, 
+ 2(t—2)W —0. 
HERODIS 


E 


SH, wE — = 52. Oa 


2-0 


. 5409. 


Ed 


S LG E21) 3 28H a) -— 
EGER HS RITEN, 得 | 
HC) —nH,., (2), (5) 
H, e} 2x H,(Cx) + 2nH, 4(x) —9. (6) 
POREH ARY n1, 
H.(2) — 22H „i(a) +2(n-1)H (2) 9-0. 

利用 (5) 把 上 式 改写 为 

HG) 223: HG) 2081) gr ym 一 0， 
再 利用 (5 进一步 改写 ， 

HG) - HG) + Hi) 0, 
这 正 是 厄 密 方程 (1)。 挡 密 方程 的 多 项 式 解 只 能 是 厄 密 多 项 式 ,最 
多 相差 某 个 常数 因子 。 色 具体 验算 ,得 知 并 不 盖 常 数 因子 。 (4) 里 
的 HOMERS HR. AA 
W (t, g) =e? 
Tii nf Jedes 40 o REPE. 
(6) 式 是 毛 密 多 项 式 的 递 推 公式 。 


BEAR LH C2) e V Cs c B AUR TER EG AUR 


Hwe) -cavevme (7) 


_ 上 式 利用 了 $ 9 习题 1， 这 就 是 尼 密 多 项 式 的 微分 表示 起。 
厄 密 方程 (1) 可 改写 为 斯 特 姆 - 刘 维 型 
zi e u) + Ae7ty co (— co «ite oo), (8) 
dE 2S MERE 20 a CE ERARUS. DWD Rn 
e 541° 


式 在 区 间 一 “<zx<ce LNRIREe UIS, 
上 HG) H.(x)e7"de-0 (m+n). (9) 


Ed XA HG) 的 机 ,可 借助 微分 表示 式 〈7) 并 累 次 分 部 积 
分 测算 得 ， 


Ni=[ mao [eamm (10) 


根据 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问题 的 性 质 @[ 见 8 43]， 在 区 间 — oo 
«co E. DAE SE Y DX o Me A EROS, 可 把 函数 f(x) 展开 为 


f(x)= T f.H.G), 
LES! 


| e 
fnm). FAs)e "dz. 
CA. BARI 
常 微分 方程 
zy + (lz)y+Ay=0 (Quero) bh 
OEE Direk 


vo-0 是 拉 盖 尔 方 程 的 正则 奇 点。 在 zo=0 及 英名 者 上 为 有 
限 的 级 数 解 是 


yla) 一 | V s Ape LM no A) +e 


CO Ades | 
3 ne zt | (2) 


”级 数 的 收 和 化 半径 为 无 限 大 。 
如 4 为 整数 , 解 y 退化 为 4 次 多 项 式 。 用 适当 的 常数 乘 这 
些 多 项 式 使 最 高 宕 项 成 为 (一 "0)", SL fp de I. dale 
L,(a). 
. 542 


T A70, 4 D$ -1. 
414=1, L(x)=~—%+1, 
A=2, L(g) = 一 +12. 
4 一 3， Lle) = —a*-4-92*— 18x46. 
4 一 4 Fale) = =g — 1623 +722? — 962-1 24. 
À-—5, L;(x)- —a5-4-25z*-—200z? 十 600z2 一 — 6002 + 120. 


函数 V 2) = 在 = 0 的 邻 域 上 是 解析 的 ， 可 在 
to 一 0 Hae AO aE 


e =at t 


V(t,x)- SL, OE L- (3) 


2-0 


现存 来 证 明 (3) 式 里 的 LG) BEI 3. 既然 (3) 式 里 的 
STO v, x) yd SERE S 系数 , 那 就 有 


NL (4) 


ex 
上 式 利用 了 8 9 习题 2， pe ee 
行 了 。 令 
zz, 
容易 验证 ,z 满足 
az t (z—n)2-90. 
上 式 对 7? 求 导 4 十 1 次 ， : 
azt + Got 1) 2011 4- (s 4 1)2l 0, 
这 是 说 ，% 三 z0 满足 
aw’ + læt + (ntu. 
EROR, FARER x(x) =e L(x), 得 L(x) 所 满足 的 方程 
aL'+(1—w)L’ +nL=0, 
. S543 v 


这 正 是 拉 盖 尔 方程 (1)。 拉 盖 尔 方程 的 多 项 式 解 只 能 是 拉 益 尔 多 
项 式 ， 最 多 相差 某 个 常数 因子 。 经 具体 验算 ， 得 知 并 不 差 常数 因 
- 子 。(3) 和 (4) 里 的 Lle) 确 是 拉 盖 尔 多 项 式 。 国 数 


e si/da-) 
V(1,2)-— 


—ít 
ep 
(4) 式 是 拉 盖 尔 多 项 式 的 微分 表示 式 。 
拉 盖 条 方程 (17? 可 改写 为 斯 特 姆 - 刘 维 型 
ieu e aetuuo (0x oo), (5) 
作为 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 什 问题 的 正 交 关系 43, 9) HER ER 
多 项 式 在 区 间 (crcr ERE e7* 正 交 ， 


[2.coL.Goe-*dr- 0 Qnem. (6) 
拉 盖 尔 多 项 式 的 模 ,可 借助 微分 表示 式 〈4) 并 累 次 分 部 积分 而 
算得 ， 
Ni = [ ILa) ets Quy. (7) 
根 独 斯 特 姆 - 刘 维 本 征 值 问 题 的 性 质 @[ 见 $ 43]， 在 区 间 One 
< 上 ,以 拉 善 尔 多 项 式 为 基本 函数 族 , 可 把 函数 ORIFA 


fG)- 31.1.) 
(83) 
f, = (nt el. f(x)L, (x)e- *da. i 


tA, EREXSIU 
按照 26, 区 间 0<0<7 上 的 函数 fb) 可 以 展开 为 侍 里 叶 侠 


EU 
«544 * 


m —— -一 一- 一 - 


won 
2k-o; P 
ag. f(0)cosk6d0, 8,— uo. 
这 是 说 , 在 区 间 (0, e) E, RIER - 
© eoskó (k=0;1,2,) (2) 
是 完整 的 。 作 代 换 AUS | 
z= cos0, (3) 


和 完整 函数 族 (2) 中 的 每 一 个 都 成 为 UI 的 多 项 式 ， ce omm 
夫 多 项 式 , 记 作 了 (xz)， 
T,(x)-coskó— cos(karecosz)(b—0,1,2,-). — (4) 
[338 , 按照 8 26, 区间 00x 人 
MESE. 


Koza, sin k0, 
| (5} 


b, =Żf f(0) sin k6d0. 


这 是 说 , 在 区 间 (0, r) ERARI 
| sinkó (k—1,2,,«) 6» 
是 完整 的 。 作 代 换 (3), 完整 函数 族 (6) 的 每 一 个 作为 的 函数 , 则 
作 第 二 类 车 贝 雪夫 多 项 式 , 记 作 ZTCo)， 
U,(x)- sinkl — sin(barccosz)(k—1,2,3, +) (7y 
IA, T, GORRU,GOHB 且 体 表达 式 是 怎样 的 呢 ? 
P (2) + $U, (a) — coskó + isin X0 — e/** — (e**)* 
— (coBÓ0 + isin0)* — (z -- iA/1—23)*, 
把 右边 用 二 项 式 定 理 展开 ,比较 两 边 的 实 部 和 虚 部 ,得 
«545 © 


T.) SC D* cs rs a! atn 
(= 之 (2n)! (k— 2n)! i 


| (b=)/2 h (8) 
U- 2, (一 Ti (pump em n 


nat 


x Qa) gti, 
其 实 ,还 可 以 利用 递 推 公式 把 奈 贝 当 夫 多 项 式 依 次 推算 出 来 。 

三 角 学 的 和 差 化 积 公式 , 

a A E 

'sin(5-- 1)0 -- sin (£—1)8 — 2cos0 sin £O. 
正 是 车 贝 雪夫 多 项 式 的 递 推 公式 

Em —2zT,Q)—T, (2), 

U, (æ) 2xU, x) —U,., (x). 
ER, ToC) — 1, T. (2) — co80 25 U (x) — sin8 —/1—3a?, Ule) 
= sin20—2z/1—2^, FE ie XE ACC) BUR EL BLUT RE: 
Ty (x)71, 


(9) 


T, (+)=%, U (x) - 1—2, 

T. (2) —22* —1, Ux) 2 1—2?25, 

TéG)-453—3s O Uka)-A1—2 (4i? —1), 

Plx) —8z*—8x^ 4-1, U,(z) =I (81° — 42), 

P(x) —16x*— 2025 +57, Us(z) 2/1—z) (162! —12x?--1) 

Tele) —3225— 482^ U (a) - /1— 3 (3235 — 8215-62). 
T1823? —1. 


由 函数 族 (2) 在 区 间 (0,x) 上 的 正 交 关 系 | sostbeosnbd8 =0 


(En) ,以 及 函数 族 (6) 在 区 间 (0, 妆 上 的 正 交 关 系 | im lbsin n9d9 


= 一 0G8s#9)， 立 刻 得 迪 车 中 雪 夫 多 项 式 在 区 间 ( 一 1 十 1) 上 带 权重 
。5A6。 


1/v 1-2 ER, 
+i k dz - 
i T,G)T,. (n TI Qe». 


j 000. TEs=0 
-1 : m sve i-a? 
Ei AREER CO HEU ERMAR [Coon c6) 40 — 28, MREZE 


MIB 9 s [Com 6*0 — e, 立刻 得 出 车 贝 雪夫 多 项 式 的 
楼 的 平方 的 公式 | | 


ti » dx 
NETS, LT 


| (UG) T c. 


1E BEHARGERUSURJE AR, (1) 和 传 蜂 叶 正 张 级 数 展 开 公式 
CON ACE ERES EXE DIES 


iu v 

2 pH dr 
Or =al, fGYT,G) Ta; 
uk z zr), 


£P GU G) 7r 


RIER y= cos £0 MEZAK y — sin E0 W E K 2 M 程 
2281002 十 128g 一 0， 作 自 变 数 代 换 (3), 微 分 方程 成 为 
OP, aT, HEP, =0, (1—20, +U, —0. (10) 
xk fk L8 R7 RS . 
$ 25 习题 (2) 和 (4) 给 出 
T 


1—2? Los us 
1—22c080- z? pig on cosi0, 


zein ~ 
1—22zcos0 +z? = 之 2 sinkð, 
n 
1 一 2 


1 
Tr), 
1—2zztz* 2 à, 


zV/1—a? 
1—2za4 z?’ 


Disc, (1 —22)/(1 — 222 - 22) RET. (2) B) BEGRUIG ev 1—a? | (17222 
23 ) EU Co) 5 RE ERE A 


UU). 
hb-1 


二 十 、 开 耳 芬 方程 


研究 高 频 交 变 电流 的 趋 肤 效应 。 
在 导体 中 ,电流 密度 
. J-—sey E t+oE~oE, 
GHb3A En H WR E GEUAD OS A 


; i 1 
xH=J=0E, H-c——— x E. 
< TY 


-对 于 谐 变 电流 , Elir 0-80) *', Hr, D= (e'**, JÍ 0 
Eme, 上面 那 几 个 方程 成 为 
ZF=08, VxY=08, iege = — 1 x 6. 


I SCISESIESZE: 
A&6— ioc i iub —0. 


EG AUS COELI TE NEAVUEICPT SEE iE 
数 -iwoppo 所 代替 。.8 既 一 58, 24 PADO SEI] DEAR AE 
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—iocuuo A 0. Ai z EZ. RAEE MEE RUE 
AZ,—icappus f :=0. 
用 分 离 变 数 法 ,以 2.=R(p) 瑟 (Oo) 代 入 , 即 得 
Q (9) = Acosmg T Bsinmg, 


Drs PiE- Goumo Tm1)Rs-0. 


最 后 这 个 方程 正 是 开 了 丁 芬 方程 (49.1)。 


二 十 一 、 拉 普 拉 斯 方程 和 交 姆 堆 兹 方程 的 分 离 变数 


5» B | iR ERK E Æ 标 系 
R(r)zr' rit! | Q(q9) = romp, sinmgp 
B00) = Pr(cosü) i Z(2) zeY?s,07v*: Ziz) = coshz, 
IIIA ? six 
Amo Q(Qg)zcosmp, | RO=] nV 2), | R(p) - I(5p), 
sinmo NaH z) i Kaiho) 
波动 方程 | Tí(t)-coskai, sinket, Av(r)+kv(r)=0 
输 运 方程 | T(t) et Av(r)+ ko(r) <0 


Rip) = Tn(Vi -htp), av 后 E 
Pip) =cosmp, sinmo 
Dilpe) =cosmyp, sinmy| Z(2) = coshe, sints 


表 中 未 列 人 &=0 的 情况 和 bc 0 的 情况 ,读者 可 自行 补充 。 


REREH z Prcost) 


Rir) = Jer), mi Ger) | 
Bvt ktv-zÜ0 


B 各 ^X WO& BR 
i 
控 普 拉 斯 方 栓 DLP) = cosmo, sinmp 
inp (m=0); 
Au=0 E K(p)z p low tmp 
m——————————————— —  —————— 

Eid. | R(p)=J «(kp), Natko) 
AjpdMEvVLIO 


Q(p)-cosmp, simap 


549 * 


二 十 二 、 其 他 正 交 曲线 坐标 


本 书 的 例题 和 习题 只 用 直角 坐标 ,平面 极 坐 标 , 球 坐 标 和 圆柱 
坐标 。 但 是 ,在 某 些 问题 中 , 由 于 物体 或 边界 的 形状 , 却 需 要 采用 
共 他 坐标 系 。 这 里 简略 介绍 其 他 的 正 交 曲 线 坐 标 。 

(— Wikia £ nz 

它 跟 直角 坐标 x,y,z 的 关系 是 


zT n?), yín, 2-2. 
它 跟 圆柱 坐标 9,9, 的 关系 是 
E= Zp int, q= [Epcos $- 一 和 


坐标 曲面 是 : ARES 2a- E 一 一 所 和 292(z 十 本 9 
—y, AREH 2— TER, l 
度 规 系数 是 | 
hy—h mE Eg, h-1l 
(二 ) WEEER 5,0, z 
它 跟 直角 坐标 sY? 的 关系 是 


z-—aohécos0, y—ashé£sin8, 2=7. 
DID EAA E dktp trier] 和 双 曲 村 
2 aiel, MEER = fte 


05c0320 qisin:6 
RON RUE 
hl =a v oh £ — cos? 0—av/sh?$-Fsin?0,  k,=1. 
(E) RRR i nP 
它 跟 国标 坐标 o 9,2 的 关系 是 
‘a $50 * 


P= ËR, p=p, z- l1 — m). 


tiii es Me rii 2 2-1) — sth Gam) 


二 p?, 以 及 平面 9 二 常数 。 

KARKE- : 
hh, E ng, hoi. 
(B) 长 的 旋转 稀 球 坐标 5,0,0 


"ERR SS p, p2 的 关系 是 
p=ashésind, 9-9, z=achécosð. 


p? 22 

E gs Hh t E: 长 的 旋转 梢 球 zz5shszE 十 33565E 二 1) 双 叶 旋转 双 
Hil s o grs sg LOK SERRAS TE JE 05), DUR 
平面 9-093. 

BRL 

he=h,=av ch! £ — cos? 0 —aA/sh?£ Y- sin?8 , A cathé sin. 

CA) Igi EX $,0,€ 

CREE 0,0, z 的 关系 是 

p-achécos0, q, ic 

坐标 曲面 是 : RR FHNRE S Arr irren D MERR 
ahi M P iris ORMARA TERR), 以 及 
EG P 二 常数 。 

度 规 系数 是 

hh av ch 一 co836 一 av sh? E-- sin?8, b, — ach£cosQ, 

(A) REIR ENE 


CREME v, 332 Lo E 
551 * 


y =v E EQ 85 ean), 
= CE — eh) et AE —6*) Ce? —a* )(c?— b*), 
其 中 a,5,c 是 常数 ,而 且 Ue 


EXER EX IE 一 二 Fg Lopra 了 一 了 f: -t 


"E JOP atta (a! a e), 


2 e 
UP PME 
度 规 系数 是 
h, (P Tq MEO) E Ta y bE — 02), 
ka - z z 


he =V OENE E Tw X0 ho). 
(E) RREI 5,0, 
IU C EX TEES 


—__ ashé —_ üsinf 
ché— cos 9" y ch£ — cos" 


举 标 曲面 是 : [Hd (x—acth£)? +y? =a csch? é $32? cr (yr 
—acig0)? =a? csc? 0, 以 及 平面 z= 常数 。 
度 规 系 数 是 


BEZ 


CA) 双 球 坐标 5,06, 


CREE op.: 的 关系 是 
_ üsinf d ashé 
=E eof 9" 9^ 一 . ech£— cos" 
Ak tR ih D Eh. XR (z—acth£)? --p* —a* csch?£, dbi zt 
-Co--actg)? —a* csc? 0, 以 及 平面 p 王 常数 。 
.552* 


度 规 系数 是 


:== 


它 跟 圆柱 坐标 0,9, 2 的 关系 是 
.  ashé ET 
P= db£— oos P= 


a f 
ché — cog’ 


oging 
ché — cos? 


求解 As 0I, TEER EE Hu — o ché 一 cos08 可 化 简 方 程 。 


22m 


= Sin? 
ch£— cos 


.坐标 曲面 是 :; 图 环 面 (p acth)? +2? =a csch? £, Ro- (z 
—actg0)? =a? csc? 0, 以 及 平面 p 二 常数 。 


度 规 系数 是 


无: 一 太一 


-4 
ché — cos8" 


ka= ashé 
* op 一 cosf 


求解 Asw=0 时 , 作 函 数 变 换 k= ww/568 二 5085 可 化 简 方程。 


二 十 三 、x+ ktgz=0 的 前 六 个 根 


1.5708 


90.1 1.6320 
90.2 1.6887 
9.3 1.7414 
0.4 1.7906 
90.5 1. 8366 
0.6 1.8798 
0.7 1. 9203 
9.8 1.9586 
9.9 1.9947 


2.0288 


4. 7124 
4. 7335 


4.7544 | 7,8794 
4.7751 | 7.8920 
4.7956 | 7.9046 
4.8158 | 7.9171 
4.8358 | 7.9295 
4.8556 | 7.9419 
4.8751 | 7.9542 
4.8943 | 7.9665 
4.9132 7.9787 


10, 9956 
11. 0047 
11.0137 
11.0228 
11.0318 
11.0409 
11.0498 
11. 0588 
11.0677 
11.0767 
11. 0856 


14. 2075 


14. 1872 
14, 1443 
14.1513 
14. 1584 
M. 1654 
14.1724 
M. 1795 
14. 1865 
M. 1935 
14. 2005 


17.2788 
17, 2845 
17, 2903 
17.2961 
17.3019 
17.3076 
17.3134 
17.3192 
17.3249 
17.3306 
17.3364 


. 553 ev 


ES E 


Li | at | S: | as | Ta Te | e 
1.5 2.1716 5.0037 8.0382 11.1296 14. 2421 17.3649 
2.0 2.2889 5.0870 8.0965 11.1727 14. 2764 17.3932 
3.0 2.1557 5,2329 8.2045 11.2560 | 14.3434 | 17.4490 
4.0 2.5704 5. 3540 8.3029 11.3349 14. 4080 17.5034 
5.0 2.6537 9. 4544 8. 3914 11.4086 14. 4699 17.5562 
6.0 2.7165 5. 5378 8. 4703 11.4773 14. 5288 17.6972" 
7.9 2. 7654 5.6078 8. 5406 13.5408 14. 5847 17.6562 
2.0 2.8044 5.6669 8.6031 11.5994 14. 6374 17.7032 
9.0 2.8363 5. 7172 8.6587 11.6532 14. 6860 17.7481 
10.0 2.8628 5. 7606 $.7083 11.7027 14. 7335 17.7508 
15.0 2.9476 5. 9080 8.8898 11.8959 14. 9251 17.9742: 
20.0 2.9930 5. 9921 9.0012 12.0250 15. 0625 18.1136. 
20.6 3.0406 .0831 9.1294 12.1807 15.2380 18.3018 


6 

6.1311 | 9.1986 | 12.2688 | 15.3417 | 18.4180 

6.1666 | 9.2420 | 12.3247 | 15.4090 | 18.4953: 
60.0 3.0901 | e.1805 | 9.2715 | 12.3632 | 15.4559 | 18.5497 

6.2058 | 9.3089 | 12.4124 | 15.5164 | 18.6209 

6.2211 | 9.8317 | 12.4426 | 15.5537 | 18.6550 

6.2832 | 9.4248 | 12.5664 | 15.7080 | 18.8496 


Z+, DUBSRORIGSBBODSUS 
一 般 的 “高 等 数学 "教材 都 讲 到 实 变数 x 的 本 函数 


TG) | etra (x70). (iy 


EstAabi BUMEOGR IER 2-0, SIDADA REX T a0 T 
函数 ,根据 定义 (1)， 
e S554% 


raf etase a, 
la Ge [echa [mri = I: eau. 


(2) 
上 式 最 后 一 步 利 用 了 附录 七 的 定 积 分 公 堪 (一)。 
xt PG) 7 [et at 进行 分 部 积分 ,可 得 递 推 公式 
riat) =ar (a), Mres). (3) 
如 ?为 正 整 数 %, 则 从 (3) 式 得 l 
D(GE1) -nP() 22(a-1)P(1—1) = —a2!P(0)) 2n! (4) 
REEK, T RREN 1. JP 


逆 推 公式 本 来 是 在 #0 的 情况 下 推导 出 来 的 。 BE UV EE 
r AR x0 的 色 域 延 拓 例如, 对 于 区 阅 ( 一 1,0) 上 的 xz, 定义 


DG)- Lr (e+),. 
z-4-1 在 区 间 (0,1) 上 ， 上 式 右边 的 (z+1) 接 (1) 式 是 有 定义 的 。 再 
如 ,对 于 区 间 ( 一 2, 一 1) 上 的 x, 定 义 


DG) =2T (s+1) = T G2), 


sr 
2 十 2 在 区 间 (0,1) 上 , 上 式 右 边 的 站 (x 十 2) 按 (1) 式 是 有 定义 的 。 姐 
此 类 推 ,对 于 区 间 ( 一 n, 一 2 十 1) 上 的 z, 定义 
nes 1 
FO —TIYoqgaD i9» (5) 


z--nfEEE RIO, 1) b, 十 式 右边 的 六 (x 十 %) 按 (1) 式 是 有 定义 的 , 值 
得 注意 的 是 ,按照 (3) 式 ， | 


r()-lr)-. 


。 55$ » 


€—————————————— n: 


diee, (一 1)， D(-2),- & t8) oo. 总 之 , RE LLIU 或 负 整 
ye T (ioo. : 

式 (1), (3) 和 (5) 定 义 了 实 变数 的 1 函数 , 换 句 话说 , 在 复数 
2 平面 的 实 轴 上 定义 了 六 函数 。 这 定义 可 以 延 拓 到 整个 复数 平面 ， 


D) -peuca (Rez0), (6) 
T(z+1)=zT (2), (7) 


P(- T(z+n) (Relz+ny>0). (8) 


1 
FMAERE OHARA FKE, 
rOle =| reod] ~ti iL 


i 


spes re TES 
DG)lbh. "In^ 6*2]. , 《一 IT)(z 十 IT) 
x(cjyl..i. 
-( Dh 2 二 1 
1 
TO [69] "E 
1 . 1 1! 
^Cxmc»orn Ca eR 
rV [rper Ctm 
PU7lzG-c1)-G-c2) z2—a 
1 amu 3. 
TD Dr C Ust kw 


可 见 一 n(n=0 或 正 整 数 ) UE DG) 的 单 极点 ， 而 且 留 数 为 
《一 1)" 广 除去 这 些 单 极点 之 外 , DG) 是 处 处 解析 的 。 


关于 大 了 范 数 的 常用 公式 有 
» 556 * 


PG üu-s22—*— xL (9) 
FÁylcey cis O E | 
TG) /— 9 =) ao. 

1 ean Cs r1 EM -$ "y 
TG" i2. (11) 

Elimtaa), (2) 

JsrGo-z2ror(se (13) 


贡 中 心 是 欧 勒 常 数 。 下 面 是 这 些 公 式 的 推导 。 

在 定义 (6) 之 中 , 令 4= 志 ,可 把 定义 改写 或 

r (2) = 2| oa。 (14) 
暂且 设 * 是 实数 且 021, Hl à 
riz '(1—2z) aJ [rac a rias. 

把 “直角 坐标 *z f y Bos Boll o 和 e, 

FG)PF-z) =4[ Cetg eye | e^ lap 

: 9 0 


-2 (etg p) do. 
在 右边 的 积分 中 引用 新 的 积分 变数 %= etg29, 则 
TTC)T—2)= | i 


sinzz 


上 式 最 后 一 步 引用 了 $ 18 例 1。 这 就 是 公式 (9)， 只 不 过 它 = 是 在 
crcl 的 条 件 下 导出 的 。 根 据 913 关于 解析 延 拓 芍 唯一 性 ， 可 
把 公式 (9) 延 拓 到 整个 复数 平面 而 取消 0 二 2 一 1 的 限制 。 . 
利用 公式 (9) 可 以 证 明 栈 函数 在 全 平面 上 无 零点 ， 事 实 上 , 假 
. 557 + 


MD 29 45 D (CO B9 28 8, E31 — z 45 JE P O1 — 22 B3 TR 55, ED 1— 2e 

必 是 零 或 负 整数 ， 换 名 话说 zo 必 是 正 整数 ， 但 (4) 式 已 指出 ,对 于 

正 整 数 zo, D (20) =r ARER, WES U ORA E o 
DG) FUB 2e fn f OE Bra PER GR o 2 z TR 


(n 是 零 或 正 整 数 ) 时 , T) 


ni zs 


1 


r at 1 
P'(z)],. .-(—1)'— 8l (FR) 


EPIA a 1 
LE CEHE (2) ].4.. za 


因此 可 以 设想 


I" 号 -三 (- 


PS 上 ) 汪 常数 , (35) 


ZFR. 

《15) 式 的 证 明 大 激 如 下 ; WEC, B D (2) 9 998 8 20, 71, 7 2, — ie Pl 
k 

€, 的 肉 部。 对 团 05 上 的 解析 函数 gx (2) — DG) DG) 7 2 EC G2) 

mat 


应 用 科 希 公式 (9. 0), 4 koo, 用 刘 维 定理 ( 见 $9) 证 明 lim gs(z) 是 常数 。 
V 2-1 代 人 (15) 以 确定 常数 ,结果 得 到 


ro) rao 
TG) -于 全 + 三 二 + (a) 


--ce-lex(i -z) 


MERE SRO), Jer HEC RO POO/D(0), 
c--r'Q)ro. (16) 
公式 (10) 的 一 个 特例 是 2 — MERC GA R 


P'O) | 
rM) =(1+7 US ph tH Ł-)- C (HA#%. ` (17) 


* 558 * 


峙 录 十 五 用 到 过 这 个 公式 。 
拿 公式 (10) 从 1 到 > 积分 (积分 下 限 不 取 “ 稚 "而 取 1, 这 是 因 
为 (0)= 0) 得 


InPG)s -C(Ins+ Z- metn) 


-X[i-meen] ae) 


nal 
XA LR BI SE, EBEE. BEK +1), 2=0 


不 是 它 的 奇 点 , 负 整 数 是 它 的 单 极 点 。 于 是 ,代替 (15) 的 是 
D'(z41) 
rE- 十 常数 。 


以 z=0 代入 上 式 以 确定 常数 ,结果 得 到 
T(z+1)_ 
F(ztl) -e«z(i -u 
FERA 08] z 积分 (这 次 积分 下 限 可 取 “ 零 "了 ), 得 
nr (2+1)= -024 x|[£-meeeo]eXm. 


am) 


从 递 推 公式 DG) (2+1)/2 8InP(z) = IaricerD)iu, 
因而 , 
InPG)e 65 Ini 3 [inter + Zm. (19) 
n=l Sul 


《19}) 式 比 (18) 简 洁 得 多 。 HE (18) n C19) ZE T RR E M C fio i 
ee X[i-eern- ie - mE nl | 


mml 


ko 


-im [2:2 Des zz 一 tn [SE it n] 


* 559 e 


1 UD E 1 . k 
=lim( 1 TuRt + 到 -Inf)+limlnz 


ke 


umore me)=0.577216 Mm (20X* 
ko 2 3 k 


(19) 可 以 改写 为 
T(z) cce Wii 
通常 采用 上 式 的 便 数 形式 , 即 


TG Tro -2)e. 


n=l 
这 就 是 公式 (11)， 上 面 这 个 式 子 即 ME 
| EA :多 十 了 .2 十 2 z4-k -(urebbbel) . 
ra ime” 1T Uy * Ue. 
把 C 的 表示 式 (20) 代 入 上 式 , 得 
-zm £t1,2T2 z+k 
1 


2 k 
z(z-1) (2-2) C2 - &) 
m 1*2.3-- : 


T7 ime 


=li kot. 
这 就 是 公式 (12)， 现 在 用 公式 (12) 来 证 明 公式 (13)， 把 天 (2) 和 
r(««3)ganssu, 又 把 (2:) 也 按 (12) 写 出 ,但 其 中 的 
PEERS | 


2e ror(se4) 


I'(22) 
sek 
es 21-15 22(22 +1) (22 +2k) pet 
mv 1 3 : 1 ' (2k)? 
i iyi KD E) (e) 


9560 * 


2:-Y(&1)? mee 
=m E mT mE 


RC e 无 关 ， TURE 边 实际 上 也 跟 * 无 关 。 在 左边 置 


z=}, 


2ra (2+7) 


ran --r(z)-v7- 


这 就 是 公式 (13)。 
# 很 大 的 荆 (w) 的 渐 近 公式 是 
Tayna" et En, 
In P (2) s~} Juz-24 3n Cn). (21) 
xnl AMNEM S SX. MOERS XUS— EE Sur eE 
P(x)-—G]leY, lnP(3)--x(Inz—1). 
最 后 介绍 8 函数 (第 一 类 欧 勒 积分 ), 它 的 定义 是 
BC, D=[ ea- as. (22). 
用 定义 (14)， 
rr =a (acm emat tad. 
把 “直角 坐标 ”* 和 y 换 为 * 极 坐标 "Pp 和 v9， 
rim Ca) =4 enin tentap [^ sin? -ipoostipdp 
-按照 定义 (14), LRM 
rr) = pta), sinio cogit" pd. 
在 上 式 右 边 把 积分 变数 改 为 #,t= sin?g, Wl 


POr +n et, 
An 
rra), 
Bip) = CET (23) 


-561% 


$1. 1. 


习题 答案 


(1) 以 原点 为 岗 心 而 半径 为 2 的 圆 及 其 内 部 ， 
(2) a 与 5 的 连 线 的 XE ÉCE AX, 


(3) a> AEN, 


(4) WHER y = e 2x E EU. 

(5) 射线 Pp =a 5 p— B, Hi raa E x—b MERA BE, 
(O EEPE aci BRAIGH? +y =2 及 共 内 部 ， 
(7) 右 半 平面 rz>0， 

(8) 图 (2 一 114)2 +y? 1/16, 

(9) WAE 2? —y? ot, 


00) 3XEfTIQGEIE SEHR BOE 77080 T PELSDGIDSE 2] fU P ER 


$2. 2. 


* 562* 


(1). et cos (x /2) --isin(z/2), 

(2) e7, cosz t isinz, — 

(3) 2e**/*, 2L eos (x /3) + isin (x /3)3, 

(4) [2sin (a/2) je*ere gcetgka/202, 

(5) (3—32) FE (92 y y’), per, o*(eos3p + isin39), 
(6) ee‘ e(eos1 3- £ sin1), 

(7) —i, e79*^, cos (31/2) + i sin (22/2). 

(1) (VJE TW tatiV Ja b -a v 212, 
(2) eI 1m, ; 

(3) ee *, 

(4) es/2+2nn, 

(5) eos*g — l0cos?psin?g 4-5cosqsin*g, 

(6) 5cos*psin p — 10cos?psin?g + sin*gp 


(7) [m(»*z)e- sin. | /25n $. 
(8) [0$ = eos (n+ 二 )p ] / sing, 


(1) 到 (Ce* 二 esina+ itere cost, 


43. 


$5. 


《2) Ice cosa + i (47^ — &*)sina, 


(3) i (2n 1), 

(4) 1, 

(5) ehz, 

(6) ishz, 

(7) cosg, 

(8) ising, 

(9) Qnm! onore, 


[3 了 < 十 2nx 一 im (2 十 3)， 


(1) 一 阶 支点 2=a 和 2. BAERTH 2, IRRA 2m 0 ELS 
之 以 z 一 4. 

(2) 一 阶 支点 #4=a 和 z=b. 里 曼 面 有 陋 时 , 在 第 一 叶 上 从 z=a 到 
s =b EUH, 切割 下 岸 连接 于 第 二 时 的 上 岸 ， 第 二 时 的 下 岸 则 
连接 于 第 一 叶 的 上 岸 。 

(3) 无 限 阶 支 点 z=0 和 z=oo. 里 曼 而 有 无 限 多 时 ,在 每 一 时 上 从 
2 一 0 到 z=co 作 切割 ,每 一 叶 的 切割 下 岸 连 接 于 下 一 叶 的 上 岸 。 

(4) 同 (3), 但 以 z=a RẸ 220. 

2. (1) -ie'4 iC, (2)2e*, 

(3) rinie ETSI etgs, 

{4) 1/2—1/4, 

(5) 1/2, 

(6) 2* (1— 1/2), 

(7) 3$, 

(8) s3(1—21), 

(9) z$, 

(10) Ine, 
a1) 一 ting。 


129.9 3( pe) 1 9v. 
E03 2 oz pit pii "0, Bo (5. 2) 和 (5.3) 


* $63 a 


un 
D 


$11. 


$12. 


TERR os C IO ROT. BORA GR I bc UC FS 


1， 在 点 (2, 71) RAR r=2 相 切 以 及 跟 直 线 #= ~ 上 相 切 的 贺 族 。 

2. Olnzt (0+ i0). 

3. Cn: C;. 

4. —O, iz (C+ $0,). 

5. c/2xR. 

6， 这 两 直线 各 交 复数 平面 于 一 点 , 取 丙 交点 连 线 为 实 轴 ， 取 连 线 中 点 
为 原点 ， 人 参照 第 3 RP 2gln[(z 十 9)/ (2 一 4)]， 电力 线 为 贺 族 
si-F(y—a) =a? (0L4-1/00,. 69 OS Cea (CL 1)? / (Oi 
~—1)2]+ 2 40,21/ (0,—1Y. 

3. (1) [2— i| 1. (222—211. 

(3) |e| «oe; 只 要 z 是 有 限 的 , XUL BENI BC 
(4) [s] «e. 


(8) |z—-3| 20; 只 要 223, 这 和 级 数 就 发 艇 。 
4. (D 和 (2) 至 少 等 于 Ri 和 R 中 间 较 小 的 一 个 。 
(3) R,R,. GR Ra 


ada a as lt 
(1) ŁA: ze + a 


(2) Vile? -zF Rs (2-0? 
ud zi big- asl 
i (s Di p 
: =i -u (2 一 4)3 
(3) Ini 75 232—712 M T h. 


(4) Nem (5714 人 gon 


(5) e ltet tite 十 ) 


RS -i fq e pe 
(6) 1n24- z? z uy * 


e» (-iu 1, 十 ,。 小 


, (8) inse -Dr Z^ gU. costpel—sintze14-L. IS 


(2k)! 


b-1 . iren 


'e 564 . 


-a a ou: 
xO Dear 


$14. (1) 55 Holes dices ji 


(2) 5 (—193(-2)6G—1*. 


bse} 


«3) - D-DD D+ 

U k-14 

(4) HBINSEGR [2| 1 MEORE Hb 250 RERA (ARE 
z=1). 应 用 (11.7) 时 要 注意 [n1 158 01/2] c1. 1-14 


1 
24z2* 


ey 


ss 十 


区 5) = (370 Taea, 


k--1 


《6) 1+5, (6.4-4t —2.3- 6*0)35, 


&7-1 
<7) -Da Es, 
; h-0 ecl 
《8) D2 -Ye 
tl k--i 


rs 1 d 1 
O 奇 点 z=0, Loan. 


kag 
《10) 将 点 4=0， xc» ar 
b=1 
-A EN z paes POS. RAMS 
X11) S 2-0, ze 1)* CESEN 


r = ld. EE S PSI 
UDRAS 0 cas 0 


. 56 Sae: 


as 219) 2-7 三 ?+ 三 [全 (+ 


ao 36 Ey -5 r- Ie -Er Era, 


"m Fizi k*- PL! 
(15) debt bate tint ees d 142 tiee zr ma Le. 
$15. QA) m» ERA, 
(2) m-n Bri 点 。 但 如 m«n 则 不 是 奇 点 。 


(3) 


$16. 1. (1) 
(2) 
(3) 


(4) 
(5) 
(6 
(0) 
(8) 


_ 


(9) 
(10) 


2. (D 
(3) 


极点 ， 阶 数 等 于 加 和 % 中 较 大 的 一 个 。 但 如 w=% 则 阶 数 可 能 
«m. 

单 极点 一 1, RNC le 本 狂 奇 点 0, BEI 71/6. 

单 极点 1, 留 数 1; 二 阶 极 点 2, 留 数 一 l; 

单 极点 十 ia， 留 数 士 ete/2ia， 本 性 奇 点 ce， 留 数 
(e7** =- git) /2ia. 

单 极点 土 ia, R1 eT /2iai RES oo, R gee —7672)/218. 
兰 阶 极点 a, BL (10/2) e* PE MERE Hoo, 留 数 一 (1 十 Ga/2)eo， 
PREI, 803 —1/2, 三 阶 极点 0, 留 数 1 

汪 阶 极点 士 i, 留 数 干 1/4。 

npl, EHECT D** Qe! mD De n BUS. 
co, He 1) (29)1 / (89-1) 1 (一 1)1 

本 性 奇 点 4 到 1 留 数 一 1. 

单 极点 cione (e 0, 1,2, =, 2»-1), B 

— git Do/28 2g, 

—zi/2. (2) —zi. 

0. (4) —z'i. 


3, f(a). 这 结果 正 是 科 希 公式 (9. 3). 


$17. 1. (D 
(3) 
(5) 
"e 566 


2x/V 8. (2) 2a/ 0—6), 
z(lTs0/(1—2e*). (4) (a—/ a? —b*)2n]b!, 
njiar at tl. (6) r2e/(1—2*). 


$21. 1. 


$2211 523. 1. (1) t&7*. 


2. 


(7) z/2/2. 
(8) 2zn[1*3*5*« (25 — 1)]/(2- 4-6 iot: 


, (1) [eos (m/V 2) + sin (m// 2) 2 ne^" 2/4. 


(2) (1—e77*) m /2a* . (3) aje. 


(4) e7"*/v7g/2. (5) (1-Fma) e7"*2/4a*, 
(6) (e7*/b —e7*/a) m / (a* —b*). 
(7) z/2. 


(5) 2mie7*5,0. 

(1) o/a); p/P a). 

(2) e/L(p- )* +a] (HF A)/EGOT to!) 
(3) 1// p. i 


. 0D. (pt D'ga6. (2) y=3p/ (p: — 1). 
(3 (pt2)yt2214-10/(p-2), —2gy4-(pt-)2534-7 


(4) (p—-1)5g22. 


0) 2n. (2) 2/200. 
(3) zx (2at- b) /2à? b (a b)*. 
(4) 1/2/20, (5) 2/2. 
(6) x/4a. (7) m/nsinLr(2m-- D /2i3. ; 


/(p-2). 


(5) (ptei Yje =No, (rb eim es (p 639i eis, PY mes 


(6) 2pdj/dp-- (p+ Aat 2) py (0) +y (0). 

(7) s(p-1)dg/dpt- y(p— À —1) «0. 

(3) yit) 2 e^, g(t) 2 Bett, (4) 2i*e'/4i 

in m AE er, M jc) e P (acr -—Rec a) 


R —4L/0>0, 则 


; E 
AOT TETE 


(2) 3cht 即 3(e*--e7*) /2. 


如 


二 [ R+ RATI, LJO Es 
L . 


R—w d pie —E _ —25) 
s ARALO? 
ETUR, SEIT I 
2 S 


* 567 « 


加 R'—4LjO «0, VW 


, jQ)- 


. E o [VALC -R VALIČ- S 
Fes -(MNziL) p LLL Ana s s M— 

ID= TE R i Lo We X0 

Ea aM IE/C- E 2 

ES 2L 


: NO) SN nos Le -cu CON -os 


(0,700 (10,70€, to- €43(0,-02 


€,0,N. na" 
* (0) (0-6). a 


. yt) = 志和 fe -pe 


Er | i gol | 起 二 
aruo Pinot r E T s 第 


MIN esie i ,其 中 


1/0o 
0- Mo eon 7E TO te sin EES 


1 . mat TA 
6. T(i)m Al cues ZE T sinot ) 
7. T(D- zal. g CO [eios — gciont7 dz. 
8. To= f'e es^ 4-g(r)dr, 


9. HA ISTA EE AUR | erpape neget 20 1) 
E" eerap 因此 ， i228 fc, S 0, 0,0, 80, 一 次 又 一 次 
分 部 积分 可 得 了 (2) 为 1/p 的 多 项 式 ， 相 应 的 不 函数 必 亦 为 多 项 起 
各 之 为 奇效 , Mi C e 0, C0, PASMA, HUETE, N 
不 可 能 得 到 多 项 式 。 
10. 4 Erud. 
]. o'-k/m. 
12. (1) e^*'2/2a. (2) 2/2. 
(3) (1075792/2. (4) s1/2. 


i gi E cosan) -FZLE, (cos 2an —1) eos ot 2 2ü-e) 
2x à, 4x : 4 L 


+ 过 sin 2cr |sinot + Hm Drerenten + ksin an 


X sinkar F( —13)*] eskort Lg SJ et cosan sin kar 
Ł=2 
— k singan coskan Jsinkot. 


T Slain TET 


b=l 
. Berte Dr ica 52r BENK, ERROMERA 
x 1— 4 
DIA 
| C) a ex rShAL, a m CH D* n shil, 
241 
b.e (=t EE hat 


3,2 sin (2nt D 
(2 TA TEN “ 


n= 


(3) €, S (a, eon, sin2kz), Md am1-2, 


k=l 


EDMEE 


(4) 4, Ei 其 中 -h 
kei 


LÀ rnprlgequa $us c 1.2 ka x 
a =t zi 1) ^ uno EX b ml Aa 973 


(5) mmt, e Cr Di p hndi 


TE 


i {~ 2 (— Dp** P 
6 4 
(6) —a 4 > €oskz4-2 S q sinke. 


b=l rm 
* 569 + 


$25. (D 和 oosz 十 了 os3x, 这 个 傅 里 上 时 级 数 只 有 了 两 页。 
(2) 14279 ^ a*eonka, 
ren 


~ (3) Sa coska. 


k= 


{4) Darsinke. 


k=i 


(5) dat SC ooeks. 
b=i 


(6) S sinks. 


kb=1 


nain næ 
0) E dnt -1^ 


(8) ne L e ie 


—— a 


(9) ERE 


a —k? 
2shax[ 1 ( — 1)* coskr 
ao " [4e Y Ek roi ] 
k=l i 
2shazx > (— 1)* *'ksinkz 
AE a 


02 SOC sinet, 
k-1 


(3) lel RED TH eos2nz. 


$26. 1. (1) Rx 
k=1 


TE C 1)*'eosaz]. 


-.570* 


Lid 


a EX see i 


se Aad Je i 
(-D*., p Ct Das A 
wi n+ De" I 
(5) mi nuum) 
(=D inaa - 
SO AoE E 
a? k NEL! 2M 1 | ba . 
(2) id coskæ, Grn" Zp fts rer 
oz Cn Dao. ME 
(3) F Hia p 
"ix e ot Dra 
(mF 


-{5) 1. — O8 


- (—D*4l 8b c (Gn Dae 
i 23 asse] BEC 


4. 222 ACD ain kzsinty. 


k A 


Tee os us 


FILIJ 


z, (ze 


kz-o 

. Ala) 2 Cooso + oTsinoT—1) kino, B(o)- [sinoT 

— eT cosol ]k/ xo*. 

. Alo) x1 H(o— 2). —— P 而 本 是 的 

7 的 图 象 则 同 于 图 39 的 Alo). 这 是 由 于 公 浇 (28. 10) $0(28. 11) 
r 5712 


$32. 1. 


5. 
6. 


. 5723 


. B(o) 2— 


- Q) FIO 1, 


| E 


j 3 sines y oado. 
‘HA 


. b= 


对 变数 = 和 加 对 称 的 缘故 。 

2h 1 一 ecosoT 
zu 

(2) 网 上 题 。 


sinoxdo. 


o 


. ôt- r). "8. ij eosczdo, 
LE 
. Uu aup — 0. 


us mat Zau), [3 FIVC CET Vd 
© Wu Ek 十 rs 0. 


. epu-[ 2. Qu) 3-3. (us) +Ë 509 二 pe 其 中 @, 是 开始 


y 
时 鱼 存 的 水 化 热 密度 。 


. epi, k^u-s jir, 


us Lot at -a =0， 


， 了 到“ 轴 向 下 , 原点 在 周 定 端 , M mw- 下 -agi - o'un. 


Oen h I RO CIC FON TH BARS D E. 


Qc a 为 水 的 质点 的 z 方向 位 欧 ， 则 -w= hu, 


#) om Foll ~h) æT IELO, h]E), =F h(a) /Tol GEI, 1] 
上 )， 


?OYSu,], om Fo, YSu,| cim Fs. 


— ku, lm qo. ku, [oni do. 


. 取 极 坐标 的 极 轴 全 直子 阳光 ， 则 (ou/3p + Hu) |, am geing (Op 


en), =I (rapen). 
否 。 在 振动 过 程 中 , 点 z= 并 不 是 拆 点 。 
把 连 持 处 的 坐标 记 作 z= 0, 则 


^o" wu "Y. om 


a!l,- e uj. Y!Suli,..— YES s 


7. Butik, Bul] mut], E dede LED. 电位 移 法 向 分 


$33. 1. 


REEK, BU (elau! /an) | z= (eT2u*/2n) | z. 


. 设 除 端 分 别 在 rse Meaz, PR x—25 ) A S u 


— (1 /el pai, ull c mue ut | gus m0; uI— (kT oTpE) uli, m 0, 
ul |, = tto, Wij -一 059! | ou oT] Leu, elu] | Lu = ETE |... 
{1) &iey-as, 72, Blu, a, bu lan, 


(2 4&£dec-y, qi Sr, N du, — 6; 438, m 0. 
(3) & £y - 22, n x, Br sub m OL 


(4) 34 y«0, 4 Ema =y, nea- Ty, M (E~n) 
十 于 (十 的] 一 0， 对 于 g>0, dim, m2 y. W uti 
eset 

(5) 对 于 2«0, Pere 73r, A n= 3y —(/-sz), N dis 
-gg a-u) =. HF a0, 4 tes, 2-8, 


Blu, tus tg" xx 0, 


(6) 4 = 9, nz, Buchs Ane att ust = ô. 


(7) 4 £-y te nm y — et, 则 es a0. 


，(1) Gume tto, Beso v7 tato LP jomo. 


Baria fe : 
OE um etr nre Ru, — Lo no, 


(3) 4& u= ets t T o, ny vaut Su n 0. 
a 


(4) 令 Mex ein, 则 a~ 10v =0, 


(4X5) & £-y-2z/2, ņn=gj2, ume e ur 则 LEE 


- m 2 
(EE —b?-—2ec 1)= m i: 
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$34. 1. 


10. 


$35. 1. 


4 二 (zs 一 4t), 只 朝 一 个 方向 传播 。 


. vm Ácosk(z—at), j =v OILAcosk(s ~at). 

zu 1 ES 1l **at 
ent [liota eG at)ex P 7 scat]. 
. u= H[z—(rn-2t)] - HUz — (1,4 at)]. i 
. uc LUfiGo-at) * fiG-at)). 


. F t>a/s, wed etat) tpl- se zb OPER 


: (分 


. VEA A IERRST ALIO, 因此 VI1C W (ETE GERLTE. 
. umO(TT taria); 2 Asino(t —x/a) CF. t72/a). 


. anmi TARY f b "fcode a (1 2) 


Ma? 
dT 


(em) eR H di 


Eege iti, RAT e i in D [rte fode | 


反射 光波 pom Bsino (r8 ) 透射 光 ES 


x (: -ee). 


这 不 是 “顾名思义 ”而 是 “ 望 文 生 义 "。 本 征 解 (35. 1) RO CE 


"a sin o 


` 数 形式 的 ， 一 般 解 (35. 14) 作 为 本 征 解 的 县 加 就 不 是 分 离 谈 数 形 式 
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Mme s ip emot nag 
, t) m LLL 
ulz, t)= T Ari sin ——- 0^ ~~ sin 


HT. ERE, TUE ue t) ,是否 分 离 变数 的 ， 总 可 以 展开 为 傅 里 
叶 级 效 例如 (35. 17), 其 每 一 项 各 是 分 离 变数 形式 的 。 


oC mr 2n E E eoa ein "ZE, 


{mh -De 


1 


,初始 位 移 . aF 'ü- je/ VIGO etg), -FauG -2)/ UG. ar 


2. nc nrak 
«D. ulz, t)= Ta? xe" tsi HE i T eos zt 


5. 


bs i ai Okt Dag erpi, 
l > . 


PTUS VER : 
b=0 
DDE = v(e -crar tÂ), 
és 
Bis 4v Ix 1 sin 27^ ain nað sin gin LAZA 
aa fnm i i i i 
QE — v, cos E Mla —ó«c«n4-Ó), 
B86 dL: I sin LLL TAA sin S2 sis naz 
-ITee th pore me ERIT 
i 
8e Z 1c Prat nna 
aim (m1) 1 «Up 
8F,1 «x 1 (esa (us 
— 一 Is。 A N : : 
Yo Drapp e sin 


n 


E NA IER: |o 0, veleeim -(2+ LEi last, v[. me, 


1 
2n--1 


2 me. f 
vilimo = 一 元 ?=0， M v, oe 230 


x cos ERE Dna eog Cnr iar, 


以 机 力作 用 下 的 平衡 状态 作为 基准 米 计算 位 移 w 到 泛 十 方 程 总 齐 
次 的 。 mE 

.0 1 
201 1 NOR (v ab 


ur, t) a ` sinis e 


anjn 3. 
w% 
AN 1 GriDEetat, . (2k--l)ag 
u(r,t)m NN, T Sl 6 -F t gin SEET Lam .对 于 
x P3 i 


较 大 的 t, ula, De N ee E ain E, 
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i 


b-0 


METER 
10. 之 可 U^ cost. 


2u og Baz, 


对 于 较 大 的 tuu IS Dna 


11. u, pt a a e cn w) (一 D} 


fte1 


ma 一 
x sinte ^ 


b ACHT TO) 


247 -2 
AES, Las tre en] 


F - LI -lpye 
13. - y 一 和 Sin PZ sin tS A, cog——— —— ^ osi 
* YS ocos2* n=0 


a 
(a+ )rat (^e 
á 2 i 2 
+B, sin sin = ce 


其 中 A, -4f e 


1 
B, = -j NOR nam 


LS 
14- M t ) Meu un A. Tecos / A, 1 
"PT 


— sin À a) ghisa A; t Jain; A. zcosaw/ À, t, 
KhA 是 VTtgV Aie S2. 的 第 ?全 根 。 注 音 ， 本 题 的 本 征 函 数 


sinw Ane EREE R, 即 f sin Jraunu Xedz 和 0， 而 是 


4576. 


15. 


16 


* 


17. 


18, 


19. 


t P 
f siny Az zsinw/ Ro. drt Hsin 和 lsin Mie0. .. 
5 


unfer deme ain Zrt Daz, 
” atl ，_ 
ph (8 一 办/ si L3 sh —n(a—2) 
nsnm Ls 7-0 (n4 1i td xd 
x sin nt Dae 


n 1 C2nt QM 
4 ami Ee a ] 


E As Mace sin AE, 
ami 


(Ao. cos Omt + Bansin Ont ) sin aTa EY, TE 


> os EN «gr. 


— 除 边 缘 外 ,平行 于 y ANIRE m-l ds M am iei T 


| 20. >) 


21. 


22. 


ToS TUE n-A Mum atti, EALEEAPRRD AR 
两 方 报 动 方向 相反 。 


2 
(^ eos EZS SS eB, ain nis 52 sin EZ, 
rej 


系数 4。 和 B. 由 初始 位 移 p) RAE y(r) 决定 ， 
人 4- 了 | oGDsin HTa, Bam n YE) sin triage, 


nix 


uipi) = D (A cosnp B, sinnp)e 8^ gerh, MB, JE J(9》 


sal 
的 朝 里 叶 系 数 。 (mts io oo um tee ) 


Q Épese, © ArP p sing. . 


* $72 > 


Ep3 0 M te. 


24. u= i o" we -( - EXE Sys. cos p. 柱 内 为 匀 强 
E= LA 柱 内 极 化 强度 P=(s—l)e Em 2e -—— 柱 


"ctt fre - 了 的 法 向 分 县 = Pipe eos 9, 


1 4 


25. (p, p) uz going 


. R " l 
+2 sa" ak Ha 0 nl 2 


26. Bí? In Ro- 8i In E, p- pp li 
2(nR;- InR,) 2(InR; - In) 


Pd r Bx Rz — fi? Rr BOR ~ Bm .- 7 que 
Bau Pa Mu os bs Pu Bs Pisos | eoe up 
«21 RRi *— Ri"R} p CRR RR 


kad ~ . 
at! R;^— a? R” a^)UR: — a? f ] : 
> bec P. C A MI, et. BN ^ lae 
* [ RiR" RB p RH IRRI sim "9, 


Geb BLU Ae ADI Rie 
Bi eU fp)eos npap, PP oU 户 (p)eosnpayg， 
am Atp)sin Hag, at= L|" no sin apdp. ` 
27. "p coi. tut eos 9o, r 任意 。 i 
26. væosin [ot -s)V EO)sin Gf / sin (olV EO), 
j--9 $ cos (o(L—2) V LO eos ot / sin (ot / EO). 


Zu) oed eet acl oem] tob EO. 3n bl. x K, 


M Zaa =o, 
29, g= Aei Cort Y Gio)c*ioc)s) A BeiCot7 REWL GHO), 


* $78 » 


je = A /GrioC w/t 
JA RriOL. 


4-B St iore cr IB uno, don 
^ Amv Gl tial i/0,0) ~ v Git ioD/(G-Fio€) 
23 t H.TioL—i/0,0 


o, tio - i i/C,0) tv (R-FioL)/(G-ieC) 


Rot ob.-—i/040 


没有 反射 波 即 4=0, 这 要 求 Ru iD, — i/u Eriol, "71 


unritionmom. 


ec 
80. YS celsa 5n iE sinet. 


2 E nné | o sin 2t, - AE sin ot 
$37. 1. "ut 25; ferme ot mnai 


x sin3 于， 各 外 力 的 频率 等 于 东 音 或 谐音 的 须 率 , 则 [“] 为 0/0， 
ermana L enoti eos of]， 共 中 第 二 部 分 的 
所 由 为 二 +， 随 时 间 而 增长 , 这 就 是 共振。 

Es i t 


"p mnn’ 


2x1 
" : PRZ. NAS 
2. T 2 A. sint siny- 


3. PEED RH: u,a Ws 二 z pes JTB 则 解 
APRS 1 一 
“Tep = gi (nt iP z?a [t Fh] ep 


AI 
X ain CEDAR -eo Quem "ed 
4. a!—p*, 5. gj (n- =) sin2gp. 


ET ONE se SML Day/aJein [2n Deja] 
sem CER EY Joza | 


e 579 € 


本 otb[ (21) ta 252091). in zia 
Lo Dx nash (nrbi) 


$38. L ula, D» fxeora; k)dk, X (z; k) m eitis, 


PUER ES E dna 18 t -$) x 


OT) MADERA IB TE, NAHE A 只 通过 


nr ior) 


随 志 的 不 同 而 不同 ， 这 叫 色 元 现象 。 如 G:C —R:L 则 对 通过 的 频 


率 并 无 限制 , 而 且 无 色散 。 
‘EE ooo f eth et 2atht— e mpais anpa 20 À UT x 
2. 2 e fe erfe (Ste AT —e erfe( 22 mdi 站 


+ert( 5). 
a o Taoa) 
cs Cox 
- decet) mte) 
球 外 : wlz, D m1 1), 
decet) antt) 
5. RA: em [eere tren 
eet eun 
drca ee ED (ng ent) 


2r, 
(re 1H) 
af 


^ 580 o 


球 外 : “=0(t «m, 


A z(r-at)(r—r, ey 
= ag ao P 人 
so> tir). l | 
a 
6. «loo=1(t<1/0), "1 etie) 


llr- " 


7. ur, t) "Ioco re 1 da'dy'da', 
8。 同 泊 松 公式 , 但 球面 82 OU Sn 
$39. 1. At- [/ Aort (o/2a E deo A [ente ntm [ET Dire 
at El D] 
2. fa) ete( z)*f. f mti 


T (a 22a AU DJ 


z /2oV 


g plav T —2) 7e ds, 
gi2av T 
3. q (1) «7 — ETOT a jenen ( t vd 
cete TEE E Hao cerco] 


x dabo b u-n erfe ( 2a?(t —7) — =<) 


2a / 1 — y 
a gto! elir 2a? (t =r) tr 
eene 
fir. ERI " 
9 ma » df dy'de". 
Tatal 
$40. 1. T(t) =A cos kat +Bsin kat, ®(p)=C cos mo+PD sinmg 
(mm0, 1, 2, +), ; 


nense T5. eri nuo, X zekp. 


2. T(1) z Ae ***, (o) f Ro) 同上 是 。 
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3. 4 «(r,0, p) =R, 9)， 则 了 满足 球 函 数 方程 ， 


a 1 äf aR) ,Tar Ze? -xunnm z 
RG) 满足 ag EH p Ze) - CH nuo. 


4. QD e, m Asin T sin TRY, Q S£ m Acos 77 cos EH, 


Komin MELER 而 且 Ja 9 2p M, dg 
a p 


ke 


mar? nêm? 
UB b" ; 
Wi ^3. ERAPR {对 应 了 于 这 个 入 和 的 ) ra C HR 
过 这 波导 传输 。 设 alb, BR. kerja 的 波 以 企 何 模式 都 通 不 过 。 
R 所 以 ， BERRE Ewa, 截止 加 频率 o.=cxyfa， 截止 频率 
f. 6/2a, RERE 4,=2aq. 
$41 1. y(r) =y (æ) tay ia), 
1-4 Lu p be 7 (k-2) 
"trm ETSY 


erpa Se MR 
th (2) 247 cp + 


s 
Oire Ea gie ore, 


2:5-8» (3k—1) " 
+a eit A KAFEER. 


2. yG)osg (D) ay), 
goa) mittia +A EA T 


LLLA A) (4k—3— À) Qn 


(2k) Tes 


"RAS artzia HERT Maa. 


t 
GAZ- À)--(4k-1—4) as 
-一 一 一 一 2 e, 
* (2k+1)t 和 


当 Asi Ati, t k BEAR, yol) 成 为 天 次 多 项 式 # 
当 Aaii 24 十 1, 其 中 是 奇数 时 , y,(z) 成 为 k 次 多 项 式 。 
H=], H, =2r, H4 421 —2, H,= 823 — 122, Him 162 — 483* 4-12, 
H,w3215— 160z5-F120z, se 
3. yG) = myle) Fay», 
- 582. 


3 42. 1. 


. yai 


-g(a) =1 + + DB e. 


REE OE t Ee OE D geng un, 


gez. — . 

在 (41.7) 之 中 , 以 1m=3 RA, PRHE, ROECEIERS yola) 
聚 以 常数 (一 9) 4， 在 (41.8) 之 中 ,以 1=3 RA, 并 求 二 阶 导 数 , M 
ERERA y) 本 以 常数 《一 2》'5， 因 此 ， 可 以 说 本 症 的 解 正 县 
3 阶 勒 让 德 方程 的 解 的 二 阶 导数 。 


. oar, BEAR 


ke 
MCEDIGTISISED NN S MAN 
"in (k-F2) G-F1) dup MD 
可 以 写 出 前 儿 全 系数 , 但 难以 写 出 一 般 的 系数 公式 。 
9 (2) — aui! Fa, /2!*, 
-4 0-1) 


e y=o RÀ CA 0-0, Te 


at) (Q)* 
ODUA (671-4) Li. 
+ . I)E bons 


Ax BESC n, 则 退化 为 4 次 多 项 式 。 
L(a) = 1, L,(z) = —z4-1, L(z) = — dr 十 2, 
L,(z)* —2945:—18s--6, Li) =r- 16234 722* — 962-24, . 


(1+1—2/A) 
1 C0 


EHIZA) +2 2/A) 


21 (21 4-2) (21+3) (242)t4-. 


Zingg n, 则 级 获 退 化 mr -n-1— 1X3, ER 


外 其 中 和 22s, 


z 二 1 g MR 
* Tanla) P TNE TETEN) 4) a2: 


no(a) Darana. 
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$ 44. 


在 卫 下 只 出 现 e Ek, 而 且 较 后 的 系数 全 同 号 , AMRA EE 
点 。 


Jinli) eit" T(t). 


TOU+2)_1 (Es Dü-c3) 1 us 
TD quyV27 TG-D ON 2 


-Fü*s aC) e) 


如 【= 整数 则 过 化 为 多 项 式 。 


5. ga 1 一 


1! 


A . "i Mc “| 

6. y metaf tena ERA tas taa" te 
z i E dp ees 

7T. y. G) a, (s- m^ "aug sa t ) 


na) rag Ina taf- 14 uz i3 T 


二 人 2*3. atjat a 


2k —1 
acm * ] 


" af ala +D) PEH), 
8 yim1tf t D 


ioc N 
== * 
tory tD yF resah 


yT2 7F(actl-y,Éti-y.2-y;z). 


a(a- 1) SUL 271) ca 2) 
9 Tb uve un^ "ta th Tt 


F(a ps), gymac'F(adtl-y.2—yi:x). 
. dnt, 则 积分 一 0 if cadens 则 积分 =0。 ist 


- 214 E (214t(n—1—13M . 
而 4 一 l= 侦 数 , 则 答案 是 一 3 ey (iD 2 


A kt) mk(k—2)(k—4)— ÁA 1 R 2 2E, 
2. (1) P,8/5 P2/5. (2) P,8/354- P,4/7 -- P41/5. 


1 x D8H (n1) (2n-2)t l 
(3) T+ GIN (n41)! PaG. 


yis 


se; 4n 1 (28 —3)1 1! 
(4) Jro Ze prn TI Tr 


e 584. 


3 


4. 


6. 


7 


$. 


9. D CA, coss/An(2n— Dolt+B. sin An Zn I oIPos (5 


atr, 8), — ur cos 0+ E Dinos 0.: E 


q att 
u5 —————— — Q > — P, eos) 
. Nd! —2rd cos ftr’ s LU M 


T 3 Es a/d 
VE Tr (id) -2(9]d)r co tr 


第 二 项 是 电 象 的 电势 。 
iti DP cos0), 


^" 
euim ut aia Ez Du (ey 
mh v + Ic 1) esos 


up X Pass (cos8), 


球 外 vetrina pnr Mem Du 


e G2) 
m (eos 6). 
o wE aereo Gi Du (e E MI Qu 


k-1 
go cos 0 (0«c0-—2/2), 


Autre, +m). 2m jn . Gr/20n) 


pem aor P, (e080) +l 12. 5. ig Paleos0) 


4H AFi 2 


5 i Tib 
* mius m al -) 


mra 


eco k 
Xm FD Paa (Cos 8). 


r 


221 


RI A= m plo P.. (a, 


ET Je Pu (1 ie 
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10. “rh $c umm n (rca 


ix p Gk- D S Pa (ecsg) ` (r7). 


$45. 1. (D L-isGon IP (eos6) eos 2g. 
(2) Pi (cos 8) cos o Pi (cos Oeo pe T 


(3) 44D Green Orr DU p, cua) 


ACT (2n--2)11 
uc 1) Gn D[1 + DG 


(25-2): (2n— Dt 
ED» Gen P (cosb) cos2g. 


2. pd 9)- 三 三 (oj FAtese TIT dide ger Costi; 
: in m0 


ar MM ) ze fp) Ppi cosh) cosmq sin BdBd gp, 


Brt! a Ti je 9) Pf (cos 0) sin mo sin (dfdo. 


3. (D 5 Se 2 LAr cos mp+ Br sinmg]PP(eosg)， 
1-0 mm0 
Ar fü B? 见 上 题 。 
(2) x Xa m rd Af eos mp + Br sin mp]Pr (eos 0). 
1-0 m= 


对 于 特例 ，(1) 4 工 cos 8， (2) 4 生 co80， 
$46. 1, (1) J CO) 2x7. (8) — 4x7 , (7) -C. 


(2) a*(8—25)J lE) FA (23 —4)J Q0) C. 
(3) J.(r) —4z 1,2) TO, 


* 5363 


10. 


， 本 征 频率 ar / R, 本 征 据 动 


. 2m temm cg does na 


«OB AM. GU), Xp alt 为 yoG BA kA 


reri 
A, m 2/2207, (a). 


. (1) (A/po) [7(2» ) / (ez )- isinot, 


p 是 膜 纸 革 位 面积 的 质量 。 


[ (2p 
(2) ees) ene 


(0) (0) 
^ in TT, ED) (x p jester. 


(n) 
E29 bh =Z sin (CECAIS e ME D (5r) 
m n 


ap ES: a Ja (m) p 


f ai 
xJ. E 2 eosm(o — qx). 
aziat 
Bs sin È F] 


sn a H (2o). 


no [acot 


BL 


cett Elis (s) i 


mů 


X sin CERIS. 


. Ls E AES C Duet "m AC: 


imkR? ds ans = sin mp 
NE eI, : 
$T (xp (3 P | A 


ikR B am = cos mo 
"E 
bo ue R p Bele 


* $87 


. (Cm) cosmo 
$,20, gp e 054. (32-0 ) E : 


sin mo 
w, -ET (Eo end 
g.= 7e) Min EPET 的 第 个 零点 
11. 2405 Fp: E 12.. "ESEO 
13. A zue De uei E) NT 


MER) 
265 R zl ) 
mnm qe Rr) 


$47. 1. xaj B. 
P] 
21. "d .nnr(" . ART 
2 一 一 > e sin 2 y rf(r) sin— dr. 


9 


Ages ACRI P Ceos 0) 7t Ó di Qr) fio rar, 


(kafo) ]* 
dh k, 是 tg eroe kr, MH nf. 
—.a*afat* | . . 
L5 A, lent NEF., 9b. Xj Anm (7 D**turo/En, 
tmj 3 


Anna (—1)*49,r./ (Zk+ 1)? n?. 


B. to TATUS) I sin k,r, sin k, re >in, 
n=l y: 


共 中 加 E tg kr, m He k/ (H — 79) En 个 根 。 
6. Rof — «9 bin Cer) P, Ceos $c]. 


在 远 场 区 ， Se Sp, Ceosf) eosk(r —- ai). 
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E ET 


$48. 


$50. 


$ 5I. 


L U-Re fa Ln (ko) + EIOS 


nal 


x S87 PT (cosmg cos mp + sinmosin mp) |e d ep. | 


2. Refi 一 PPS) Pt (¢os0) sin 29e, 


di Ec P pt (eos 9) sin2geos k(r —at). 


1. A (50.24). 2. (50.25). 

3， 本 是 如 用 (50.24)， 则 积分 可 利用 留 数 定理 算出 ， 参 看 8 17 pj 2 和 
习题 1 (6). | 

PE (D uto, po) -áp eos Po, [63] uo, [29] "ar Pp, Sin Poe 


本 题 亦 即 $36 21880 22, "AIHR, 


4. u(po, so 7 1S | doom" fip) eos nodo 
amQ ^ 


+sinnpof ° fio) sin npdq i p 
D 


5. 平面 +=0 2-H 好比 两 面 钱 子 反复 反射 ， 造 成 无 限 多 电 象 。 对 
于 (zo go 2) 处 的 电荷 ， 所 有 (Co Yo 2nH E 4) 处 的 电 象 带 同 号 电 
TE, BUE (Co Yo, 2n 豆 一 sz) 处 的 电 象 带 异 号 电荷 。 


[6] T; — " EE 
dicam xe Da n 


ta 去 三 JOTEPTUTUTUTCUHTI 


虽然 积分 公式 的 形式 是 有 限 的 , 格林 函数 本 身 却 是 无 穷 级 数 。 
1. ABA v&E, 


uz, 0 - pte at) toletan Ye z P AE 


4 stelit) 


PRU f£ v)dédr, 


* s-a(t- 0) 


:589* 


$52. 1. 


bi 


' 590 。 


39600 31( 2) /[ porna 


ev 
[so [eda ja 


中， 
a zt 


2 f 5 ETUE RUD FE, ryAEdr, ` 


NA C= ete 5 ae. 


atsi 


LieGtat) To(z—at)] tz i EE 


t nroals-r) 


+ 站 | | foa. 


r6 Far-o(g=r) 


..Q. Au] 
i Ref $ds O Fia [ 


m-ai (E) 


es25 /1n ETOR ) 71] m stare n. 


«o sz/(a—2), s,7 2,077775 gmsi/5 (mas (2,--1), 


e 32 =C, Im £40; 
$,*2/(a—2), 2, 2,0757, zm, y m (2,—1)/ (05-1), 


n= EHD, &: -0n 5 十 gu 


(1) az e [73 - i) [72/3 -FÍ) 2:-9s,0-9—— —— PA AL 
(2) z, 267 '7P, p mas, asm nf PEDI La), 


£o (2,—1)/ (54 i). 


(3) n 


一 2， gmet, gym agtt, s58, £(z,-7 i Jogo. 


(4) n —(2—3)/ (33), s itn zm EFI, 
£-—(2—i)/(F 1), l i 


. (5) z, —(G—D/GHD, se — iz, =v 好 十 1， 


fær- Of Gi). 
(6) £m a. (7) £e. 


- z/am (0-1/0)/2, 电势 =0, In |C| +02 


8. z/A/ a* —b? —(£1/0)/2, R$ C, In |El +O 


1$. 


» C &«2n/ 1n [(a;4-5,)/(a, 4 b))]. 

- 2/am (CF 1/0)/2, xli ES =C n|] +C. 

e me (D-130)/2. 

: 取 图 102 标 有 Xx 记 号 处 为 原点 ，z BATRDES, y fl) E. (0,00, (90,0 


或 i), OH, h), (0 或 H, ico) A ERAR, WRR RRE 
为 & 平面 实 轴 上 的 (0， 0), (, 0), (a*, 0), GE oo, 0) 四 点 ， 变换 是 


sm P harete (BY D eon 5] 
CTRERNE Cmi MERR [=Ë itVR, mg, 
面 的 平 (0 0), (1,0), (Eoo, 0) 变 为 平面 的 (0 0), (oo, 0 Y), 
(0,V). A$ -0. 磁场 2-n-[5|- L4 d| 


déi / d£, 
-| L4 tH -| E fao 
x6 IE) wD VE HV éa? Bi 


B=Bnin; F ġel, B-Bu. 


: a — HE 
Baix! Hane mh 


£m — eos 把 (0, 0), (a, 0), (0 sk a, o) A EE SE SA E f 
《一 1,0), (1,0), (+20,0). JH (50.25), 在 上 平面 解 得 


to 2 
iai are tg FF T 


i =% 2s8h(zg/a) sin (xz/a) 
回 到 原 自 变数 ,z a e y/o —sini(zs/e)" 
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14. HRPd 103 的 动 片 有 端点 为 原点 ，zZ SAID, y Sá E. 
4= zln(1- 5 4 n(1e i) 


fE z FEil ( oo, 0 X — ih), (oo, — ih: EF ih, (o0, E ERE 
0), (0, 0) 变 为 上 平面 实 轴 的 (1, 0), (Eo, 0), C k/h 0), (0,0). 
WEE oz) Hr 878.25 5 AA v, 100, 利用 (50.25), Æ E 平面 解 得 


_ 加 nO +h 7 天 >) 
a OBRE (hh, — DE hi 


CESA ESSE A 
15. 到 图 104D JE dz Hj b D ROS RR. THRA, prn 


z o]_ 2 开刀 一 
SU. zu tz a px) 


把 ( 士 co, H), (~h, R), CC oo, EH), Ch,  H), (+œ, - H), 
(^, -H), (2o, EH), (^, H&A (+æ, 0)},. (—5,0),(—2,0),. 
(— 1,0), (0, 0), C1, 0), (a, 0), + 0), Xm bes, 5 应 满足 


4Ha 2 .2H 
z(ai- 1j PN r MeF is 


BEER IelZ, We omnt? 
argo, EIR Ej SENE RR, 


tiv, 


y, A ilii vno pM 
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第 一 篇 。 复 变 函 数论 


第 一 章 KEEA 


$1.1 复数 与 复数 运算 


(一 ) 复数 的 基本 概念 

一 个 复数 > 总 可 以 表 为 某 个 实数 地 与 某 个 纯 虚 数 iy 的 和 ， 

多 二 区 十 iy， (1.1.1) 
这 叫 作 复数 的 代数 式 ,z 和 y 则 分别 叫 作 该 复数 的 实 部 和 虚 部 ,并 
分 别 记 作 Rez 和 Imz. 

如 果 把 x 和 y 当 作 平面 上 的 
点 的 坐标 (图 1-1) ,复数 = 就 跟 平 
面 十 的 点 一 一 对 应 起 来 , 这 个 平面 
叫 作 复数 平面 ,两 个 坐标 轴 分 别 叫 
作 实 轴 和 建 轴 -. 

TRAE xc y MEAE g 
fü 4A NECI 1-0 EX e 还 可 
以 用 复数 平面 上 的 矢量 来 表示 。. B 1-1 

Pic BR SA s oU ex RI 1-1) 代 替 直 前 坐标 和 yy， 


= 


fe Vat y, Ni 
g—arc tg( y/x), y= png, 
则 复数 x 可 表 为 三 角 式 或 指数 式 , 即 
z—p(cosqT-ising) ， (1.1. 3) 
或 zc pel, (1.1.4) 
e 叫 作 该 复数 的 模 , 记 作 1z1.9? 叫 作 该 复数 的 辐 角 , 记 作 
Argz. 
一 个 复数 的 辑 角 值 不 能 唯一 地 确定 ,可 以 取 无 窃 多 个 值 ,并 是 
彼此 相差 27 的 整数 倍 .通常 约定 ,以 arge 宕 示 其 中 满足 条 件 
Ox.Árgz-2x 
的 一 个 特定 值 , 并 称 argz 为 Argz 的 主 值 ,或 x HERM. 于 是 有 
p=årgz=argz +t žkr., (k=0, 士 1, 士 3) 
RA PCER x 和 虚 部 y 都 等 于 零 的 复数 ) 的 辐 角 没有 
明确 意义 . 
一 个 复数 = 的 共 辆 复数 =”, 指 的 是 对 庶 的 点 对 实 轴 的 反映 ， 


(1.1- 2) 


即 
z^ —xr—iy-—p(cosg—ising) = pe", (1.5) 
(二 ) 无 限 远 点 
前 面 我 们 将 模 为 有 限 的 复数 跟 复 数 平面 上 的 有 限 远 点 一 一 对 
应 起 来 ,在 复 变 函数 论 中 ,通常 还 将 横 为 无 限 大 的 复数 也 跟 复 数 平 
面 上 的 一 点 相对 应 ,并且 称 这 一 点 为 无 限 远 点 . 关于 无 限 远 点 ,可 
作 如 下 理解 . 把 一 个 球 放 在 复数 平面 上 , 球 以 南极 S 跟 复 数 平 面 
相 切 于 原点 ,如 图 1-2 所 示 . 在 复数 平面 上 任 取 一 点 4, 它 与 球 的 
北极 N 的 联 线 跟 球面 相交 于 A. 这 样 ,复数 平面 上 的 有 限 远 点 跟 
球面 上 NN 以 外 的 点 一 一 对 应 了 起 来 . 这 种 对 应 关系 叫 必 测 地 投 
彩 , 这 个 球 叫 作 复数 球 , 设 想 A 点 沿 着 一 根 通过 原点 的 直线 向 无 
限 远 移动 ,对 应 的 点 渍 就 税 着 一 根子 午 线 ( 色 线 ) 疝 北极 N 通 近 ， 
如 果 A 沿 着 另 一 根 通过 原点 的 直线 向 无 限 远 移动 , 则 44 说 着 另 一 
根子 午 线 向 北极 N EE. 其 实 , 不 管 4 沿 着 什么 样 的 曲线 向 无 限 
E 2 * 


ir £5 si A GE i A Fh OBI TN. 因此 ,可 以 把 平面 
土 的 无 限 远 看 作 一 点 , 即 通过 测 地 投影 而 跟 复 数 球 上 北极 N 相应 
的 那 一 点 . 我 们 把 无 限 远 点 记 作 oo, 它 的 模 为 无 限 大 , 它 的 辐 角 则 
没有 明确 意义 . 


图 1-2 
(zo 复数 的 运算 
现在 再 来 说 说 复数 的 运算 . 
复数 z =r tiy 与 r= r Fiy 的 和 zı Hz: 的 定义 是 
z tHe Cn dox dri Gy d- y) (1.1. 65 


由 此 明显 可 见 加 法 的 交换 律 和 结合 律 成 立 , 从 对 应 的 矢量 来 
看 ,两 个 复数 的 和 对 应 于 两 个 矢量 的 合 矢 量 , 从 而 可 以 知道 
xi tels leal lel. (1.1.7) 
复数 zx: 一 zi 十 it 与 z= x+ iy: 的 整 zi 一 zs WIE H z 与 
z= r iy 的 和 , 即 


3&1 一 2 一 《2 xg) Hot Cy, y). (1.1. 85 
从 而 可 以 知道 
[zi —zs| zzi — le (1. I. 92 
复数 z= tiy 5 za =z Fiy: 的 积 ziz: 的 定义 是 
Em err: yy Hiriy: tryd. C1. 1. 10? 


Mx XU ER LBS RE REDT eRom 
成 立 . 这 样 ,定义 (1.1.10) 可 以 理解 为 
ziz: = (atiy iys) = Tx 十 iy 十 jr ys di yy ys 
— Gray yy) Fi Gn ys riy. | 


复数 DX 十 1 与 z= r tiy 的 商 ENER 的 定义 是 
gi BE HYY .Ta XiYe 
zo kx 55 Fa 
JA3X TRE LIH CBE ER n E» ER E99 FERES D) m E. 
EO 1L ID RT DEALER fy 
ži zı tiy Cru tiy d Cra iy) 
Za Xaiys Cra tiya) Cze iy) 
2 Zitat yY - Ta Yy 7 uy 
Cod C5 ty 
A step . 乘 方 和 开 方 等 运算 ,采用 三 角 式 或 指数 式 往 往 
比 代 数 式 来 得 方便 . 例 妇 ,乘积 的 定义 (1. 1. 10) 就 化 为 


(1.1. 11) 


ELE. m (94-9) --isin(a--9)] (1. 1. 12) 
—q pe fit m, (1.1.13) 
PRAE AE LOL. 1. 11 E 3S 
zc A [cosa — 9) Hsin(a —9)) 0.1.14) 
E 
— 8 von (1.1. 15) 
P 
XE, n EROH x* 应 是 . 
z" — e" (cosng--isinsg) (1.1. 16 
=r, (1.1.17 
而 ={ 整 数 ? 次 根 式 V e 则 应 是 
zs 一 V7 |cos Pisin £ (1. 1- 18 
一 pet, (1. 1. 19) 


我 们 知道 ,复数 x 的 辑 角 不 能 唯一 地 确定 , 它 可 以 加 减 2r 的 整 
倍数 . 这 样 , 根 式 x 的 辐 角 gn 也 就 可 以 加 减 r/n 的 整 倍数 ,从 
而 对 于 给 定 的 zx, V z WUR n ARARE. 

XX iz 5x. dz 是 复数 z 的 模 p 的 平方 ,由 
(1. 1. 122 C1. 1. 132 8] ÀJ sz 一 ze 则 是 复数 > 的 自 乘 , 即 


afa 


以 上 是 关于 复数 与 复数 运算 的 复习 . 
既然 复数 可 以 用 实 部 和 虚 部 表 出 ,复数 的 研究 往往 就 归结 为 
一 对 实数 ( 即 该 复数 的 实 部 和 虚 部 ) 的 研究 . 
例如 , 复 变 数 x 一 x 十 iy 族 近 复 常 数 o= xa Hiyo Bp 
z— zo i 
的 问题 ,完全 可 以 归结 为 -- 对 实 变数 工 和 y 分 别 通 近 实 常数 ze 和 
yo HD 


ZG. My 
的 问题 . 这 样 , 关 于 实 变数 的 和 , 差 . 积 . 商 的 极限 的 定理 ,关于 实 变 
数 的 极限 是 和 否 存 在 的 判 据 ,显然 全 都 适用 于 复 变 数 ,不 必 一 一 细 说 - 


习 题 
l. 下列 式 子 在 复数 平面 上 各 具有 怎样 的 意义 ? 
OD zls2, (2)]1—a|—|z—6| Cab 为 复 常 数 )， 
GRes- L., (43 |z| - Rez, 
(GDecargz-B.acRer«b (a.a 和 #8 为 实 常数 )， 
(Dag f. |<, 
(GDRe(C1/2)—2, (Rez =a (a 是 实 常数 )， 


C10) [zi 十 za H 1i — 2212 — 2 Iz; D? 37 2 127. 


2. 把 王 列 复数 用 代数 式 . 三 角 式 和 指 煞 式 几 种 形式 表示 出 来 . 
GG (250—1, 
Gi S3, {43l —cosa+i sine («JESEN ÉD, 
(527, (63e!*, 


CX —0/O- i). 
- 计算 下 列 数 什 - Go P 为 实 常 数 ) 


Co 


CD V/a rib, Qué P, 
(GO, GO Yi, 
C(5)eos5o, (65sin5g, 


CT) cosqd- cos2q-d- cos 39H- *-- -cosnp. 
(8B)singt sin2g+ singget ^ d-sinsg 


$1.2. HEKS 


(一 ) EK TI bd 

XXE LO qr CER ID. ETE XE — P RAE ECOL EUR BOUE 
于 玉 的 每 一 点 (每 一 个 z 值 ) ,按照 一 定 的 规律 ,有 一 个 或 多 个 复 
数值 z 与 之 相对 应 ; 则 称 ww 为 z BEL —— ETER. = SET 
的 案 量 ,定义 域 为 E, 记 作 

w= f(z), zcE 

在 复 变 函数 论 中 .着重 研究 的 是 解析 函数 (3 1.0. 

(二 ) 区 域 的 概念 - 

XEMEUI BR IE; H AANER ERR, E E 
定 条 件 的 点 集 , 称 为 区 域 ,用 B 来 表示 . 

为 了 说 明 区 域 的 概念 ,首先 介绍 邻 域 \ 内 点 .外 点 以 及 境界 点 ， 

邻 域 ”以 复数 z。 为 回 心 ,以 任意 小 正 实数 e 为 半径 作 一 回 ， 
则 圆 内 所 有 点 的 集合 称 为 z 的 邻 域 . 

AA Ez. 及 其 邻 域 均 属于 点 集 互 , 则 称 zo 为 该 点 集 的 内 


A. 
外 点 s 及 其 令 域 均 不 属于 点 集 EE, 则 称 z 为 该 点 集 的 外 
A. 
RRA FE zx 的 每 个 邻 域内 , 既 有 属于 巨 的 点 ,也 有 不 属 
于 巨 的 点 , 则 称 xz。 为 该 点 集 的 境界 点 , 它 既 不 是 互 的 内 点 ,也 不 
是 巨 的 外 点 .境界 点 的 全 体 称 为 境界 线 . 
现在 介绍 区 域 的 概念 . 直观 说 来 ,区 域 就 是 宗 量 z EARP 
上 的 取 值 范围 . 严格 地 说 ,区 域 是 指 满足 下 列 两 个 条 件 的 点 集 : 
(GD) 全 由 内 点 组 成 ， 
(2) 具有 连通 性 , 即 点 集中 的 任意 两 点 都 可 以 用 一 条 折线 连接 
FI [r] r 


起 来 , 且 折 线 上 的 点 全 都 属于 该 点 集 . 

闲 区 域 区 域 8 及 其 境界 线 所 组 成 的 点 集 称 为 闭 区 域 ,以 BB 
Xm. 

区 域 可 以 是 各 种 各 样 的 ,例如 贺 形 域 及 环形 域 . 圆 形 域 可 以 用 
不 等 式 |z 一 zo | Lr 来 表示 , 式 中 ze 为 圆心 ,r 为 半径 ;环形 域 可 以 
用 4 之 |x 一 zo | 二 5 来 表示 ,zx。 为 环 心 ,a 为 内 半径 ,6 为 外 半径 , 若 
将 其 中 的 "<<” 挽 成 “所 ”, 则 这 两 个 式 子 分 别 表示 诸 圆 域 和 闭环 域 . 

(三 ) 复 变 函数 例 

这 里 举 几 个 复 变 省 数 的 例子 . 
多 项 式 

an 十 az 十 as22 十 … 十 cvs a AEH), (1.2. DD 

有 理 分 式 


o az d- a zi d reda" 
bhth tie e Fene" 


Gn Hl n AERO., 0.2.2) - 


根 式 

z—a, (1.2. 3) 
式 中 aosa sars" eausPosPi Dirt baa 是 复 常数 .下 面 列举 几 个 初 
EI pipi m 


e =e i? — ere" — e" (cosyi siny), (1. 2. 4) 
sing — lL (ei* —g-i*) " (1.2. 5) 
21 
cosz 一 到 (er 十 e-)， 0.2.6 
1 E: —x 
shz—- (e —e *), (1.2. 7) 
chz 一 二 (er 十 e-)， (1. 2. 8) 
Inz —InC|z |e/^*)5 —In|z | Hi Argz, (1.2. 9 
z—e" (s 为 复数 ). (1. 2. 10) 


HELG. 2. 5) IL CI. 2. 6) 不 难看 出 ,sinz 和 cose 具有 实 周 期 
. 7a 


2n , Bil 

sin (z 4-21) —sinz cos (z+ 2) —cosz. (1. 2. 11) 
大 家 知道 ,在 实数 领域 中 , |sinz | 所 1,|coszx | «1. d XE X Ci. 2.5) 
和 (1. 2. ORR. 2. 4) 展 开 为 实 部 和 虚 部 ,就 求 得 模 


[sinz | =} v/ Ce? 4-e 777) - 2lsin r coss), (1.2.12) 


icosz | -i LP Fe aF eosar sinr), C. 2 13) 


XX FÉ, |sinz1 和 |cosz| 完 全 可 以 大 于 1. 
HE X .2.40, 0. 2. 2 38 (1. 2. DAE 1B Le" ,shz 和 chz 
有 具有 纯 虚 数 周期 2ri, 即 
en m —e* sh(z-r-2zi)—shz,ch(z4-27i) —chz. 
(1. 2. 145 
辐 角 Arg z 不 能 唯一 地 确定 , 它 可 以 加 减 2r 的 整 倍数 . 因此 ， 
按照 定义 (1. 2. 90 ,对 于 给 定 的 >, 对 数 函 数 lnz 一 中 jz| Fi Arg z 有 
无 限 多 个 值 . 
在 实数 领域 中 ,负数 的 对 数 没 有 意义 .但 是 ,按照 (1. 2.9), 当 
z 为 负 实 数 时 , 复 变 函数 inz 仍 有 意义 , 即 
Inz —In( | z [e ln [x | Fi 224-1) x. 
IU IP. f(z) 的 实 部 和 虚 部 分 别 记 作 ule vs 2, 
Fe) ur) iv Cr (y). (1.2. 152 
这 是 说 , 复 变 梢 数 可 以 归 缚 为 一 对 二 元 实 变 应 数 . 因此 , 实 变 耻 数 
论 药 许多 定义 .公式 .定理 都 可 以 直接 地 移植 到 复 变 函数 论 中 . 
例如 SEE SX. (2) 在 点 zw 二 zo 十 iyw 连续 的 定义 是 
当 zx 一 zo HF, A CDF Ceo). 《1. 2. 16) 
这 可 以 归结 为 一 对 二 元 实 蛮 图 数 ulr, y F vlr, yE Cryo E 
EI 


3 


TN la (y) u Cr, o2 


yo VT y)—v To » oJ. 


3 m 


1. 试验 证 (1. 2. 11) 一 (1.2. 10 JL 3X IE. 
2- 计算 下 列 数值 . ca 和 2 为 实 常 数 ,z 为 实 变数 ) 


(12sinCa +ib}, C20costa +ib), GOinC— D, 
GOch!z—sh/z, C5)cosiz, (sin £z, 
COchiz. (BSshir. (0) legari |. 


3. 求解 方程 sins 一 2. 
$13 导 ğ 


ERR zm=.7z=) 是 在 区 域 召 上 定义 的 单 值 函 数 , 即 对 于 B E. 
的 每 一 个 = 值 , 有 且 只 有 一 个 w 值 与 之 相对 应 . EE BB 上 的 某 点 
x 极限 
FG Az) — f(x) 
år 


lim a lim 
存在 ,并 且 与 Az 一 0 的 方式 无 关 , 则 称 函 数 wE 点 可 导 
《或 单 涡 ), 此 (有 限 的 ) 极 限 叫 作 函 数 f(z) 在 z 点 的 导数 (或 微 
商 ) ,以 广 (z) 或 df /dz 3m. 
复 变 函数 的 导数 定义 ,在 形式 上 跟 实 恋 函 数 的 导数 定义 一 样 ， 
因而 突变 函数 论 中 关于 导数 的 规则 和 公式 往往 订 应 用 于 复 变 函 
数 , 例 如 


d _ dw dws, d — a— 
Ja Ew) =g E dz" dh p 

d d d 
ieso-the nei, dece. 
du) tvwiw,—1 0 d. 
Al 2 um" 下 sinz 一 cosz， 
d: dz s Lai 
dz du , dz 997 Sinz, 
d _dF dw ' d, 1 
df = Md dz ' 五 nz 一 过- 


Ao HEB HALLA p ARCET AIE p LBS Ce GE SC. BREAL 
样 ,实质 上 却 有 很 大 的 不 同 . 这 是 因为 实 变数 Ar RAEE SC UD 
近 零 , 复 变 数 As 却 可 以 漆 复 数 平 而 上 的 任 一 曲线 台 近 零 . 因此， 
ELERA TARE AFERA EARR. 

现在 让 我 们 比较 Az 沿 平行 于 实 轴 方向 逼近 零 和 沿 平 行 于 虚 
4i 7; T8 E BA PI PE. 

先 看 As dT 387r IRGOEGIEAE BR HOS. 这 时 Ay=s=0, 而 Az 
一 Ar 一 0, 于 是 
urtar yl Ee Go diy) ny) versu) 


lim 
r= 


E uem qi virt år, y) — vlz, y) 
Ax Ar 


Mj 
-S9*. i Sn. (1. 3.1) 


再 看 Az H FITE IBDEXLSE AE. 这 村 A0, 
Az 一 iAy ->0, 于 是 
lim u Cx, y T Ay) iv y Ty) — wy) — iol, y2 
iyt iåy 
O c eer uy FAY) Guy) 
Av» åy 


= lim 
Ax 


— lim 
在 ?一 站 


du . Ht 


(1. 3. 25 


oy ay 
IRURE f(z) 在 点 z 可 导 ,(1.3.1) 和 (1. 3.2) 两 个 极限 必须 都 存 
在 而 且 彼 此 相等 , 即 


w 00 .a 
十 i 一 二 . 
er ar oy Əy 


AX A- Sis PAZ EA) SC ERR HE UA 2 UR Bp 


0.3.32 


ixi T- 7; E n] (E 8L P838 9075 $8. ex da -E R R fE PE C-R * 
忻 ), 是 复 变 函数 可 导 的 必要 条 件 . 
* [07 


例如 处 处 连续 的 函数 w= Rez =x 88 I STUPRI HERE AT XE Ce — xsv 
(rs 一 入 于 是 


aT ” ay ^ or ' ay 
在 任 一 点 都 存在 (B XE LE — 5 OUI LI fs] P e Ep PL EDI Eb BR GE SES A 


wRez 是 处 处 不 可 导 的 . 事实 上 , 当 Ac 一 Ar 时 , 知 一 起 一 
Q 


5-079. 两 个 极限 并 不 相等 . 

柯 西 - 黎 曼 方 程 只 保证 Az 沿 实 轴 带 近 零 和 沿 碟 轴 通 近 零 时 ， 
Af / Az 通 近 同一 极限 ,并 不 保证 Az TEE RE HELEXOB IT 2E E] LA P/ x 
总 是 近 近 辣 一 极限 . 因此 , 柯 西 - 黎 曼 方程 不 是 复 变 函数 可 导 的 充 
分 条 件 . 

BAIE AE GRE f(z) — V/Rez- Imz ,在 第 一 .三 象限 , 它 的 实 部 和 虚 部 分 
WR ur. y) = vay vlr y) 27 0, Wi 4E 38 — VU e ou Cr, y) 60, 


1—1, m 34 


一 这 ye0 时 ,外 = 


e= y~ |z}. BSTR XE S£ 2—0, 
2u y HAr, 0j—ul0, 0) — ,. D 
=< 一 ]im ————————-—]m -一 一 0， 
BT | mg Ar Ar hr 
au . aÜ, åy —ul0, 0 n 0 
ey|.-. AU Ay — Em ay 0 
w| m CS —9 0.0 in D ug 
BI | ce Axe Ax Aro ÀT , 
sv — lim 29:2») —9(0,0) L -0 一 0， 
Əy [zmo A Ay arei Ay 


这 显然 满足 森 西 - 效 曙 方程 . 

那么 , 复 变 函数 /(z) = Rez Imz 在 点 z—0 是 否 可 导 呢 7? 斌 令 Ar 的 
辐 角 保持 一 定 ,而 模 o7 0. BE Azx 一 e*Ao-*0, 则 在 第 一 ,三 象限 ,Af/Ax 的 
mmu 

lim v CAp)cosgKAp)sinp — Yeosgsing 


men erAp e 
SUL ,在 第 二 .四 象限 ,APaAz 的 极限 是 i Y [eosgsing| ye 可 见 , 概 限 值 随 
g f FE m T8 OMA VOIR = 一 六 不 可 导 ， 
WME As 沿 实 轴 或 虚 辅 逼近 零 , 即 0 或 x/2, 在 这 丙种 情形 下 ,Af/Ax 
的 极限 相等 (都 是 等 ), 从 而 满足 桔 西 - 效 贞 方程 . 可 见 , 柯 西 - 黎 曼 方程 不 是 复 
= Ii- 


fXG0-- Az)—- fCO —lim 
Ax im 


Asc 


ME d 


7t pica] Ep 3E ARA. 
Bid WEHH, e 3 rz 可 导 的 充分 必要 条 人 忻 是 :函数 HOD 
Su cé SU GU. 
wat oe an D pde EDEAL ELETE RN. 
ap dirixiedu DERE. 7L uc RH v 的 增 量 可 分 别 写 
为 
hu S AE SA Fe Ax Fes 


gu ou 
E SAt S Ay esr E eA 


apat eiii Ao Az. Ay f£ B 趋 于 零 ?而 趋 于 零 . 于 是 有 


lim —lim tiAv 
A^Az—Ü Ax 一口 Ax 
au ou oU 
Ar 十 于 从 SAz 十 二 
M: 十 ay 3 十 1 EI 
z= fm 
各 rz 于 由 Ax 


最 后 一 步 己 考虑 到 |Azx/Az | 和 IAy/Az| 为 有 限 值 ,从 而 所 有 含 : 
的 项 都 随 A-—-0 mpÉCTE. 根据 柯 西 - 歼 曼 条 忻 , 上 式 妈 
SU CAz- HAY) +i 94 (Ac FA y) 
lim ArliAy =z ti ar 
85-2 
这 一 极限 是 与 Az-x0 的 方式 无 美的 有 限 值 . 证 毕 . i 
我 们 说 过 , 复 变 函数 的 可 导 比 实 变 函数 的 可 导 是 严格 得 多 的 
SK. FEPETPEEETT TT duri P E LR E eR 
而 联系 起 来 . 
复 变 函数 的 导数 可 用 (1. 3. 1) 或 (1. 3. DER. 
在 极 坐 标 系 中 ,比较 Az xr IS S ace CR Ax —e* Apr 0) f Y 
横向 通 近 零 ( 即 Az — pA (e) —ipe*Ag-» 00 PE FEED F Af / Az 的 极 
Boxes d mmm e 


ow l ov 

各 一 * 

bd (1.3. 4) 
i 9u | 9v 

Pop aP 


. 12- 


或 者 从 直角 坐标 系 中 的 柯 西 - 歼 曼 方程 人 1. 3.3) 出 发 ,按照 变换 会 
AC. 1. 2 变换 到 极 举 标 系 , 也 可 得 到 要 坐标 系 中 的 柯 西 - 黎 曼 方 
程 (1. 3. 4D. 


习 
试 推导 根 坐 标 系 中 的 柯 西 - 理 曼 方程 (1. 3.40. 


31.4 fH S dB Xx 


PRESE SEA zo 及 其 邻 域 上 处处 可 导 , 网 称 FOE zs 点 
解析 . 又 若 头 =)? 在 区 域 五 上 每 一 点 都 解析 , 则 称 Fe) 是 区 域 互 上 
的 解析 函数 . 可 见 ,函数 若 在 某 一 点 解析 , 则 必 在 该 点 可 导 . pon Hn 
不 一 定 成 立 . 例如 ,函数 f(z) 二 |z|? 仅 在 z=0 点 可 导 , 而 在 其 它 
点 均 不 可 导 , 由 解析 性 的 定义 可 知 , 它 在 z 一 0 点 并 且 在 整个 复 平 
面 土 处 处 不 解析 . 这 表明 函数 在 一 点 可 导 与 解析 是 不 等 价 的 . 但 
是 ,函数 若 在 其 一 区 域 妃 上 解析 , 意 球 着 函数 在 区 域 关 上 处 处 可 
导 . 因此 ,函数 在 某 区 域 上 可 导 与 解析 县 等 价 的 . 

解析 函数 是 一 类 具有 特殊 性 质 的 复 变 函数 ,在 物理 学 中 有 着 
重要 的 用 途 . 下面 介绍 解析 函数 的 几 条 主要 的 性 质 . 

l. GERE SE f(x) —u-rio 在 区 域 B 上 解析 , 则 

ulr y) =C Cr, y) =C; 
CoC: 为 常数 ) 是 B 上 的 两 组 正 交 曲线 族 . 
事实 上 ,将 柯 西 - 黎 曼 条 件 (1. 3. DAHAR, (8 


Ou ov ^ ou gv 
ar ar oy ay! 
B) es Om "9E S9 一 人 (1.4. 1) 


or ar ayay 


这 是 说 ， BUE v«| 其 直角 坐标 分 量 为 红 m% LIT 其 直角 


or ay 
ERARA SU RST] 正 交 . 我 们 知道 ,Vu 和 vo 2 HU Au — 
»- 13* 


常数 ?和 “wo 二 常数 * 的 法 向 矢量 ,因而 (i. 4.1) 表 明 *w 一 常数 ”和 “vw 
二 常数 ”是 互相 正 交 的 两 曲线 族 . 

2. EC A(z) 二 wu 十 iv EKR B 上 解析 , 则 wyv tA B 上 的 
VS Rugs T6. [“ 调 和 函数 ”一 词 说 的 是 ,如 果菜 范 数 玉 (x,y) 在 区 起 
B 上 有 二 阶 连 续 信 导数 , 旦 满足 拉 普 拉 斯 方程 YE= 0, 则 称 
Hay AKR B CERAR W. ] 

8 2. 3 将 证 明 ， FEA D ARE f A BUR BETA DE RE 有 任意 


阶 的 导数 . 这 样 ,二 阶 偏 导数 ,3 Su om Lm pu 


art’ aray ayi! ar "are 
都 存在 且 连 续 . 现在 拿 柯 西 - 黎 曼 方程 


9x oU au av 


or ay’ ay or 
的 前 -~~ 式 对 x 求 导 , 后 一 式 对 y 求 导 , 然 后 相 加 ,这 就 消 法 了 vw 而 
得 到 


S IHO, (1.4.2) 


ex! ay 
BHEE u 可 得 

am əv 

ari tay O (1. 4. 3) 


这 是 说 ,zkzyy] 和 wzry) 都 满足 二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 , 换 和 名 话说 ， 
EREMAN. 由 于 它们 是 同一 个 复 变 函 数 的 实 部 和 中 部 ,所 
以 又 特别 叫 作 共 簿 调和 函数 . 

这 样 , 若 给 定 一 个 二 元 的 调和 阔 数 ,我 们 可 以 把 它 看 作 某 个 解 
析 函 数 的 实 部 (或 虚 部 ) ,利用 柯 西 - 黎 曼 条 件 求 出 相应 的 虚 部 (或 
实 部 ) ,这 也 就 确定 了 这 个 解析 函数 . 

为 确定 起 见 , 设 给 定 的 二 元 调和 晒 数 ul(z,y) 是 解析 函数 的 实 
部 , 试 求 相 应 的 虚 部 oOx 50. 首先 ,二 元 函数 vtz,y) 的 微分 式 是 


do — 9*4 4 dy. 
2x my 


根据 柯 西 - 黎 曙 条件, 上 式 可 以 改写 为 
. j4» 


dv= — 944, dy. (1. 4. 4) 
ay 


易于 验证 .上 式 是 全 微分 .事实 上 ， 
E au ou ow alou 
a i over ad ac]: 
子 是 ,可 用 下 列 方法 计算 出 vtz,y) 一 | de. 
1) 曲线 积分 法 ”全 微分 的 积分 与 路 径 无 关 , 故 可 选取 特殊 积 
分 路 径 ,使 积分 容易 算出 . 
2) 六 全 微分 显 式 法 ”把 微分 式 (1.4. 4) 的 右 端 凌 成 全 微分 显 
式 ,wvtz,y) 自 然 就 求 出 了 . 
(3 在 定 积分 法 
这 些 方法 同样 适用 于 从 虚 部 wv 求实 部 a 的 情况 .具体 运作 请 
见 下 面 的 例题 . 
例 1 CMRE OHEA u Cr 50 —2 — y! cR HEBRURI 


xx T EBTERS EC. 
E bt A u EWA. RHA 
au 9. — 
ar ^ ey S 


因此 ,x 确 是 某 个 解析 函数 的 实 部 . 
01) 曲线 积分 法 ” 先 计算 u 的 偏 导数 


9* Lex, 一 一 2y。 
ax ay 
根据 柯 西 - 黎 曼 条 件 , 我 们 有 
uU av 
也 一 2y， SUB 
ox oy 


Td 
dv —2ydz-- 2xd y. 
右 端 应 是 全 微分 ,积分 值 


{ry 


v= | 2ydzx+2rdy+C 


® 15" 


与 路 径 无 关 . 为 便于 算出 积分 ,选取 积分 路 径 如 图 1-3, 


LERTE 


Cx.» 
v= | 2ydx--2xdy-- ETE 
i0, 0) Cr.) 
iz 


= 2rdy+C=2rzy +C, 
íz01 


Ru COBPEE 
(2) 凌 全 微分 显 式 法 ”由 上 面 已 知 
dv= 2ydr+2zdy. 
右 端 很 容易 改写 成 全 微分 显 式 day) ,这 样 
dv-—d(2zy2, 


显然 
v—2Zzry-dC. 


可 见 , 这 一 方法 与 曲线 积分 法 无 本 质 差别 ,在 容易 将 右 端 次 成 全 微 
分 显 式 时 ,这 一 方法 是 很 方便 的 . 
(3) 不 定 积分 法 上 面 已 算出 


Bt su — 
ay —2x FI ar 2y 


将 上 面 第 一 式 对 y 积分 ,xz 视 作 参数 ,有 
v= | 2zdyt eG — 22 g2, 


* Je 


其 中 eco x BERAN. 将 上 式 两 边 再 对 工 求 导 ， 
e. -EytdG). 
pitur 9-38 & Ae CEA g 0 —0. Mui eoo — C CRESIO . STIEG 
v-—Zzy-FC. 
最 后 ,我 们 得 到 所 求 的 解析 函数 为 
fio) mai— VEO xy Mo C)- zi iC. 

$32. CAHAR SOE vle, y) — V —r-- V x yl, 
求实 部 u(r,y) 和 这 个 解析 函数 A(z). 

解 ” 偏 导数 入 和 > 的 计算 比较 费事 , 试 改 用 极 坐 标 系 ， 


r= y —pcosq- e= V P(1—cosg) = w 2osin T 


FEAR u(y). 和 例 1 一 样 , 可 用 三 种 方法 计算 ,只 是 柯 
西 - 袭 曼 条 件 需 改 用 极 坐 标 形式 - 这 里 只 介绍 全 微分 显 式 法 .其 它 
两 种 方法 ,请 读者 自行 演算 . 

VERE v 的 偏 导 数 ， 


ev. jla? ev jp Pp 
2p 2p 1n 2 * op g COS 2" 


于 是 
du =p t ap Leos £ 十 dp 一 | sin Zap P 
=Z cos $d VP vipd d| cos £ £) =al v/2pcos HE 
因此 ， 
u=  2pcos fcm et Vr Ey C, 
175 


f G2) — Vapeos P--C--i V2psin T 
一 ?pl cos foi sin 2 +C= V2z +C. 
i] 题 


1. 某 个 区 域 上 上 的 解析 函 敷 如 为 实 函 孝 , 试 证 它 必 为 常数 ， 
2. 已 知 解 析 函 数 COGO BU SEBB six y) BERE very a RA AET A t. 
(13u—e'siny, (2) — e' Cxcos y — ysiny? , /(0) —0, 


2sing2r 
e” J-e  ** —2cos2r 


(33u— JC — D, 


Gv uiae 00. 


(Su rS NICOLI 

(504 — x5 — y^ T xy F0) —0, 

CD xi-— 3zy!.f(0)—0, 

(B)u — x! + 6x5 y dry’ 236-0 

(9)u — x! — &x* y^ 3- y* ,fC0)—0, 

(105 —Inp,/(12—0, 

(1g. fQ) =), 

3. 试 从 极 坐 标 系 中 的 柯 西 - 丈 曼 方程 (1. 3. OWE n 或 v. 

本 题 答案 就 是 拉 普 拉 斯 方程 (1.4. 2 在 极 坐 标 系 中 的 表示 式 ， 


$1.5 平面 标量 场 


物理 上 及 工程 技术 上 常常 需要 研究 各 种 各 样 的 场 ,例如 电磁 
场 .声场 .湿度 场 等 . 通常 ,这 些 场 均 随时 间 而 变 , 随 空间 地 点 而 异 . 
车 场 与 时 间 无 关 , 风 称 为 恒定 场 ,例如 静电 场 .流体 中 的 定常 流速 
场 等 . 若 所 研究 的 场 在 空间 某 方 向 上 是 均匀 的 ,从 而 只 需要 在 垂直 
于 该 方向 的 平面 上 研究 它 ,这样 的 场 使 称 为 平面 场 . 本 节 拟 对 解析 
函数 在 平面 场 研究 中 的 应 用 作 一 介绍 - 
í^ J8" 


首先 研究 华 面 静电 场 . 在 没有 电荷 的 区 域 ,静电 场 的 电势 满足 
二 维 拉 普 拉 斯 方程 . 这 样 ,电场 所 处 区 域 上 的 基 一 解析 应 数 f(z) 
— u Gc» y) io Cr y ME] 3E BB zi, Hg BD, n] DJ 8 FE SK OR EXEC LA 
电场 的 电热 . RC THX — PEUT PS XC PE TAOE-TET ER HE B5 RE A 
它 的 实 部 或 虚 部 就 是 电势 . 

为 叙述 的 确定 起 见 ,不 妨 说 
ulr: EPH, HRE ulr, y= pauu 
常数 "是 等 势 线 族 . 从 (1.4.1) 知 一 一 -一 
道 , 曲 线 族 “za (zy) 一 常数 ”垂直 一 
THR ik ulr y) — TERT LERN 
m v Ce, y) — 4E 3" E Jd EX 
A. 不 仅 如 此 ,wv 的 值 本 身 就 具有 图 1-4 
物理 意义 . 取 定 两 点 Aryo BG; y) fefe — HERE 4 和 
BE 1-4). 试 计算 穿 过 曲线 AB 的 电 通 量 ( 这 其 实 指 的 是 通过 -- 
块 柱 面 的 电 通 景 ,这 块 柱 面 跟 我 们 所 研究 的 平面 相交 于 曲线 AB, 
柱 面 的 酝 线 不 家 于 所 研究 的 平面 , 柱 高 为 1) 


B 
N= | Eds. 
A 


曲线 AB H ULARIR 7S ARRETA, KURR m BST ARR 


d d 
n,— — M n, — 55. 这样 ， 


-ÓEg. _eu dy eu dr 
E,—E "Tar ds ay ds 


于 是 
N 一 f dy 一 dr = f Sd» + “dr 
= fa = vix, Ya) — vir «y. 
XX REUS v Ge, y)3E ACRI B WEAR BULL AE A HEB 两 点 之 


间 穿 过 的 电 通 量 . 函数 *(z,y) 叫 作 通 量 函 数 . 由 此 可 见 , 只 要 给 出 
» 19» 


Md 


复 势 ,就 不 仅 给 出 了 电势 分 布 , 而 且 还 直接 给 出 电场 线形 的 方程 、 
电 通 时 密度 并 从 而 给 出 电荷 密度 . 

问 理 ,在 液体 的 无 放流 动 中 ,有 所 亩 平面 无 旋 液 流 . 由 于 没有 
RE ,速度 矢量 可 以 表 为 其 个 标量 的 梯度 ,这 个 标量 呀 作 速 度 势 . 
借助 于 速度 势 就 把 平面 无 旋 滚 流 问 题 表 为 平面 标量 场 问题 . 在 没 
有 源 和 汇 的 区 域 上 ,速度 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 (参看 流体 力学 书籍 
或 本 书 $7.1). 因此, 某 个 区 域 上 的 解析 是 数 

HECGOELDICSEDESUIE FEM 
KI Sc 385 e, Mit S E PS DL Ro EAD 1 E E Ah E 8E e CBE ES XE HE th. 
FA E WACOF LIS EM bed S RERO MESE 
vG, y) dE zE BE 9$. WU gi RR Uu Ce y) — EXE RARE DLE o oy) 
是 流量 函数 , 它 在 4 和 B PR BL B Zo EAE ACD B WR 
间 穿 过 的 流量 . . 

同 理 , 在 物体 的 稳定 温度 分 布 中 ,有 所 谓 平 面 温度 场 . 均匀 物 
体 中 的 稳定 温度 分 布 满 足 拉 普 拉 斯 方程 (参看 本 书 $7.1). 因此， 
某 个 区 域 土 的 解析 郴 数 AGO —u Cz y riv Ges 的 实 部 或 虚 部 总 
可 以 表示 该 区 域 上 某 种 平面 温度 场 的 温度 分 布 . 为 确定 起 见 , 设 
ul(z+ry) 是 温度 分 布 , 则 曲线 族 “vlr,y) 一 常数 ”就 是 热流 线 族 ， 
vtx;y) 是 热流 量 范 数 , 扬 在 A 和 BB 两 点 所 取 的 值 之 差 则 正比 于 有 4 
和 B 两 点 之 闻 穿 过 的 热流 量 . 

通常 弄 用 平面 温度 场 的 词汇 把 禹 线 族 “wtzx,y) 二 常数 ”和 
“oryy) 一 常数 ”0 作 等 温 网 . 

例 1 开平 面 上 的 解析 函数 

Tiel = ia ay iey 
的 实 部 和 和 虚 部 分 别 是 
pm —345—y, 
vCGr ,y) —2Zxy. 

图 1-5 Fd BEER T Uni dH ERU "uc 40 — TERT. FEE ER dC B dl £x 

族 “(zyy) 一 常数 ”, 后 者 包括 实 轴 和 虚 轴 在 内 . 
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作为 平面 静电 场 看 ,这 是 两 块 互相 垂直 的 很 大 的 带电 导体 平 
面 ( 实 轴 和 虚 轴 是 它们 的 截 口 ) 的 静电 场 , 实 线 是 等 势 线 ,虚线 是 电 


图 1-5 图 1-6 
作为 平面 无 施 滚 流 看 ,这 是 液体 从 虚 轴 的 十 oo 方向 流 来 ,被 x 
轴 租 拦 而 分 向 两 方 流 去 的 情形 , 实 线 是 流 线 , 虚 线 是 等 速度 势 线 . 
例 2 已 知 平面 静电 场 的 电场 线 为 抛物 线 族 
Yr 十 Bz (参数 CO 
CILE] 1-6 中 的 虚线 ), 求 等 势 线 . 
E ”从 电场 线 方程 解 出 参数 ， 
c —xd Vx d yt. 
题 已 注 明 c 盖 0, 所 以 根 导 前 应 取 十 号, 即 
一 二 十 t ty se. 
我 们 知道 ,电场 线 的 方程 应 该 是 <o(z,y) 一 沼 数 *, 拿 这 跟 上 
式 比 较 , 似 乎 可 以 得 到 
vlr p= rt ity. 
但 这 是 完全 错误 的 ! 道理 很 简单 ,w(x,y) 必 须 是 调和 函数 ( 即 满足 
拉 普 拉 斯 方程 ) ,而 一 x 十 YE 十 六 并 不 是 调和 计数 . 这 里 只 能 说 
v-FG) =x+t+ d Fy), 
其 中 下 是 某 个 尚 待 确定 的 函数 关系 ,这 是 因为 把 上 式 代入 “v== 常 
数 * 隔 样 可 得 电场 线 方程 一 + 十 YY 十 二 ec. 
- 27 。 


现在 根据 v(x,y) 是 调和 函数 这 个 条 件 来 确定 函数 下 (72). 


eU EA 
Ip! 一 1 |， 
了 一 el uy ] 


a z 7 al p 1 x? 

ar! Va Ey :| +F e| zd yt cm 
X 

r +y 


z ; y! 
ci er Oc gn 


Fv " 
代入 拉 普 拉 斯 方程 得 


[roa 
EY CUTE 
Bp 2[ x Fy ar +F' =O, 


sn pg- 


2:' 
积分 一 次 ， 


y * LE z 
=T =] VF GL Gn T7 


F'()-0, 


C 


F' (1)= *, 
vt 


再 积分 一 次 ， 
FG)—C, t +C; 
于 是 求 得 


v—FG)—QC, yt KC, 2€, V —x- a d y! Cs. 
引用 31.4 例 2 的 结果 就 求 出 


u-—(C, V 2pcos $66. 
从 而 等 势 线 方程 为 
C, V2pcos $  C,— EIC 


变换 到 直角 坐标 ,得 
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y'—c—3er (c0). 
这 也 是 抛物 线 族 ,如 图 1-6 的 实 线 所 描画 . 这 是 一 块 很 大 的 带电 金 
属 平 板 ( 负 实 轴 是 它 的 戴 口 ?的 静电 场 . 


读者 可 以 注意 到 ,本 节 只 是 任 取 基 个 解析 阔 数 ,然后 阐明 它 措 
写 什 么 样 的 平面 场 ,最 多 也 不 过 从 等 温 网 的 两 族 曲 线 中 的 一 族 出 
发 闸 明 所 描写 的 是 什么 样 的 平面 场 , 因 此 具有 很 大 的 局 根性 . 实际 
上 更 重要 的 问题 是 针对 有 具体 的 平面 场 找 出 适当 的 复 势 ,关于 这 个 
问题 参看 本 书 第 十 四 章 保 角 变 换 法 . 

习 题 

l. BAES FG) —1/G— 24-0. diiit SETRL ISI. 

2. DAL BOT REO y/o EI SR XE. 

3. 已 知 等 势 线 族 的 方程 为 “于 十 好 一 常数 ", 求 复 势 . 

4 已 知 电力 线 为 跟 实 轴 相 切 于 原点 的 圆 族 , 求 复 势 ， 

5. 在 圆柱 |z1 一 有 8 的 外 部 的 平面 静电 场 的 复 势 为 FO —i2oln R/2 E 
柱 面 上 的 电荷 面 密度 . 

6. 有 两 个 平行 面 均 的 带电 的 线 电 蓓 ,每 单位 长 庆 所 带电 量 分 别 是 十 和 
—qi PERIERE 2a. 求 这 个 平面 静电 场 的 复 势 ,电场 线 和 等 势 线 , 


*81.6 多 值 函 数 


前 面 介绍 的 初等 函数 中 ,除了 单 值 函数 外 ,还 有 根 式 函数 .对 
DA ER FLERA. ATRA 
w- y z (1.6.1) 
为 例 介绍 多 值 函 数 的 一 些 基 本 性 质 . 
由 (1.1. ID ,mw 一 wz — [ze ^*?7. 39 «o BERI TR FS 4) XU 
记 作 r 0. WES T = 一 0 以 外 ,有 


r= o y4|x). 0 一 lAm z— larg z--nm. (1. 6.22 
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这 样 ,z E HERE PUE VET ELOUE PEE n=0 和 n=l): 


& — arg z, g= Larg z 十 xi 《1. 6.3) 
相应 地 给 出 两 个 不 同 的 ww 值 
w= w [z[e*"* zz a f 
wa = 4 [z | e Fix $4 


这 称 为 多 值 函数 e — Vz 的 两 个 单 值 分 支 

实 变 函数 也 有 铬 值 的 . 例如 ,对 于 任意 指定 的 非 零 实 数 r 
次 根 式 Vz 有 十 YX 和 一 YT 两 个 单 值 分 支 .但 是 ,十 vz 和 
一 YZ 完全 可 以 看 作 两 个 独立 的 单 什 函数 . 复 变 函数 的 音 值 分 支 
则 不 然 ,它们 并 非 互相 独立 . 例如 ,以 51. 6.4) 的 单 值 分 支 之 一 ww 


而 论 , 设 z 从 图 1-7 的 某 个 点 Zo A LAB PY M w 从 wi =N lza] 
ee 出 发 .z AARE LG a Eso A [8181] zo,Arg 


z 增加 了 2x. E. 6- 2), w KI A r A w= NV Izl 
een ste EA T AMIE w 由 此 可 见 ,(1.6. D K vos 
和 w 不 能 看 作 两 个 独立 的 单 值 函 数 . OI ARDOR 
一 闭合 路 径 7 (7 不 包 朋 z 一 0) 绕 行 一 周 而 回 到 z Arg z 没有 改 


变 ,w 仍然 等 于 V | ns “07, 仍然 在 单 值 分 支 ww;, 没 有 转 入 单 什 
分 支 TU. 

因此 ,z 一 0 点 具有 这 样 的 特征 : 当 e 绕 该 点 一 期 同 到 原 处 时 ， 
对 应 的 函数 值 不 复原 . 

一 般 地 说 ,对 于 多 值 函数 包 =f(z), 若 z 绕 革 点 一 周 , 画 数值 
w 不 复原 ,而 在 该 点 各 单 值 分 支 函 数 信和 相同, 则 称 该 点 为 多 值 函数 
的 支点 . 若 当 = 绕 支 点 上 周 ,函数 值 zw 复原 , 便 称 该 点 为 多 值 函 数 
的 ma 一 1 赃 支 点 . 例如 ,函数 由 = Vz ,显然 ,x 消 Z 绕 支点 z 一 0 两 
周 后 ,w 值 还 原 ,因此 ,z 二 0 是 名 二 VE 的 一 阶 支点 . 


. 了 


nu 
"un 


可 


Bj 1-7 

除了 z==0 外 ,= 一 ce 亦 是 w 一 Vz 的 一 阶 支点 .要 说 了 明 这 一 
点 ,只 需 令 2 一 一， WA w= -Jis t 线 :一 0 — E 
处 时 ,ae 秆 不 还 原 , 绕 两 出 后 w 值 还 原 , 因 此 一 0,; 有 好 zx 一 co 为 w 一 
Ve 的 一 阶 支点 . 

现在 试用 一 种 形象 化 的 方式 来 描述 多 值 函 数 zw 一 w * 的 值 的 
变化 情况 . 这 里 约定 ,对 两 个 单 盾 分 支 , 宗 量 的 变化 范围 分 别 是 

TEHE wo OxLArg zm; 

UTED wo ZArg zx. 
现在 用 几何 图 形 来 表示 (图 1-80 ,在 平面 7 EA z—03f 35. 3E 
1E 388 5 18] 8 7C BL 6 AKHA RE, R ERY Arg z= 
0, FÆ Arg z 二 27, 这 样 ,z 在 该 平面 上 变化 时 ,只 要 不 跨越 割 线 ， 
其 辐 角 便 被 限制 在 0 所 Arg zx 和 2r 范围 内 ,相应 的 尊 教 值 位 于 w 
平面 的 上 半 平 而 ,0<Arg coc. 在 平面 了, 上 也 作 类 似 的 切割 ,但 
割 线 上 缘 对 应 于 Arg zx 一 27: 下 缘 对 应 于 Arg * 一 4r ,同样 ,= 在 该 
平面 上 变化 时 亦 不 得 跨越 割 线 ,与 该 平面 上 的 < 值 对 应 的 函数 值 
位 于 ww 平面 的 下 举 平面 . 
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ÁFRICA ovy 
2 FW, 
Pa " "4 "4 ; ya A "a "i "i 


图 1-8b 
由 于 在 割 开 的 两 个 平面 上 , 宗 量 变化 时 均 不 得 跨越 割 线 , 因 而 
FE STRE HE ER SEU far SE X 2—0 于 其 内 ,因此 邯 数 值 也 只 能 在 一 个 
单 值 分 支 上 变化 . 
进而 ,我 们 将 平面 了 : 和 平面 了; 作 如 下 结合 ,将 平面 工 ; BN 
fk ER ^P US T. HRR TAERE, MEE T 的 制 线 下 绿 与 
平面 7: 的 割 组 上 缘 连 起 来 ,构成 一 个 两 时 的 面 , 称 为 画 数 am 一 
vz BE. 
现在 让 我 们 来 观察 一 下 当 z CRIURE E E E EENT A t 
{E w 如 何 变化 - 设 = 从 平面 了 , 上 某 点 zsv 出 发 而 连续 变化 - E 


一 0 一 圈 , 它 的 轨迹 将 跨越 割 线 Arg zx 一 2 而 到 达 平面 7 了: 上 与 
zi" 复数 值 相 同 的 zi" 点 ,相应 的 获 数 值 从 图 1-8 (b) Hgg w E 


DH 


与 相应 的 工 路 线 到 达 wo? 25 e SEXE BEER 2—0 — RR EBIBURE P 
将 跨越 连 起 来 的 制 线 Arg = 一 0 和 Arg = 一 4 而 回 到 平面 7 上 的 
zi ,相应 的 外 值 也 从 voi? 沿 相 应 路 径 L'A, wi? 回 到 vos 这样 i 
和 如 相 接 而 构成 歼 受 面 上 的 一 条 闭合 路 径 , 相 应 地 ,曲线 工 和 
相 接 构成 ve 平面 上 的 一 条 闭合 路 径 . 我 们 看 到 歼 曼 面 上 的 点 与 ww 
平面 上 的 点 是 一 一 对 应 的 而且, 从 黎 曼 面 的 结构 可 以 看 出 ,两 个 
单 值 分 支 相互 本 接 ,并 可 连续 过 渡 ,从 一 支 到 达 另 一 支 . 


习 HH 
指出 下 列 多 值 秒 数 的 支点 及 其 阶 ,并 作出 黎 曼 面 . 
OD Yz—-a, (2 VG —aY(—Bb, 


(32Inz (Dintz—a?. 
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第 二 章 复 变 函数 的 积分 


821 复 变 函数 的 积分 


设 在 复数 平面 的 某 分 段 光 滑 曲 线 ! CENTEA o. 
在 i ERRA zot 即 起 点 A) (EQ ,zz en CRH S B) ,把 分 
成 = 个 小 段 (图 2-1). 在 每 一 小 段 [z.-1,zsj 上 任 取 一 点 名 ; 作 和 


DIGI — Zk- 1). 
k-l 


图 2-1 
于 nco 而 且 每 一 小 段 都 元 限 缩短 时 ,如 果 这 个 各 的 极限 存在 ,而 
HEES ET i 的 选取 无 关 , 则 这 个 和 的 极限 称 为 消 数 f(z) 沿 曲 


£& LM, A $i B TERES inl fraz, Bl 


fred = lim SGo Gy 一 na) Q.1.1 
JE z, 和 f GO BEJH SC TRU HB HR HE o 


ziS ti yis A) urs y) riv. y), 
FI 2H * 


则 [reos 一 fa (r,y)dr — vlz, y)dy 


+i pee + wx ydy, (2.1.2) 
这 样 ACE PRÉC X B1 2r n] bL SE A P PIECE p EHE A TE ET 
别 是 路 积分 的 实 部 和 虚 部 , PREISE PRICE 2 EH] VF E T XT 
路 积分 成立 ,例如 
1. 常数 因子 可 以 移 到 积分 号 之 外 ， 
2. 函数 的 和 的 积分 等 于 各 个 图 数 的 积分 之 和 ， 
3. 反 转 积分 路 径 ,积分 变 号 ， 
4. 全 路 径 上 的 积分 等 于 各 段 上 积分 之 和 . 
例 试 计 算 积 分 
1, 一 Í Rezdz, Í, = f Rezdz, 


hd AAMA 2-2 所 示 . 两 条 路 径 的 起 点 和 终点 相同 , 均 自 z 一 0 
至 z= 二 1 十 i. 


X EHA h. 
n = [dz 十 fiav = 1 -+ i. 
0 a 
再 计算 he 
1 1 1 
I, = f'o -idy + f zaz = 2* 
. 79a 


LES ADR BRERA RAH Esi A e E FR 
分 路 径 不 同 ,其 结果 并 不 相同 . 一 般 说 来 , 复 变 函数 的 积分 值 不 仅 
依 辕 于 起 点 和 终点 ,同时 还 与 积分 路 径 有 关 . 


$2.2 柯 西 定理 


$ 2. 1 指出 ,一 般 说 来 , 复 变 函 数 的 积分 值 不 仅 依赖 于 积分 的 
起 点 和 终点 ,而 及 与 积分 路 径 有 关 . 本 节 就 来 讨论 复 变 函 数 的 积分 
值 与 积分 吕 径 的 关系 ,主要 介绍 复 变 函 数 积分 的 重要 定理 一 一 柯 
是 定理 . 上 面 分 两 种 情形 来 说 明 ， 

〈 一 ) 单 通 区 域 情形 

所 谓 单 通 区 域 是 这 样 的 区 域 ,在 其 中 作 任何 简单 的 闭合 围 线 ， 
围 线 内 的 点 都 是 属于 该 区 域内 的 点 ， 

单 通 区 域 柯 西 定理 ”如 果 琢 数 7(z) 在 半音 通 区 域 巨 上 解析 ， 
则 洗 互 上 任 一 分 段 光 滑 闭 合 曲线 !( 也 可 以 是 豆 的 边界 ) ,有 


$ Sæde — p. (2.2.1) 


证 明 按 (2. 1. 2)， 
fds 一 PEE — vilr, ydy 


+i uc dz + uiz ydy. 


由 于 f(z} 在 B 圭 解析， Bim, "as m, E ,在 互 上 连续 ,对 土 式 


右 端 实 部 虚 部 分 别 应 用 格林 全 起 
$ Pdz + Qdy = f E 一 E| dzdy, (2.2.2) 


将 回路 积分 化 成 面积 分 ， 下 
= 一 5 | dard. 


fno -- [f(E - S) i ffit- 


E EFG B ERI., MA 在 上 满足 柯 
+ 30° 


Pi - 歼 曼 条 件 


au ov ov WM 


ər ay ar ay’ 
因而 两 个 积分 均 为 零 , 即 得 (2. 2. 15. 
上 述 柯 西 定理 还 可 以 推广 . 如 果 画 数 AGO XE OB DER B 上 解 
析 ,在 闵 单 通 区 域 瑟 上 连续 ， WE 吾 上 任 一 分 段 光滑 闭合 有 曲线? 
(也 可 以 是 B xr. 有 


È Fede = 0. 


此 定理 的 证 明 可 参看 例如 n. n. 3E E EL ERAT CR 2E RECS E i 9S 
四 章 S2. 

(—) 复 通 区 域 情形 

有 时 ,所 研究 的 函数 在 区 域 上 并 非 处 处 解析 ,而 是 在 革 些 点 或 
者 茶 些 子 区 域 上 不 可 导 ( 甚 至 不 连续 或 根本 没有 定义 ), 即 存在 奇 
点 . 为 了 将 这 些 奇 点 排除 在 区 域 之 外 ,就 需要 作 一 些 适 当 的 闭合 曲 
线 把 这 些 奇 点 分 隔 出 去 ， 或 者 形象 地 说 把 这 些 奇 点 挖 掉 而 形成 基 
种 带 “ 孔 ”的 区 域 , 即 所 谓 复 通 区 域 . 

一 般 说 来 ,在 区 域内 ,只 要 有 一 个 简单 的 闲 合 曲线 其 内 有 不 属 
于 该 区 域 的 点 ,这 样 的 区 域 便 称 为 复 通 区 域 . 

对 于 区 域 ( 单 通 区 域 及 复 通 区 域 ) 的 境界 线 ,通常 这 样 来 规定 
其 (内 、 外 ) 正 方向 : 当 观 察 者 沿 着 这 个 方向 前 进 时 ,区 域 总 是 在 观 
- 察 者 的 左边 . 

复 通 区 域 柯 西 定理 ”如 果 f(z) 是 闭 复 通 区 域 上 的 单 值 解析 
BS X Ln] 


bf)de + È fdz = o, (2. 2. 3) 
inl y 


AP E 为 区 域外 境界 线 , 谱 坊 为 区 域内 境界 线 ,积分 均 沿 境界 线 的 
正方 向 进行 ， 
证 明 考虑 图 2-3 中 以 2 为 境界 的 复 通 区 域 ( 图 中 
只 画 出 了 0 , 作 割 线 连 接 内 外 境界 线 , 原 来 的 复 通 区 域 变 成 了 
a di 


以 ABL B' A' LI A'C RCDD C ,i 的 C'A 眉 为 境界 线 的 单 通 
区 域 ,而 在 这 单 通 区 域 上 fz) 是 解析 的 . 按 单 通 区 域 柯 西 定理 


图 2-3 
$ fdz + NICE 十 $ feos + f, Sæde 


+ | fdz + $ fGodz + f „Sdz 十 … 一 0， 


其 中 治 同 一 秽 线 两 边缘 上 的 积分 值 相互 抵消 ;于 是 有 
$ Sdz + $ fi)dz + $, rzydz 十 … 一 0， 


即 得 (2. 2. 3). 
将 (2. 2. 3) 中 求 和 项 移 到 等 号 右边 ,改写 成 


$ sfd = 一 > 中 feas, 


Bp $ fco: 一 2j 中 fdz. (2. 2.4) 


这 是 说 , 沿 内 外 境界 线 道 时针 方 向 积分 相等 . [注意 (2. 2. 4) 积 分 号 
EAE BS BSEC I 3 1] 
总 结 起 来 , 柯 西 定 理 说 的 是 
l. 向 单 通 区 域 上 的 解析 函数 沿 境界 线 积分 为 零 ， 
2. 闭 复 通 区 域 上 的 解析 函数 沿 所 有 内 外 境界 线 正方 向 积 全 
. 32. 
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于 铬 所 有 内 境界 线 道 时 针 方 向 积分 之 和 . 

从 柯 西 定理 又 知道 ,对 于 某 个 闭 单 通 或 闭 复 通 区 域 上 为 解析 
的 函数 ,只 要 起 点 和 终点 固定 不 变 , 当 积分 上 路径 连 续 变 形 ( 就 是 说 
TEE" TL UO IF e PROC] EUER AT REIR. 


$2.3 不 定 积 分 


则 沿 B E£E Ri c 的 积分 | f(z)dz 的 值 只 跟 起 点 和 终点 有 关 ， 
而 与 路 径 无 关 . 因此 当 起 点 es 圈定 时 ,这 个 不 定 积分 就 定义 了 一 
个 单 值 函 数 , 记 作 

FG) = [ feat. (2.3.1) 
OWDELWEBB.F G E B ERA H Fx — Go. HB 
FG fGOOm— T BER. 


图 2-4 
证 明 RARE B EEA z WEN FOSFOR TT. 以 = 为 图 心 
-ÈT B 的 小 回 . 在 小 圆 内 取 > 十 ax 点 (图 2-4); 试 考虑 


Fiet Az)— FG) 1 pf, EF 
z) 2 Li TOE [reo 


LE D 


在 az ->0 时 的 极限 , 由 于 积分 与 路 径 无 其， ur. 的 积分 路 径 可 以 考 
虑 为 由 z 到 =, 再 从 = 沿 直线 段 到 z 十 az, 而 由 z 到 = 的 积分 与 插 叶 内 第 二 
项 相 消 ,于 是 有 i 
Fiz + An) 一 Fx) = | ^om. 
注意 到 rz 是 与 积分 变量 上 无 闫 的 定 值 ,所 以 有 
fc 一 二 | feodt. 
于 是 
FG) FO) pee) S ESUO - font. 
由 于 re) 在 互 上 连续 ,对 任意 给 定 的 正 数 e, 必 存在 正 数 EE 
Sh IAGO -ArGz1<e 即 只 要 小 国 取 得 足够 小 , 则 小 贺 内 前 一 切 点 均 满 足 


I AG — f) | «e 这 样 
Fiz + åz) — Fiz) 
Az 


fü) 


- lif ve — feo ME | < TM —€ ri 一 el 


im LAO FG = 


are 


Bp Ff». 


还 可 以 证 明 
[feat = F(z — Fz). (2. 3. 2) 


就 是 说 ,路 积分 的 值 等 于 原 沙 数 的 改变 量 . 
下 面 给 出 一 个 重要 的 例题 . 
9) 计算 积分 


I= 中 一 ordz。 Ce 为 整数 ) (2.3.3) 


ME ” 若 回路 ?不 包围 点 *, 则 被 积 函数 在 上 所 围 区 域 上 是 解析 
的 ,按照 柯 西 定理 ,积分 值 为 零 . 
接着 讨论 ! 包围 的 情况 , 如 “之 09, 被 积 函数 在 i! 所 围 区 域 上 
是 解析 的 ;如 <0, 被 积 沙 数 在 ! 所 围 区 域 中 有 一 个 奇 点 a. 不管 
20 RE n0, RAET PUES ZEE DS VL ER a 为 夯 心 而 半径 为 民 
«345 


HEJA CR 是 相当 任意 的 (图 2-5). 在 C 上 ,zs 一 a 一 Re”， 
了 一 $e 一 a)'dz 4 


一 $ R'e"*d (a + Re") 
Ca C 
— | RrewReridg 
[al 
z- 
— agp! iCn t 1p, 
iR f e do. 


这 样 ,如 n — 1, M Bi 2-5 


ente 


I-iRUÜ 


1 
160:4-1) 
W n= —-1, Bil 

- zx - 
了 一 if dp = Zm. 


其 实 , 从 原 函 数 前 诬 来 着 ,这 个 结果 是 很 显然 的 . 0 nl, 
(z 一 a)" HEARE RERA e—a (tn 十 1), 绕 4 一 局 , 原 函 
Si in pco de AE. WM n= — 1, (a) ! 的 原 落 数 是 多 值 阔 数 In C 
— a) EE 一周,lniz 一 的 的 改变 量 为 2xi. 

总 结 起 来 ， 


Oo ) 
| zi d | TAR a (2.3. 4) 
zm Jiz —a 1. Gü&Ho 


IT —aYdz—0,  (Q£—10 (3.5 
(2. 3. DAI (2. 3. DARA FE, MEDITA S1 HB — EUER SS SRL] im 
下 节 的 柯 西 公式 以 及 $ 4.1 的 留 数 定理 . 
82.4 柯 西 公式 


车 f(z) 在 闭 单 通 区 域 吾 上 解析 ,i 7g B 的 境界 线 ,a 为 互 内 
的 任 一 点 . 则 有 柯 西 公式 
. 35° 


fiz) 
fe = gh Lo IC) iz, 24D 


之 一 ga 
现在 来 证 明 柯 西 公式 . 首先 注意 到 ,由 (2. 3. ORRA 
f(a) 1 _ 1 Fia) 
fila) 一 - dz — 25i $ dz. 


zm Jiz — ga iz— a 
将 此 式 与 42. 4.1) 比 较 , 可 以 看 出 ,为 了 证 明 (2. 4. 1), HEBR 
aplano 
由 于 = 一 “ WAARABU O] eo BIB R E, 
a 为 圆心 ,e FREDA C., 于 是 在 7 及 C. 所 围 复 通 区 域 上 [f 
G2) — f Ga ]/G— 2) RR EET. 接 柯 西 定理 ， 


£o) HOD, 一 dc (2.4.2) 
i mE 一 z 一 
Ur (. 4. 208m 8) 4C YE — deri. 
. £e) 0M, < maxL/eo — fel 


其 中 max | AGO — f£ G0 | 是 |f(z) 一 flo)| 在 C. 上 的 最 大 值 . e 
0; 则 Cas 由 于 f(z) 的 连续 性 ,因而 有 fF Gf (GO. Bp 
max | /(2— fla) |—0. FE. 

fz) Hoe 


C, Em —— 


dz 


lim 


£—-D 


HT KO. A. DERG 6 无关, 故 必 有 
fix) 一 f (4, — 0. 


z 一 


< lim : max |f(z) — fia) | = 0. 


从 而 柯 西 公式 得 证 ， 

柯 西 公式 将 解析 函数 在 任 一 内 点 “的 值 (a) 用 沿 境界 线 /的 
回路 积分 表示 了 出 来 . 这 并 不 奇怪 ,因为 解 术 函数 在 各 点 的 值 通过 
梧 西 - 黎 曼 方程 相互 联系 者 . 从 物理 上 说 ,解析 冰 数 紧密 联系 于 平 
面 标 基 场 , 而 平面 场 的 边界 条 件 决定 着 区 域内 部 的 场 . 

因为 = 是 任 取 的 ,所 以 通常 把 = 改 记 作 *, 积 分 变数 则 改 用 上 

sa 3659 


表示 ,于 是 柯 西 公式 (32. 4. OSA 
- fo 
/om 一 二 L$ pat. (2.4. 3) 


EJO PIE DOS, ETEAESTI ei XX ELSECE JE E E05 AH 
复 通 区 域 . 在 复 通 区 域 上 f(x) 解析 ,显然 柯 西 公式 仍然 成 立 . 只 要 
将 ! 理解 为 所 有 境界 线 , 并 且 其 方向 均 取 正 向 . 

柯 西 公式 (2. 4. 3? 适 用 于 ! 所 图 的 内 部 区 域 , 它 也 可 推广 到 i 的 外 部 包含 
无 限 远 点 的 区 域 . 

设 /A(z) 在 闭 回 路 1 的 外 部 解析 ,以 z 一 0 XU BO EA SR 为 半径 , 作 
Pl Cx, 使 回路 /包含 于 Ca 内 ,于 是 了 (z) 在 i 及 Ca 所 围 复 通 区 域 上 解析 ,应 
用 复 通 区 域 上 的 柯 西 公式 ,有 


of 0C 


由 于 zz) 在 无 限 远 钼 连续 , 即 任 给 <>0, 部 能 相应 找到 REB ROS | e| RS 
1 f) at — fe) | 


Tni cp 5 一 x 
E$ a-h fe2 
- [a a EEE iSe EE 
1E O- Pi 
«di cr pam zi cli 2È. 
BI m$. Ear = fe, 
od Cg 
所 以 
Fo 一 去 由 Ear fo. (2.4. 4) 
特别 是 当 00) 018 | 
fo) = d: fout. (2.4. 8) 


柯 西 公式 的 一 个 重要 推论 是 解析 函数 可 求 导 任 意 多 次 . 简单 
地 说 ,由 于 z 为 区 域 的 内 点 ,积分 变数 在 区 域 的 境界 线 上 ,5 一 z 关 
0, 积分 号 下 的 画 数 FOD/GO — 20 TE DIR E Ab RE WT Se. 因此 ， 
(2. 4. 5) 司 在 积分 号 下 对 = 求 导 ,得 
= J7- 


Po = E i6 a sat, (2.4.6) 
皮 复 在 积分 号 下 求 导 ,得 


F(x) 一 Zi 中 E ar 
以 下 基 宁 西 公式 的 两 个 推论 . 
RAFE E ftz} 在 某 个 闭 区 域 上 为 解析 ,出 1ftz?| 只 能 在 境界 线 / 
上 到 极 大 值 . 
证 Xx Gor M 
LfG = 3x Lf He OLF - (2. 4. 8) 


WADE: FARKE M.IE— MA 8 的 长 为 * 则 从 (2. 4.8 
可 估计 出 


(2. 4. 7) 


nom 
RI Léo IM 二 | 
令 n— oc, BR ` 
A 
IDEM. (2. 4.9) 


这 就 证 明了 模 数 原理 . C2. 4. 9) 式 只 有 当 六 =) 为 常数 时 才 适 用 等 导 . 
XUMEHUESE 如 庆 z) 在 全 平面 工 为 解析 ,并 县 是 有 界 的 , 即 | FO 1 
NR fGost Ar x 
证 对 下 (z) 应 用 柯 询 公式 ;得 


1 £G 
Ftz) = 2 中 € — d£. (2. 4. 10) 
以 z 光 圆 心 作 半径 为 只 的 贺 周 , 拿 这 熙 周作 为 上 ,可 从 (2 4. 10» fii ie 
; cd NageMN 
LÁ GO S si quinR — Re (2. 4. 112 
REREH TUG Roe. TF REM CO 4.11) 84 
F0, 
dRBU F(x} 等 于 常数 ， 
= m 


L 已 外 函数 更 人 ?一 ec 7 把 工 当 作 人 参数, 把 上 认为 是 复 变数 , 试 应 用 
. 28- 


WIRE TT | 。 表 为 回路 积分 . 

对 回路 积分 进行 积分 变数 的 代 换 + 一 * 一 =, 并 借以 证 明 
Lcd 
an r= 

(本 题 的 PORRES ETR HEAR RERI). 

2 BARE Gu) —e 7 9/00). IE c 当 作 参数 ,把 :认为 是 复 变 

BARABARTE | ROB URB. 

对 回路 积分 进行 积分 变数 的 代 换 :一 (一 z)7z, 并 借以 证 明 
gu 1d" 
| 一 dz J. 


(本 题 的 VrG odd rij 0 SC BEES RHO 


E QU 2a 
={(—] ye ds oc 
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第 三 章 ESUREGE 


读者 已 经 熟悉 实 变 函 数 展开 为 短 级 数 , 那 是 很 有 用 的 . 例如 ， 
截 友 暴 级 数 的 前 面 有 限 项 可 作为 函数 的 近似 表达 式 ( 项 数 取 决 于 
要 达到 的 近似 程度 ). 又 如 , 常 微分 方程 往往 可 用 级 数 形 式 解 出 , 本 
AMR ERRUER ER. 


$3.1 复数 项 级 数 
设 有 复数 项 的 无 帘 级 数 
Dm y H w + = * 十 i dot, (3. 1. D 


它 的 每 一 项 都 可 分 为 DI SETUP 


Wa = tts Hits. 


那么 ,C3. 1. 1) 的 前 = 项 的 和 3e = Ys 十 iSu AT 


lim n Xyu = lim Dut i lim Bo. 
这 样 ， 复数 项 无 穷 级 数 (3. 1. 1) BS A ERE REI AEN 
级 数 


2 与 > (3. 1. 22 


ES e SYE [REL 于 是 ,实数 项 级 数 的 许多 性 质 和 规律 常 可 移 用 于 复 
数 项 级 数 , 现 在 列举 一 些 如 下 . . 

Tu Sus SEE BR HL. 这 是 说 ,复数 项 级 数 43. 1.1) 收 敛 的 充分 
必要 条 件 是 ,对 于 和 任 一 给 定 的 小 正 数 s, 必 有 六 存在 ,使 得 n>N 
时 ， 
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"ip 
| MN [n | Es, 
rra 
AF p 为 任意 正 整 数 . 
如 果 复 数 项 级 数 (3. 1,1) 各 项 的 模 ( 这 是 正 的 实数 ?组 成 的 级 
数 


Dol PD Vac (3.1. 3) 


Wem. 就 把 复数 项 级 数 (3. 1. D n EROR CAE $8 xp Wir oic E] Rer CT 
SUBURB]. RN ARE E UT. RT AEE ,ROBOTUR 
因此 改变 . 
设 有 两 个 绝对 收 伍 的 复数 项 级 数 
Da 与 Ma (3.1. 4) 
把 它们 逐 项 相 乘 ,得 
fund Gui pgd + Gigi pep bip nn. (3.1. 52 
(3. 1.5) 也 是 绝对 收 伍 的 ,而 且 它 的 和 就 等 于 (3. 1. ORATE 
的 和 之 积 . 
特别 讨论 复 变 项 缓 数 
Sjel) = £e GO) F wl) 十 … db un GO) 十 …， 


《3. 1. 6) 
它 的 各 项 是 z 的 函数 . 如 果 在 某 个 区 域 如 (或 某 根 曲 线 妃 上 所 有 的 
点 ,级 数 (3. 1. ORE Sx m Ede BOX DER g. BP BERI, 
复 变 项 级 数 (3. 1. 60 XE BG DERAK TE A ERA Ü E TE BON 
站 上 各 点 =, 对 于 任 一 给 定 的 小 正 数 e, 必 有 和 N(x) 存在 ,使 得 n> 
NCF, 


atp 
| X ww je, 
t=n+41 


AH p 为 任意 正 整 数 . 03 N FR = 无 关 , 就 把 复 变 项 级 数 叫 作 在 
天 或 门 上 一 致 收效 . 
dl 


在 五 上 一 臻 收 化 的 复 变 项 级 数 的 每 一 项 都 是 中 上 的 连续 函 
数 , 则 级 数 的 和 也 是 B 上 的 连续 函数 . 

在 7 上 一 致 收 僵 的 复 变 项 级 数 的 每 一 项 都 是 1 上 的 连续 孙 
数 , 则 级 数 的 和 也 是 7 上 的 连续 函数 ,而 且 级 数 可 以 沿 ! ES 
分 . . 

如 果 对 于 某 个 区 域 BC 或 曲线 i) 上 所 有 各 点 x, 复 变 项 级 数 
(3. 1. ORAMAI ueir) | Sm 而 正 的 常数 项 级 数 
Aree, mibrdbIWAPdE YE BO D ESI E90. 

$3.2 X 级 数 


本 节 专 门 研究 这 样 的 复 变 项 级 数 , 它 的 各 项 都 是 短 函 数 ， . 
2j — zo)? = ay ms — z,) F alr — zT, 


. (3. 2.1) 
其 中 zoa62a02a on 都 基 复 常数 , 这 样 的 级 数 叫 作 以 z。 为 中 心 
HERR. 
试 考察 由 (3. 2. 1) 各 项 的 横 所 组 成 的 正 项 级 数 
las| + Jail | = 一 ze| 十 |as| Iz— zil? lal lezo ltte 
D. (3. 2.2) 
应 用 正 项 级 数 的 比值 判别 法 ( 达 朗 贝尔 判别 法 可知, 如果 


— 4+1 
lim [+ |z Zol = lim gi |z zo | 1. 
bera FN Iz— za] E rn 
则 (3. 2. 220 $8, Bp C3. 2. DORKA. SAS R, 
R—lim | = | ， (3. 2. 3) 
kc | Akta 
就 可 以 说 ， 


* d? 


im lezl R, M. 2. D 28x SE. (3.2. 4) 
53 — 3 ilii WME 1e 2s | 7 R Wl Jer pio 5s ii D E BE. e RR 

: ES | [z—z,|**! 

lim == 


limlet Rl. 
Hæ Jel| |z—zol i 


a, | 
这 是 说 ,级 数 (3.2. 1) 的 相当 后 面 的 项 的 模 越 来 越 大 ,因而 必然 是 
发 散 级 数 , 即 
ME zz >R, MK. 2. 15 AE BI (3. 2. 5) 
以 zo ON VD TE TERA ROB BLUR] Cre A C3: 2. 40 8 
(3. 2. 5 知道 ,等 级 数 (3. 2. 1) 在 圆 的 内 部 绝对 收 敏 ,在 圆 外 发 散 ， 
这 个 圆 因而 叫 作 笑 级 数 的 收 敏 圈 , 它 的 半径 则 电 作 收敛 半径 , 收 伍 


半径 由 (3. 2. DAH. 至 于 在 收 合 圆周 上 各 点 ,和 宪 级 数 或 收 化 或 


发 散 , 需 要 分 别 具 体 分 析 . 
对 于 正 项 级 数 (3. 2.2) ,除了 比值 判别 法 以 外 ,还 可 以 应 用 根 
值 判 别 法 


ilim V la, | Iz —z4 | «1, ME. 2. 20:4: 88, C3. 2. 10 EE LC 


ilim V |a, | |z — za | 271, B] C3. 2. OARA, AAR. 

XX FF, RAAKA ET R 的 另 一 公式 ， 

及 一 1im 1 . 

77 lal 

所 谓 “ 圆 的 内 部 ” 指 的 是 比 这 个 圆 稍 稍 缩 小 一 些 的 闭 区 域 . 因 

此 ,以 >。 为 圆心 作 一 个 半径 R 稍稍 小 于 RR 的 圆周 Cr ,在 Cx 所 围 

WERE, ERN G- 2. 1) 的 各 项 的 模 |aiCz 一 z60)*| 志 |aslRt. 对 
正 的 常数 项 级 数 


(3. 2. 6) 


MEME 
k=0 
应 用 比值 判别 法 ， 
。 larn Ri _,. Akt 1 
lim lalRt lim | 2 RARAS 


*di* 


这 个 正 的 常数 项 级 数 收 化 . PERS EC REUS BL. aE, RARA 
《3. 2. D TEW 3 E P339 P [XE 26081 Ti HL — SACRE 
Pii RER 14e FC bs rdv ED: 为 复 变数 . 
解 ERRER a4 二 1. 应 用 (3. 2. 3) 求 收 伍 半径 
— [im 1 |i. 


好 5 十 1 As 


R= lim 


ko 


EJE. EE LA 上 一 0 为 圆心 而 半径 为 1, 收敛 圆 的 内 部 可 以 表 为 | 
| «i1. 
其 实 , 本 例 是 几何 级 数 , 公 比 为 ,所 以 前 十 1 项 的 和 


Dritte 十 … 十 如 一 二 全 
如 1 之 1， 则 
orla 1 
lim > = lim ——G—: 


RIEN EAA EUN E 1/00—20, 


LHP RH eL Cel<l). LD 


例 2 求 基 级 数 r tzt t e kA, 为 复 变数 . 
WE 把 x 记 和 作 :; 本 例 的 级 数 即 1 一 1 十 有 一 在 十 …. 系数 交替 
为 十 1 和 一 1. 应 用 (3.2,3) 求 :平面 上 的 收敛 半径 


ka] 


R=lim 


i 


这 样 ,z 平面 上 的 收 化 半径 为 vw 妨 亦 即 1. 收 敏 圆 的 内 部 可 表 为 jz| 
<l. 

其 实 , 本 例 也 是 几何 级 数 , 公 比 为 一 二 .在 lz1<1 的 条 件 下 ， 
容易 求 出 这 个 几何 级 数 的 和 为 1/ (1 十 z?)， 


1254 2*— z" Uu (lz|<1). — (nz 


FREG 2. p C SCIL EAT R HL— SCA CERE 
在 -个 稍稍 缩小 的 圆周 Ca E 3C SC. 因此 , 它 可 以 沿 Cx 逐 项 
dá 


积分 .为 了 应 用 柯 西 公式 (2.4.3); 把 C3, 2. D BS z Pid dE E HAE 
级 数 的 和 记 作 sen. 
zo CD —asd-aiCE— ota m) (3.2. 9) 


取 任 -- 内 点 z HARES E r R. 2.9). 
1 wt 


2xi £—z 
_ 1 a 1 aE zd) 1 «G—n», 
一 2 2x te mi rz 1 


这 级 数 仍然 在 Ca E.— S80 Sc TTA Cx 逐 项 积分 ， 


d wg) 
2xi Us, 者 一 z 
— ap — z) 
-a$. ME Pz $ 
ec — 
zn ZI 


E pg Bc EE TI 二 全。 AR X enr ELA A] SZ FORT P 
式 (2. 4. 3) 得 

= c, pdt = a + ai — zod doa. — mee 
Am FARG. 2. DRAT EL 3 OAM EE E PR EP] [LULA E 
续 函 数 的 回路 积分 可 在 积分 号 下 求 导 任意 多 次 , 亦 凤 是 解析 函数 . 
这 样 ， 等 级 数 的 和 在 收 合 贺 的 内 部 是 解析 函数 ， 在 收敛 圆 内 不 可 能 
出 更 奇 点 . 

(3. 2. B9 HERE. 1 一 xz 十 z! 一 2 十 的 和 是 LOH: ,这 个 和 具 
AMTAA rS titi 正好 在 收敛 国 周 lz|=1 上 . 这 可 以 帮助 我 们 理解 
kaS 1 前 道理 . 

如 果 限 制 在 实 教 领域 里 ,(3- 2. 8 就 成 为 


i 
pat 


zi] 1 BB =+ 并 不 是 L/C( 0E EE EAR FE [n ubCRHEZSA EE 
* 45-5 


1— za -- x54. C zl 12. 


#T. 


n! l 、 
改 用 有 界 函 数 二 Qs G. 2.95, 


nÓ 世人 
2xi (f—2» 
n! do L2! a CC— xm) 
^ ?mi (&—2)^t! 27i (E—g rt) 
n! 2: vo) | 2e. 
2xi (L[—2z)r* ! 
沿 回路 Cu, 逐 项 积分 并 应 用 柯 西 公式 (2.4.7) 得 
uw" (2) = [as JT + [a1 G 2,21? H [a5 (z 2,27]? H- 7. 
REN RECS 9 BL RT EDAE XC ECC. 
VR AnS UL EAT PL PR Js 8 38 DX Je. Er LUE SECURE HC E P8 X n] 
以 逐 项 积分 . i 
请 读者 自己 验证 , 逐 项 积分 或 逐 项 求 导 并 不 改变 收 敦 半径 . 


E 


习 HH 


l. REPRE C3. 2,1) 逐 项 求 导 , 求 所 得 级 数 的 收 全 半径 ,以 此 验证 逐 项 
SR EE JE ERE C BOE ER. 
2. 把 等级 数 (3. 2. D ZETIUBLAE- RARS BS] Ur BUS £8 PLUGS UE ERI 


积分 并 不 改变 收 敏 半径 . 
3. 求 下 列 宕 级 数 的 收 黎 图. 
REDS loi, DDue 2), 
oz. Salz). 


《5) SG — 3. 


二 ` . | 
4. 已 知 知 级 数 > aue! 和 S bush B BER NE R 和 R RFE 


级 数 的 收 襄 半径 . 
a dh 


(OD 9G + 502, (2 * iG. 一 Bo. 
+=0 一 1 


Gaz, Gg GO. 
k=0 


"ES 


A 
$3.3 泰勒 级 数 展开 


M. 83.2 知道 , 委 级 数 之 和 在 收 人 请 圆 内 部 为 解析 函数 , 本 节 研 
究 解析 函数 的 策 级 数 展 开 问题 ， 

我 们 知道 ,任意 阶 导 数 都 存在 的 实 变 函数 可 以 展 为 泰勒 级 数 . 
弃 然 解析 函数 的 任意 阶 导数 都 存在 ,自然 可 以 期 望 把 解析 函数 展 
为 复 变 项 的 泰勒 级 数 . 

定理 设 .A(z) 在 以 z OE BILL DS Ce 内 解析 , 则 对 国内 的 仔 
意 z 点 ,f(z) 可 展 为 格 级 数 ， 

fG) 5 Mag — x. 


其 中 


uo 
a — -È FO dt = L09, 


= 21i 2 CE um zQ)**! 


Ca, 2 IB] Cg AER z R5 CR 同心 的 图 . 


图 3-1 


证 明 如 图 3-1, 为 了 避免 涉及 泰勒 级 数 在 圆周 Ce 上 的 收敛 
或 发 散 癌 题 , 作 较 Ca 小 ,但 包含 z 目 与 Cs 同心 的 圆周 Ca. 应 用 柯 
a d? 


FEAR. 4.1), 
fl Lh Lar. (3.3. 1) 


2x1 Cr, — z 
接 下 去 的 工作 是 把 1/6- ERR. 考虑 到 展开 式 应 以 
圆心 z, 为 中 心 , 先 把 1 C77 20 BICE OH 


1 1 _ 1 . 1 
Ez (—:0—(—2) bz ez (3. 3. 2) 
Ez. 
这 式 右边 第 二 个 因子 跟 (3, 2. 7) 比 较 , 可 知 
1 -— fy EE. 2 z— 
了 一 和 一 2 THER us +e | Ee |. 
£—z; 
把 这 代入 53. 3. di 
1 — (x 一 z) (xz 一 z* 
Ez Ez 2 > 让 二 


X3EC. 3. 37 代 入 (3. 3. DENMA, 
NES 221 f«t) 


根据 柯 西 公式 (2. 4, 7), 上 式 就 是 以 z。 为 中 心 的 寨 勒 级 数 
f(z) = > Ae P n G — X (lz— zl < R). 
| (3. 3. D 


PA m. 为 中 心 的 泰勒 级 效 (3， 3. 4) 是 唯一 的 . 事实 上 ,假如 另 有 一 -个 以 Xu 
为 中 心 的 不 同 于 (3. 3- 4) 的 泰勒 级 数 


T = Pal n), (8.3.5) 
-ü 
就 应 当 有 
asta tz- rp Hasle en dr 7 
=/ (ed + EG zo) ME G— n4 (3.8. 6) 


^ 48* 


在 (3. 3. DPA z1 z 1; 得 
as — f (za. 
把 (3. 3. 8) 求 导 一 次 ,然后 令 xz 二 zo; 得 
LP) 
1r. 7 


a, 


把 (3. 3. 6 再 求 导 一 次 ,然后 令 zu t 
mro) 


A 二 


21 
照 这 样 作 下 去 ,就 看 出 展开 式 (3. 3.5) 跟 展开 式 (3. 3. 4) 完 全 相同 . 
上 节 已 经 证 明 短 级 数 的 和 是 解析 洱 数 ,这 里 又 证 明 解 析 函 数 
”可 以 展开 为 唯一 的 泰勒 级 数 , 由 此 可 见 ,泰勒 级 数 跟 解析 函数 有 着 
不 可 分 的 联系 . 
例 1 在 zx。=0 的 分 域 上 把 /Go—e" 展开 . 
E KAO =e 的 各 阶 导数 A ese ,而 
fO GS) = fA =1. 
按照 (3. 3. 4) 可 写 出 e^ 在 zo 一 0 的 邻 域 上 的 泰勒 级 数 
esitt +E +e ES 
(3.3. 7) 
应 用 (3. 2. 302R fax Tr 3€ 39] Rc A c S E (e M CER. 这 是 
说 ,只 要 * 是 有 限 的 ,泰勒 级 数 (3. 3. DRR. 
例 3 在 zo=0 的 邻 域 上 抬 fi e) = sinr M f;GO —cosz 展 
F- m 
WP 函数 广 (z) 一 sinz 的 前 四 阶 导 数 是 Pa —cosz. P^ GO 
= — sinz, fi? (z) — —cosz , fi! (z) —sinz. 这 F1! GO EE fid 
身 , 可 见 更 高 阶 的 导数 不 这 是 前 四 阶 导数 的 重复 . 
在 z= 二 0, 刻 (z) 和 前 四 阶 导 数 的 秆 是 (0)==0, £1 C60 — 1. i 
(0)—0, fi? (00 —— 1, 1 €0)—0, 
按照 (3. 3.4) 可 写 出 sine 在 2,—0 的 邻 域 上 的 泰勒 级 数 


. z 2 g zx 
sinz = 


uon uto S38 


* d£) 


BERI C3. 2. 300R IX A ARRA e SC 6 DR JC ERU 
同 理 可 得 cosz 在 x, —0 的 邻 域 上 的 泰勒 级 数 


z? 4 
Cosz 一 1] 一 二 十 一 一 一 十 x…. (3. 3. 9) 


应 用 (3. 2. 3) 求 得 这 个 泰勒 级 数 的 收 敏 半径 为 无 限 大 . 

例 3 在 z= 二 1 的 邻 域 上 把 了 (z) 一 lnz 展开 . 

E ”多 值 孙 数 f(z) =1nz 的 支点 在 = 一 0,cc. 现在 的 展开 中 
心 so 一 工 并 非 支 点 ,在 它 的 邻 域 上 ,各 个 单 值 分 支 互 丰 独 立 , 各 自 
是 一 个 单 值 函 教 ,可 比照 单 值 郴 数 的 展开 方法 加 以 虹 开 ， 

先 计 算 展 开 系 数 ， 


fz) = lz, 了 A) 一 ln1 一 rn2ri G 为 整数 )， 
FGys t, AF(1)=—11!; 
fo G2, fP O= +2]; 
z 
feo 3 f?(1)——31; 


* 
z 


于 是 按照 (3. 3.4) 可 写 出 Inz 在 z,—1 HI LRR 
一 11 
21 


21! —38! 
ty 07D Xp G-DÉe 


Inz ==Inl 十 二 Cz—1)4 


( —1» 


433 
—n2ri--(z—1)— (z=—1) 


(z—1» 
(03 t 


|. 
UC . 
按照 (3. 2. 3 upR lxx 3 En gr Sie RIS 1. B JE 


EETT 
Inz — 22x 4- =p- 2 


+ 505 


— E 4 
NC D (x n 十 … 《|= 一 1 到 1). (3. 3. 10) 


(3. 3. 100 ff] a —0 的 那 一 个 单 值 分 支 叫 作 Inz 的 主 什 . 
例 4 在 z,=0 的 邻 域 上 把 f(z) 二 (1 十 z)" R 不 是 整 


数 ). 
解 ” 先 计算 展开 系数 ; 
F(z)= (lz)™, f(00 21"; 
FD -—m-Fzm7 F OOS ml"; 
7 
=p 0 
f'(z)—msGn— 13200 42277? J"'(00 —mm-—1)1"; 
| mi(m— 1) 
ra)? 
FG) fo 
. m(m-—-1)(6n —2) —mm-—1)0n—2)1"; 
— G4 40 


于 是 按照 (3. 3. 4) EJ 'E HH (32-320 在 2, —0 的 邻 域 上 的 泰 葛 级 数 
G+)" =t it EE z 


Qro Dor Dod aa. | ; 


按照 (3. 2. 37 可 求 得 这 个 秦 贰 级 数 的 收敛 半径 为 1, 因 此 


m míüm--1) ; 
te)" —1 [opere z 
mmn Dn Du uu] 
CIz | 1). (3. 3.119 


51* 


十 


式 中 的 
1 一 (ee 一 em (a HERO. 
在 3. 3.11) 的 许多 单 信 分 支 中 ,x 一 0 亦 即 1" 一 1 的 那 一 个 叫 
TECL- 22" BE fl. (3. 3. 11)? 也 就 是 指数 为 非 整数 的 二 项 式 定理 . 


3 g 


在 指定 的 点 ze HRL TAR S E TUE ES 
Lljarectgr 在 n50, (2) JY zzi 
(3lnz 在 z =i, (D V a dEz—l. 
(5)e!! HA z,—0, (6ylng1 十 e 在 2, —0, 
(2C) Ez)! 3E 5,0, (8)ainze 和 costz TE z;—9. 


$3.4 解析 延 拓 


细 看 53. 2.7), (3.2.8), C3.3.10} 和 (C3.3.11) 儿 个 式 子 .这 些 
式 子 后 面 的 括号 里 注册 成 立 条 件 . 假如 取消 所 注 的 茶 件 ,网 等 号 两 
边 并 不 完全 是 一 回 事 . 例如 ,(3. 2. 0 Bg Ed ERES 1— 2) s — 
2 十 … 它 在 单位 圆 |=| 一 1 内 部 收 敏 ,其 和 是 解析 函数 ,但 如 超出 
单位 图, 级 数 就 发 散 而 无 意义 ;右边 是 1/ 0-00 EXER E = 一 士 
i 的 全 平面 土 是 解析 末 数 . 这 样 ,我 人 有 两 个 函数 ,其 一 


fGz)—1—zi-z*—z* (lz|<1) C3. 4.1) 
在 一 个 较 小 的 区 域 上 是 解析 函数 , 另 一 
FG) Lo (RR z= ti 以 外 ) (3. 4. 2) 


则 在 含有 上 鞋 述 区 域 的 一 个 较 大 的 区 域 上 是 解析 函数 ， 并 且 两 者 在 
那个 较 小 的 区 域 上 等 同 . 
于 是 就 出 现 这 样 的 问题 :已 给 某 个 区 域 & EBERT IS LAG 
RE BH I S RE F(z), 它 在 含有 区 域 5 的 一 个 较 大 的 区 域 B 
上 是 解析 函数 ,而 且 在 区 域 56 上 等 同 于 f(x)? 这 个 问题 叫 作 解 桥 
^ 525 


WEG. 简单 地 说 ,解析 延 拓 就 是 解析 函数 定义 域 的 扩大 . 

从 原则 上 说 ,解析 延 拓 总 可 以 利用 泰 勤 级 数 进行 . 具体 地 说 ， 
选取 区 域 & 的 任 一 内 点 zo TE ro 的 邻 域 上 把 解析 卫 数 FC HET A 
泰勒 级 数 . 如 果 这 个 泰勒 级 数 的 收 黎 图 有 一 部 分 超出 所 之 外 ,解析 
函数 f(z) 的 定义 域 就 扩大 了 一 步 . 这 样 一 步 又 一 步 ,定义 域 逐 步 
扩 太 . 

利用 秦 勤 级 数 进行 解析 延 拓 虽 然 是 个 普 稳 方法 ,但 具体 用 超 
来 计算 很 繁 ,所 以 通常 总 是 尽量 利用 一 些 特殊 方法 ,例如 (3. 4. 2) 
就 是 (3.4.1) 的 解析 延 扫 . 不 管用 哪 种 方法 进行 解析 延 拓 都 可 以 ， 
UL EB SE de ME Wy. 关于 这 个 瞧 一 性 ,下 面 给 出 简单 的 论证 . 

了 lz) 是 区 域 s 上 的 解析 函数 ,用 
两 种 方法 把 A(z) 解 析 延 拓 到 含有 区 域 
5 的 一 个 较 大 的 区 域 8 上 .假定 从 两 种 
方法 得 到 的 解析 羡 数 是 不 同 的 ,分 别 Te 
A FDM Fl). 在 区 域 5 EF GO 
和 FOE AFAT f(z), 因 而 F e) 
—F, Cz) 在 5 上 处 处 为 零 . 这 样 ， m 
F,GO)— F,GOJ&IXI& B. 上 的 解析 函数 
而 且 并 非 处 处 为 零 ,但 在 区 域 B 的 一 图 3-2 
4T EM 5 E AbREASECR 3-2). 
选取 名 的 境界 线 上 一 点 zu, 图 中 用 虚线 标明 z 的 一 个 邻 域 ,这 邻 
域 的 一 部 分 a 属于 5, 另 一 部 分 8 则 不 属于 5 于是, 接 照 土 述 假 
， 定 , 玖 数 记 (zxz) 一 Fotz) 在 a 上 处 处 为 零 ,在 上 并 非 处 处 为 零 ( 否 
则 就 把 8 并 入 把 .以 m 为 中 心 把 解析 函数 Fi(z) 一 F,(z) 展 开 为 
泰勒 级 数 

Filz) File) =a ta lero a z — 247? 

十 "十 Q(z 一 十。 

设 这 些 系 数 中 第 一 个 不 为 零 的 是 au On 是 有 限 的 ), 即 

F(2)— Flr) = (z— 2" lamt any z 2.) 
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Fan ci x H]. (3.4. 3) 
对 于 点 的 紧邻 xz 而 言 ,1z 一 zo1 很 小 ,因而 (3.4.3) 的 [L JPA 
an HREH, Hi lantaa m anis x27 H] San s 从 而 

File — Fo (zz — zo) "anaE. 
这 是 说 ,F(z) 一 Fz(z) 不 可 能 在 a 上 处 处 为 零 . 这 样 ,在 < 上 处 处 
为 零 要 求 所 有 的 系数 assaisass sas Jo B) SEE RE. 但 如 果 
所 有 系数 全 为 零 ,势必 使 Pi(z) 一 Fas(z) 在 有 上 也 处 处 为 零 , 这 由 
原来 的 假定 是 矛盾 的 , 总 结 起 来 说 ,区 域 8 上 的 解析 函数 
Fl(z)— Fi) 

在 子 区 域 上 上 处 处 为 零 , 必 在 整个 区 域 8B 上 处 处 为 零 , 换 句 话说 ， 
用 两 种 方法 进行 解析 延 拓 所 得 到 的 F.GOTI F(z) 是 完全 等 同 的 ， 
邢 解析 延 拓 是 唯一 的 . 


$3.5 洛 朗 级 数 展开 


当 所 研究 的 区 域 上 存在 函数 的 奇 点 时 ,就 不 再 能 将 函数 展开 
[E PUE S 页 需要 考虑 在 除去 奇 点 的 环 域 上 的 展开 这 就 是 本 节 
所 要 讨论 的 洛 朗 级 数 展 开 , 

首先 简单 分 绍 一 下 售 有 正 、 负 蚕 项 的 宕 级 数 , 所 谓 双 边 短 级 
数 . 

ea (z—xQ Ta tz— x4) ld-aQ.d-ei(r— x3) 

Harl ~z tH. (3. 5. 1) 

WEBER RIARTE iE R. 如 引用 新 的 变量 += 


二, 则 负 短 部 分 成 为 
a-ig ta- taat tH. (3. 5. 2) 
设 (3. 5. 2) 式 舌 级 数 有 某 个 收 化 贺 , 其 半径 记 作 赵 , 则 它 在 贺 Iz] 


=k 内 部 收敛, 亦 即 在 |*- zol] =R: 的 外 部 收 伊 . 如 果 RER,» 


. hd" 


那么 级 数 (3. 5- 1) 就 在 环 域 Ru | z— zo IR, 内 绝对 且 一 致 收敛 ， 
其 和 为 -解析 函数 , RATAR. m R |z r| R 称 为 
级 数 (3. 5. DIKA. 如 果 RSR VU SR AB EAR EXC. 
下 面 我 们 讨论 环 域 上 的 解析 浮 数 的 宕 级 数 展开 问题 . 
定理 i f(z) 在 环形 区 域 Rx |=— za | —R 的 内 部 单 值 解 
析 , 则 对 环 域 上 任 一 点 e FGOBDRONS RES 
fG)-— $y ale z), (3.5.3) 


k=— co 


其 中 


EN fq 
a= d $. ge eet. (3. 5. 4) 
积分 路 径 C 为 位 于 环 域 崩 接 逆 时 针 方向 绕 肉 圆 一 周 的 任 一 闭合 
曲线 . 
证 明 ”为 避免 涉及 在 圆周 上 函数 的 解析 性 及 级 数 的 收 敏 性 问 
XU. 今 将 外 辆 稍稍 缩小 为 Ca ,内 圆 稍稍 扩 大 为 Cà, (E 3-3), 应 用 
复 通 区 域 上 的 柯 西 公式 


图 3-3 i 
f(z) = fO d£ + — Zi EE: JG» p 4t (3.5.5) 


zu 一 


下 面 将 zz 展 为 释 级 数 . 对 于 沿 CS 的 积分 PARCS. 3. 3) 那 样 展 


1 
REL 
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] _ Go x 


E—zx £d€-— z] 
对 于 沿 C. LA H E R |2— z |> lE zl REEL AP 


1 
5 展开 ， 


(3. 5. 6) 


1 1 加 1 1 
$£—x (Coz) — (z — r) X — z 


1 一 上 一 2 
zZ 一 E. 
o (f — zo) — - (f — zy 
D 2 xU 
(3. 5. 7) 


jg G. 3. 698 (3. 3. 0 4E VIRAL C3. 3. SXEE ILES PE TELA E 
项 积分 ， 
Rs 
Jæ = 9G — 2) a $.. pL 


k= 


-Ða t». L a $,, E oria. 


I-0 


在 上 式 右边 第 二 部 分 之 中 , 改 用 i UTORE LORS 
标 , 并 根据 柯 西 定理 (2. 2. 4) 把 积分 回路 改 为 C& , 即 得 


f) = Z a,(z 一 m), (3.5. 8) 


是 一 一 co 


其 中 
a, 一 d. 中 ID ar. 


2:1 YEr CE — zat! 


1 ) 
而 中 g LO sit. (3. 5.9) 


C 为 环 域内 沿 逆 时 针 方 向 绕 内 图 一 周 的 任 一 闭 回 线 ,. (3. 5- 3) 称 为 
了 f(z) 的 洛 朗 展开 ,其 右 端 的 级 数 称 为 洛 朗 级 数 . 
美 于 洛 朗 级 数 ,有 几 点 需要 特别 加 以 说 明 : 
OREG. 5 3? 的 级 数 宁 含有 = 一 so 的 负 吐 项 ,而 这 些 项 在 xz 
二 zo 时 都 是 奇 红 的 ,但 点 zo 可 能 是 也 可 能 不 是 郴 数 f(z) 的 奇 点 
+ 


(参看 下 面 的 例子 ). 
(2) 尽 管 求 展 开 系数 a 的 公式 (3. 5.4) 与 泰勒 展开 系数 ws 的 
公式 形式 相同 ,但 这 里 的 Af” (zol 不论 zo 是 否 为 f GO 
奇 点 . 如 果 zo 是 f(x) 的 奇 点 , 则 f(zo) 根 本 不 存在 ;如 果 zx 不 是 
奇 点 , 则 了 (zo) 存 在 ,但 a 还 是 不 等 于 [P GO /ER1. 因 为 £9 Go 


E 4 本 站 dt 成 立 的 条 件 是 在 以 C 为 边界 的 区 域 上 


^ 2m 

TORY. 而 对 于 现在 所 讨论 的 情况 ,这 区 域 上 有 rz) 的 奇 点 ( 若 
无 奇 点 就 无 需 考虑 将 朗 展 开 了 7)- 

GRUB FUR BID zs 是 f(z) 的 奇 点 , 则 内 圆 半径 可 以 任意 
小 ,同时 = 可 以 无 限 地 接近 za 点 ,这 时 称 (3. 5.3) 为 f(z) 在 它 的 孤 
立 奇 点 的 邻 域内 的 洛 朗 展 开 式 . 这 是 特别 重要 的 一 种 情形 ， 
$ 3, 6 将 用 它 研究 函数 在 其 孤立 奇 点 附近 的 性 质 . 
辣 泰勒 展开 一 样 , 洛 朗 展 开 也 是 唯一 的 (证 明 从 上 略 ). 展开 的 唯 
一 性 使 得 可 用 各 种 不 辣 的 办 法 求 得 环 域 上 解析 函数 的 洛 朗 展开 
X. 

例 1 在 zx。 一 0 的 邻 域 上 把 (sinz)/z 展开 . n 

ME AR Gin)/ z 在 原点 没有 定义 ,zo 一 0 是 奇 点 . 

引用 sinz 在 原点 的 邻 域 上 的 展开 式 (3. 3.8), 


z? zí g 


sing METAT ate del<). 
为 了 避 开 奇 点 .从 复数 平面 控 去 原点 . 在 控 去 原点 的 复数 平面 上 ， 
H z ER sinz 的 展开 式 , 就 得 (sinz)/z 的 展开 式 
Ll aP'sp uU Oleje) (3.5.10) 
其 实 , 如 果 定 义 一 个 函数 GO. 


sinz 


(zz50) * 
ftlz)= 


lim su] (z—40), 


"574 


则 zz 在 整个 开平 面 上 是 解析 的 . 从 (3. 5. 100 Ep Ef SU. G0 XE 
zo 一 0 的 邻 域 上 的 展开 式 i 


e£? zi g’ 


fG)—-low tsp 7] 


(3. 5. 11) 下 是 解析 函数 f(z) 的 泰勒 级 数 . 
例 2 在 1 二 |z| 二 一 的 环 域 上 将 沙 数 f(z) 一 1/ GI — 0 RU 
MRH. 


二 = ([ze|x99). <3. 5.11) 


= 十 十 去 十 吉 十 … 
展开 式 中 出 现 无 限 多 个 负 短 次 项 ,但 展开 中 心 z= 一 0 本 身 却 不 是 函 
数 的 育 点 4 奇 点 在 2— E12. 
例 3 在 zx, 一 1 04838 E TERRE G0 — 1/067 — DR TR BH 
级 数 . 
解 ” 先 把 f(z) 分 解 为 分 项 公式 
1 1 1 1 


f(r 2z—1 2 = 十 1 
第 二 项 只 有 一 个 奇 点 = 一 一 1, 因 此 ,在 x。 一 1 的 邻 域 1z 一 11<2 上 
可 以 展 为 泰勒 级 数 . 利用 (3- 2. 7? 即 得 
1 1 1 l 1 1 


2z-1 2? @- DF? 41-G-—D/2 
za — k 
= 15 E7]. (dg — 1| <2) 
à—20 L 
TR 
l 1 i 


- 3C D' gape Di 0< [z—- 1l <2) 


(3.5.12) 
这 个 展开 式 出 现 一 1 KEH. 
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Bla 在 w=0 的 邻 域 上 把 VRF 
解 引用 。 在 原点 邻 域 上 的 展开 式 (3. 3.7) 


-= Ð r= L Lg L, "" eo 
s= ualt ta tzate axe 
把 z 全 换 成 1/z 即 得 
t= D hlt * 
Pp k] z 
p} 1}12ł1}11 1 
citur tzuitapst IHE 
BU 
H= cs z^ O< |z)). (3.5.13) 
这 个 展开 式 出 现 无 限 多 负 宇 项 ， 


例 5 在 z=0 的 邻 臣 上 把 ess C72) 展开 . 
MP ”由 (3. 3.7) 和 (3. 5. 13? 得 绝对 收 黎 级 数 


1 xà n 
e= s i zo] (e| «9. — G.5.10 


u 37i] (Q« zp. (3.5.15) 


绝对 收敛 级 数 (3.5.14) 和 (3.5.15) 可 以 逐 项 相 莱 ,乘积 中 既 
& ZR AE IE EIU XAAR CREDI. DAI RE BUB EAT IE RE e" 
Gn 2500 Hi, F3 C3. 5.15) 所 有 各 项 而 分 别 用 (3, 5-14) 中 的 2 — 
m HER. 2 fS SIR BLA A HR = (>0) 项 ,应 取 (3.5. 145 Br 
有 各 项 而 分 别 用 (3. 5. 150 PÉHL n — +h TEES. 这 样 ， 


lla az S 《一 D" un" 

eii 2 = DID xui F 
EN H 

十 »[c D nU E Ya 


(0 |y | eo. 
ji —h PEE m,i HAF n, W 


hu 


. 50» 


"- 


= [> Ce IT £ 2 pa 


(— 1» qnomm a 
+ X [c Mug iil Lk 


m 二 一 1 "—uü ! 


CO« |e] a (3.5. 16) 
顺便 说 一 说 ,(3.5,16) 的 [ 里 正 是 数学 物理 中 常用 到 的 m 
Er 9d 3EAR BRE JL CO [RS S 11. 2]. 因此 53.5.16) 世 可 写成 


iJ 
在 控 去 奇 点 zo 的 环 域 上 或 措 定 的 环 域 上 把 下 列 函 数 展开 为 洛 朗 级 数 . 
(ze! 3E 2,—0, GOLH/z'(iz—1»fEz,—1. 


(Dlr le DÉ rm0, fE mnl, 

(De ffs [1 

(501/€z— 22 C2 LD E | e | 773, 

(DG —D(—2)/( 3) (z — TE Rz | «cO 很 大 ). 
(DLI G —3zd3- 22 3E 1 [a1 2. 

(8)1/Ce —3z4- DE 209 | o, 

(9De^ /z 在 奇 点 ， 

(10 (1—cosz) /z TE Ap t, 

(1DsinC 1/22 3E SER , 

(12)ctgz TEE d. 

(13)z/(e Dir — 22? 4E | g | 1 Æ dz |n | 2, 3E 2 [nl 
Qpel DG— DE |z | 1E 3 [z | 2; E 2 || 
(1E21/z5Ce* — 3? fp GO [zd 1. 4E 1 |a | 0o. 


$3.6 MERN 


AAA FEE TE BHZRCBUSETT ETE BREL ER 3 Cot de [LER a PCT 
支 ) 孤 立 奇 点 的 分 类 及 其 性 质 . 
. fü" 


在 83,5 中 已 经 提 到 过 函数 的 孤立 奇 点 的 概念 . 确切 地 讲 , 若 
KR ftz) 在 茶点 zo 不 可 导 , 而 在 zo 的 任意 小 邻 域内 除 zo 外 处 外 
可 导 , 便 称 zz 为 f(z) 的 弧 立 奇 点 .车 在 z 的 元 论 多 么 小 的 邻 域内 
总 可 以 找到 除 zo DEP RBS BI SES LEER z。 为 ftz) 的 非 观 立 奇 
点 . 

上 上 节 已 经 证 明 ,在 控 去 孤立 奇 点 zo 而 形成 的 环 域 上 的 解析 函 
数 f(z) 可 展 为 洛 朗 级 数 


fz) = $) alz a. (3. 6.1) 


下 一 一 ce 


溢 度 级 数 (3. 6. 1) 的 正 知 部 分 叫 作 解析 部 分 , 负 乱 部 分 叫 作 主要 部 
分 或 无 限 部 分 ,(z 一 zo 的 系数 ao ,由 于 据 有 特别 重要 的 地 位 ( 参 
看 $4.1), 因 而 专门 起 了 各 字 , 叫 作画 数 OEA o 的 留 数 . 

一 般 地 说 , 诡 朗 级 数 的 主要 部 分 有 无 眼 多 负 辕 项 . 但 具体 情况 
各 有 不 同 . 例如 (sinz)/z 在 0< lz[<oo 上 的 洛 朗 级 数 (3. 5. 10) 没 
HH SURHE/G^—DIgo«|zs—1|«2 上 的 洛 朗 级 数 (3. 5. 12? 只 
有 一 个 负 输 项 ,e'* 在 0<iz 1 上 的 洛 雇 级 数 (3. 5.13) 则 有 无 限 多 
HET. 

EPEMA A zo 而 形成 的 环 域 上 的 解析 函数 Ce B8 Y BH 
级 数 或 则 没有 负 短 项 ,或 则 只 有 有 限 个 负 冤 项 ,或 则 有 无 限 个 负 竺 
项 . 在 这 三 种 情况 下 ,我们 分 别 把 zo 叫 作 函数 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 
极点 或 本 性 奇 点 . 

， 如 果 zo 是 f(z) 的 可 去 柯 点 ,就 是 说 在 以 x 为 图 心 而 内 半径 

为 零 的 回环 域 0<<|z 一 zo 过 RR 是 某 个 有 限 或 无 限 的 数值 ?上 的 


TR BH RECS 
fx) ada G2 Farle mrp en 
Oler | «RJ. (3. 6. 2) 
据 此 显然 有 
lim f(z) —a, {3. 6. 3) 


是 有 限 的 .这 是 说 ,函数 在 可 去 奇 点 的 邻 域 上 是 有 界 的 . 
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其 实 , 如 果 定 义 蚂 数 gtz) 以 代替 f(z)， 
gok P (2752), 
a, (zz), 
网 由 (3. 6.2548 
g(zx)—as.tai(x—z)daz—z)-- z—z em. 
这 就 是 g GO TE zo 的 邻 域 上 的 泰勒 级 数 . 就 函数 gz) 而 言 ,zo 不 再 
是 奇 点 . 这 正 是 “可 去 奇 点 "一 词 的 来 历 . 可 去 奇 点 今后 将 不 作为 奇 
如 果 zs 是 .Az ?的 极点 ,就 是 说 在 圆 环 域 0< [zs 一 xz eR 上 的 
洛 朗 级 数 为 
FD = al. — g)” F mp EE Oo go) 7 
F -e + ag + ale z) de 


pa 


= Y alz a) (Q«|z—s|«R. (.6.4) 


km- m 


据 此 显然 有 
lim f(z) 一 cc. (3. 6. 5) 


zn 叫 作 极点 zo 的 阶 . 一 只 的 极点 也 简称 为 单 极点 ， 
如 果 zo 是 7) 的 本 性 奇 点 ,就 是 说 在 圆 环 域 0 二 |z 一 zo| 二 民 
上 的 洛 朗 级 数 为 


Fa = Y, al zo) OL |e — zl < R). (C3.6.6) 


是 上 一 oo 


在 (3. 6. 6) B = 一 本 性 奇 点 zos f GO B ER FR E z ËF 的 方式 
Wi. ER (3.5.130,2, —0 EAM et 的 本 性 奇 点 . 当 z 洪 正 实 轴 
赵 于 零 , 则 1/ 一 十 co 而 eco 当 z 沿 负 实 轴 赵 于 零 , 则 172 
—oo ,而 e -0; 当 = 接 i72rrzkn 为 自然 数 1,2,3, 的 序列 趋 于 
F, el —e7?m —1-1. 

DEERME S zo 都 是 指 的 有 限 远 点 .这 里 再 简单 说 说 无 限 远 点 . 如 
EARO EAR d SEES [e| TR E REREBT OO La RT EA £8 o6 
HNR R« e| oo(R JEREUTUIETEOIICIED ERE FERRE SCR 
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fG)- Sas (RE «o. (3. 6.2) 


dx 一 co 


WRG. 6.7)? 的 负 委 部 分 叫 作 解析 部 分 , 正 逢 部 分 叫 作 主 要 部 分 或 无 限 
部 分 ， 

如 果 诸 六 级 数 (3.6.7)? 设 有 正午 项 ,就 说 函数 Fr 在 无 限 远 点 是 解析 
的 . 如 果 洗 妇 级 数 只 有 有 限 个 正 且 项 ,就 把 无 根 远 点 叫 作 (xz) 的 极点 ;最 高 
等 指数 叫 作 极 点 的 阶 .如果 客 朗 级 数 有 无 限 个 正 等 项 ;就 把 无 限 远 点 叫 作 
FICA) 3:1 A. 

AG ARIETEM 8 二 1x, 把 z= 吕 变 换 为 8 一 0, 从 5 平面 的 原点 来 看 ， 
这 些 定 尽 都 是 显然 的 了 . 

但 是 Fz) 在 无 限 远 点 的 备 租 邦 定 叉 为 z :项 (注意 这 属于 解析 部 分 而 不 
局 于 主要 部 分 ?的 系数 ce-: 反 号 即 一 a-: 这 是 为 了 便于 应 用 留 数 定理 (和 参看 
(4. 1. 655. 

b E: 


$k-1 


= 4 m 
— E : "EE: 
— 2, rr sing = >y 1) GE I DI' 


çosz == Mc ' Goi 


以 无 限 远 点 为 本 性 奇 点 , 多 项 式 utarte tar 则 以 无 限 远 点 为 = 阶 极 
点 . 这 几 个 展开 式 没有 俩 宕 项 ,所 以 这 刀 个 函数 在 光 限 远 点 的 留 数 都 是 零 . 

多 值 函数 还 有 一 种 奇 点 即 支点 , 这 里 只 考 太 有限 舱 的 支点 ,例如 产 一 ! 
阶 的 支点 , 以 多 值 函 数 GO RS m — 1 阶 支点 为 畴 心 而 内 半径 为 零 的 加 环 
RER RHET m RAER IE, B BEA RAE hy EET 
iti. 引入 新 的 自 变数 

ro VE V x 2, em 

以 代替 原来 的 宗 量 <. 由 于 的 辐 角 只 是 x 一 z 的 辐 角 的 1/m, 所 以 相应 的 + 
区 域 是 单 叶 贺 环 . 换 句 话说 ,= 的 多 信和 函数 F(z) 是 的 单 值 函 数 . 在 平面 的 
单 叶 国 环 上 把 f(z) 展 为 洛 朗 级 数 


fi) = Y at. (3. 6. 8) 


Aeon 


ARRE G. 6. ORARAA NEN SE EUSCR BUT CURED REALE 
FA. 在 这 三 种 情况 下 ,我 们 分 别 把 支点 z UERR f(x) 的 解析 型 ,极点 型 ， 
本 性 奇 点 型 支点 ， 

* E 


以 原 米 的 宗 量 * 代 回 (3. 6.82.18 


Fo 23 a 2D, (3. 6. 95 
每 指数 Um 是 分 数 ,这 正 是 支点 邻 域 上 的 展开 式 的 特征 . 
向 如 六 (2) 一 1704 十 Vz ) 以 加 二 0 为 一 阶 支点 .支点 的 邻 域 是 二 时 图 
环 . 引入 新 的 自 变数 #= w , 则 ， 


= Mc pd gp «o 


= E L 
= Met del< 10). 
3 n 


YO HR OM e GO 2) BI UAR zs 29 m ERI BEBE. 何 对 于 下 列 函 数 而 
Too 是 何 种 性 质 的 点 ? 


(9 f(zDg GO4C2D0 FD Ig GOD OD FO Hg. 
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第 四 章 留 数 定 理 


$41 HAE 


柯 西 定理 (2. 2. 1 指出 ,如 被 积 函数 f(z) 在 回路 ! 所 国 闭 区 
域 上 是 解析 的 ,出 回路 积分 中 f(z)dz 等 于 
零 . 因 此, 我 们 只 需 考 虑 回路 ! 包围 着 fz) 的 
奇 点 的 情况 . 

JUI 只 包围 着 js 的 一 个 孤立 奇 点 
ze. 在 以 x 为 圆心 而 内 半径 为 零 的 圆 环 域 上 
把 Xz) 展 为 洛 痕 级 数 


FD = 5la zm. (4. 1. 1) 


k=- 


在 洛 关 级 数 (4. 1. 1 的 收敛 环 中 任 取 一 个 紧 紧 包围 着 z 的 小 回路 
h(E 4-10. 按照 柯 西 定理 (2. 2. 3)， 


$ fcd. 一 中 f(x)dz. 
EX MAK- 1. 1) 代 入 上 式 右边 , 膛 项 积分 ， 
$ fdz = > a; $ (z 一 zdz, 
d k=- io 


EAA 3. 4) 和 (2. 3. 5)， 上 式 右 边 各 项 除去 & 一 一 1 的 一 项 之 外 
全 为 零 , 而 2 一 一 1 的 一 项 里 的 积分 等 于 2ri. 于 是 ， 


$ fde — 2xia ,. (4.1.2) 


洛 朗 级 数 (4.1.1) 的 (z 一 2。0) 项 的 系数 a_, 就 这 样 具 有 特别 重要 
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的 地 亿 , 因 而 专门 起 了 名 字 , 叫 作画 数 (zx) 在 点 zo 药 留 数 ( 或 残 
数 ) ,通常 记 作 RRes Cr). 这样 ， 


È fdz = 2xiRes f (zo). (4.1.3) 


现在 讨论 7 包围 着 SOR n AILE A babao ,的 情况 . 
作 回 路 站 分 别 紧 紧 包 围 着 bibo ab, 按照 柯 西 定 理 , 


$ fdz = $, fode 十 $ fde 十 … 十 $ Sdz, 
以 (4.1. 2) 代 入 上 式 右边 ,得 
中 Feedz = asi Res 0.) + Resf C02) + e Resf 021. 
(4. 1. 4) 


于 是 ,我 们 得 到 
BAER RAR A(z) 在 回路 i 所 国 区 域 上 除 有 限 个 孤 
ALPE in T PEL T 外 解析 ,在 闭 区 域 B 上 除 bs Bas Tx 外 连续 ， 
则 
$ f Gode = 21i D Res / 5). (4.1.5) 


EEEE [e] PIER AT URL E A CER BRE LER Bc EL DC 0 En 
点 的 留 数 之 和 . 
以 上 讨论 都 限于 有 限 基 点 ,我 们 还 可 以 将 这 种 讨论 推广 到 无 根 远 点 的 
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情形 ， 
RER /=) 在 无 限 远 点 的 邻 域 上 解析 . 我 们 来 计算 绕 呈 的 正 向 回路 积 


分 $ rayas dti 以 外 的 区 域 上 没有 /GOBPR Bon d ex. 将 f(z) 在 无 限 远 的 
邹 域 上 展 为 阁 训 级 数 , 并 代 人 积分 式 ,得 


$fd = 中 | 5 az) dz. 
BR k——1 —IB5 CEA msSuE.BD 
$ fie 一 一 $zxia., = 2m(— a. ,) = 2xiRes/(oo). (4. 1. 62 


一 qa-! 被 定义 为 f(z) 在 元 限 远 点 的 留 数 Res (Coo0. 这 样 , 留 数 定理 对 于 无 限 
远 点 也 夏 立 . 注意 BD o JC BRE IS em X Res Coo ) 4f, BD BL D E. 

有 趣 的 是 ,如 果 AGO BOE BRUT LECHE ERG RES EUG E EI IT 89 
A je -— Ro RME ARA RA [zle PEREERCT [LER ZI d C4. 3. 52. 

$ Gode = nni fi) 在 所 有 有 限 远 奇 点 的 留 数 之 和 ). 
拿 上 式 跟 (4- 1.5) 相 加 ,得 
0 — 2n (FG) 在 所 有 各 点 留 数 之 和 }. (4.1. 7) 

即 函 数 f(z) 在 全 平面 上 所 有 各 点 的 留 数 之 和 为 夫 , 这 里 说 的 所 有 各 点 包括 
无 限 远 点 和 有 限 远 的 奇 点 . 

弃 然 留 数 定理 把 回路 积分 归结 为 被 积 尊 数 在 回路 所 围 各 奇 点 
的 留 数 之 和 ,这 里 就 讨论 一 下 如 千 计 算 留 数 . 从 一 般 原 则 来 说 ,只 
要 在 以 奇 点 为 琐 心 的 贺 环 域 上 把 函数 展开 为 洛 闭 组 数 ,到 它 的 负 
一 次 重 项 的 系数 就 行 了 . 但 是 ,如 果 能 够 不 作 海 裔 展开 而 直接 算出 
留 数 ,计算 工作 量 可 能 减轻 不 少 . 事实 上 ,对 于 极点 ,确实 可 以 做 到 
这 一 点 . 

先 设 zo 是 六 z) 的 单 极点 , 滞 朗 级 数 应 是 


Fe 一 -=: 


Fl Ge —z. )38E $e DS. 
G2) f (G2 —a-, dT asGo— Ha Gi mr 
在 上 式 右边 令 z—z.9,f83204E 9E ARAR BILE es-:. 这 样 ， 
。 57» 


+a ta 【之 一 之 0 十 az (z— z^ 4-7, 


lim[ G —2) f ODJ- ERARE Res AGO. (4-1.8) 


(4.1. 8) 可 用 来 判断 o ETRA f(z) 的 单 极 点 ,同时 它 又 是 计算 
函数 f(z) 在 单 极点 zo 的 留 数 的 公式 . 

车 (zx) 可 以 表示 为 PCz)/Q(z) 的 特殊 形式 ,其 中 P GO 
QUO HUE zo 点 解析 ,zo 是 Q(z) 的 一 阶 零 点 -PCzo) 冯 0, 从 面 z 是 


了 A(z) 的 一 阶 极点 , 则 ~ 
Resf Gu) = lim Ma g= HE (4. 1. 9) 
tÄRE—# NHT PPRA. 
再 设 zo 是 S O m WERE. M BR ON E 
Bm | ml a 
fi Gu (x DU Ubi 
Hao Hail — m Fake V dt C4. 1. 100 


PA Gr zo)” 3E CA. 1. 10) 各 项 ， 
(z— rp)" f(z)-—a. m Fam rS m4 acu G—2)7! 
las —2,)74-a1(z— 2,23! e, (4.1. 11D 
在 (4.1.11) 的 右边 令 zz。: 得 到 非 零 的 有 限 值 am» 
limf Gc 0" (2 ]-- FEAR. (4.1. 12) 


运用 (4. 1. 127 可 以 判断 x。 是否 m 阶 极点 . 

(4.1. 132 B[ iH E p [ (C — 27 F 80 2 1 E389 2 E E p Sc 
SOD XE m. VETRO zo 的 留 数 Res / (zo) 妈 a- 是 这 个 级 数 的 (z 一 
zo)*” ! 项 的 系数 ,参照 (3. 3. 4) ,这 个 系数 可 以 表示 为 


m--1 
AL Ga —z)"f)]i. 


Resf Ga) —lim DT 


(4.1. 132 
有 了 (4.1.8) 和 (4.1. 12) PUERRO RAMAR 
可 以 逆 断 极点 的 阶 . 用 它们 和 C4.1.9). C4. 1. 322 XE f CHE ER C 
TOER ANER. 
gii $ o1 ADE = 的 久 数 ， 
* R: 


ME lim GO —oo. 因此 ,zo 一 1 是 函数 的 极点 . 事实 上 ,把 分 母 
分 解 为 因 式 即 得 


1 1 
feu; i ey 
可 见 zo 二 1 ERRA. 
Ha 1. 8) 计 算 留 数 


. 1 
Res/ (D —lim[ (&— 1) De et] 


H 
clim YTEIAITIU] 
另 解 ”应 用 (4.1.9)， 


lim [ cy nim ema 
因此 ,在 单 极点 zo 一 1 HME l/a 
例 2 AER FG) —1/sinz 的 极点 , 求 出 函数 在 这 些 极点 
的 留 数 . 
WE 于 2 一 ax(n 为 整数 ,包括 零 ), 有 sinz 0, f). BÍ 
此 ,zo 一 nr 是 极点 . 


lim[ (enr) f) ]—lim * 
AAF EERME ERARE. 


lim df -lim ES olim og (1) 
‘一 1)* 是 非 零 有 限 信 . 因此 ,zo 一 nr 是 f(z} 一 1/sinz 的 单 极点 ， 
Fe 在 北极 点 e — nx 的 留 数 就 是 (一 1 六 
例 3 MERK zz 一 4 十 和 is 十 4 的 极点 ， 并 求 出 PR 
数 在 这 些 极点 的 留 数 . 
解 ” 先 析出 分 母 的 因 式 ,并 与 分 子 约 去 公 因 式 ,得 
foe) = xA zr i 1 — 
z!(z--4) z'(z-F20)0G—2)  z(—210 
于 x 有 fGO-—o. BW. zo 2i REOS 


TAR 
sing 
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lim[ (— 20 /G)]—lim ,— — ái 
由 此 可 见 ,m — 2i 是 单 极点 , 留 数 就 是 i/8. 
F z0 BA Ja, BRI. 2,—0 也 是 极点 . 
lim [e^ f) ] —lim 1 - 1l 
由 此 可 见 ,zo 一 0 是 三 阶 极点 . 应 用 (4. 1. 13) 计 算 GO E zxo 一 0 的 
Ex. 


Res/C) —lim zi [5 pe fc51] 
o 2! |dz* 
1 d^ 1 
"PE liaa] 
i 


. i 
Slim [c 2i)’ j- "B g 
fia 计算 沿 单位 圆 |z|==1 的 回路 积分 


二 lim 一 一 


re < 


解 ” 令 被 积 函 数 f uui SA RA ,得 二 次 代数 


方程 sz 十 2z 十 E 一 0, 它 的 商 根 是 —— à 


的 两 个 单 极点 . 
单 极点 一 一 的 神 | 一 一 YI Are | lt 


E 


>1, 所 以 这 个 单 极点 在 单位 圆 外 ,不 为 积分 回路 所 包围 ,从 而 在 计 
算 回路 积分 时 不 必 考虑 . 
单 极点 zo 一 一 二 1 一 =i AE g| z|- ER 
TUO EXOGo 0271 079.4 在 单位 国内 . 计算 回路 积 
PERDE LR, 用 (4 OBERE EO LA ORI 
Resf| 二 1 十 =+ vie | 


' 这 就 是 了 (zx) 


=lim EETAS 


-70r 


a 1 . 1 
=5lim 2ez+2 2 SIE 


应 用 留 数 定理 ， 
dz _ 1 —— 
+ p e Fe T IRES Go) = i A 
— xi 
Ie 
习 H 
1. 确定 下 列 函 数 的 奇 点 , 求 出 函数 在 各 奇 点 的 留 数 . 
{Ljet Ox. Gx/—10DG-—2)?, 
(32e / (zt +a"), GDe"/(z* ay, 
(S)ze*/(z-- a», (6)1/(z* —255, 
CO! /(z* -1Y*, GOz?/tz4-1»^, 
(9)el/ 177, (LOLL r, 
2. 计算 下 列 回 路 积分 . 
dz 
a2 Ga DG-—0DV4 的 方程 是 + y — y 一 23 — 0), 


CE SOS da, 
Ir|2zi Z 


(3》 $ ein dez, 
Iri-2 


zdz 


a» $.. 1/2 — sin?z' 


3 应 用 贸 堵 定理 计算 回路 积分 工 omm 


2Ti z—u 


上 是 解析 的 ,< 是 这 区 域 的 一 个 内 点 . 


$4.2 应 用 留 数 定理 计算 实 变 函 数 定 积分 


留 数 定理 的 一 个 重要 应 用 是 计算 某 些 实 变 函数 定 积 分 . 为 此 ， 
当然 需要 设法 把 实 变 丁 数 定 积分 跟 复 变 函 数 回路 积分 联系 起 来 . 
把 实 挛 定 积 分 联系 于 复 变 回路 积分 的 要 点 如 下 ; 定 积 分 
* Fi" 


[foods 的 积分 区 间 [ae, 纪 可 以 看 作 是 


复数 平面 上 的 实 轴 上 的 一 段 五 (加 4-3). 
于 是 ,或 者 利用 自 变数 的 变换 把 五 变换 
为 某 个 新 的 复数 平面 上 的 回路 ,这 样 就 
可 以 应 用 留 数 定理 了 ;或 者 另外 补 上 一 
BRAR IEL ALARE AONE 
区 域 B( 图 4-30. 把 SC AT Ep 98 P] HES 
区 域 B( 这 个 延 拓 往往 只 不 过 是 把 F6 
改 为 A(z) 而 已 ) ,并 拿 它 沿 着 ! 积分， 

$ fde = | f(xydzr+ f fde. 
上 了 式 左边 可 以 应 用 留 数 定 理 , 右 边 第 一 个 积分 就 是 所 求 的 定 积分 . 
如 果 右 边 第 二 个 积分 较 易 算 出 ‘往往 是 证 明 为 零 ) 或 可 用 第 一 个 积 


分 表 出 ,问题 就 解决 了 . 
下 面具 体 介绍 几 个 类 型 的 实 变 定 积分 . 


类 型 一 f Recosz,sinz)dz. 被 积 函数 是 三 角 函数 的 有 理 


式 : 积 分 区 间 是 L0,2x]. 
作 自 变数 代 换 


zer, (4.2.1) 
在 实 变数 工 从 0 变 到 2x 的 过 程 中 , 复 变 数 = 一 后 从 = 一 1 出 发 沿 单 
BM l| =1 道 时 针 走 一 图 又 回 到 = 一 1, 实 变 定 积分 化 为 复 变 回路 
积分 ,就 可 以 应 用 留 数 定理 了 . 至 于 实 变 定 积分 里 的 cose, sins 和 

dz 则 随 着 (4. 2. 1? 而 作 如 下 变换 ， 
cosz— 3 (+27) sing x (z—2 7) ,dz 一 十 dz. (4.2. 2) 

于 是 , 原 积 分 化 为 

了 一 Rte Ss dz (4. 2. 3) 
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dr 


2x 
$3) 1 计算 T 一 | Td EES 1), 


E ”按照 4.2. 3)， 
E dz/iz — 2 
I= $a ] 十 2 十 zl! i ME E m FAFE 
SEEN 


EX 3h R3 Fel BiU 4r de E B) 4 DHAR EER HA xi/ 
y1—e€. 


$2 HAI -f — x pg <<). 

WO 按照 (4.2. 3)， 

I= S se +e 3$ (ex 一 DG — o 
这 个 回路 积分 的 被 积 函 数 有 两 个 单 极点 :zo 一 17ye 和 zs — 6. 前 者 
1, 在 积分 回路 1z1 一 1 之 外 ,因而 不 必 考 碟 . 单 极 点 ze 一 < 在 |z| 一 1 


ZA GEE. 运用 (4. 1. 8) 计 算 在 z, 一 s 的 留 数 


. i . i i 
lim| ce 9a—pG-o|-lim zs 
于 是 ,由 留 数 定理 得 | 
I 2ni 3 = 25 . 
—1 ië 


类 型 二 | f(z)dz. 积分 区 间 是 (一 oo, 十 <o); 复 变 函数 


=) 在 实 畏 上 没有 奇 点 ,在 上 半 平 面 除 有 限 个 奇 点 外 是 解析 的 ， 
当 = 在 上 半 平 面 一 ce 和 在 实 轴 上 -ce 时 ,= 六 z) 一 致 地 一 0. 

UR .f(x) 是 有 理 分 式 eGDO/gGD0, LERE RE 9 G0 1€ 
TB 3k SE ER COS BT gCz) 两 次 ， 

这 一 积分 通常 理解 为 下 列 极限 


I — lim P rd (4. 2. 4) 
RI -R 


R, — 


车 极限 存在 的 话 ,这 一 极限 便 称 为 反常 积分 | f(z)dz 的 值 . 而 当 


R, 一 Ro”co 时 极限 存在 的 话 ,该 极限 便 称 为 积分 | foods 的 主 
值 , 记 作 . E 

P | fda = limf" Fdz. (4.2.8) 
这 里 要 计算 类 型 二 的 积分 主 值 . 考虑 图 4-4 的 半圆 形 回路 7 


图 4-4 
和 ed 一 NI 十 NA 


根据 留 数 定理 ,上 式 即 
zu f (zx) 在 4 所 国 半 圆 内 各 奇 点 的 留 数 之 和 } 一 | feoda 十 


f fz)dz. 


4 Ro. 上 式 左边 趋 于 ilS (xz) 在 上 半 平面 所 有 奇 点 的 留 
数 之 和 } ,右边 第 一 个 积分 趋 于 所 求 的 定 积分 | fade, 第 二 个 
积分 可 证 明 是 趋 于 零 的 : 


| Jede = |f. 


s max |zf(x»1 T = mt *max|z/(z)| 0, 


AH max | f GO REESE Lf GO | TE C 上 的 最 大 值 . 于 是 得 到 结果 
^ Z4 


zie. Iz f Cz)| TES 


| fGodz = ttf G2 在 上 半 平 面 所 有 奇 点 的 留 数 之 和 } 
(4. 2. 6) 


LINES 
解 本 例 fc Ta-—uc5gqp ERAMA I 


中 十 i 在 上 半 平 面 ,而 
Res/ GF) —lim[ G — 0 GO ]—lim Acl. 
应 用 (4.2.6)， 


[.. uo = 2m [xj 


例 4 计算 | c oS. 
解 本 例 f(z) = 一 GB , 它 在 上 半 平 面 的 
"ré n 阶 极 点 十 i. 


L3 1 n 
Resf CD —lim Ta— l)! a —[G-—i»] f(z)] 


1 13-7" 
-lim Gy deci Gd D] 
Emm) n— n C7 222) (4 ote 


(n—12 ! | 
antl) 《27 一 2 (Zn— 2)! i 
(n—1) 1 2271 [i—1) ! 277 


应 用 (4.2. 6)， 


dz ,i nC) . 
| | re 


OX (n — 2)! 
2[í6—nDtF 


8s 计算 | uu 为 正 整 数 )， 
R SOKEL 十, 不 符合 上 面 所 列举 的 条 件 .不 过 ， 
hrs Run 1/(1 十 z?)" 是 偶 函 数 ,所 以 | 一 | ， 因 而 
48 g> 


» 75e 


. a aiy = sarr ü I 
引 [ 用 例 4 的 结果 即 得 
dr X. (2n — 2)! 
o (Q-xr 277 [ír 1)! J7 
类 型 三 | Féocosmadz., | GGosinmzdz. 积分 区 间 是 
[ 0, 3-00) , f EL BC FP CURIE CE i EO PRU CC(z) 在 实 轴 上 没有 奇 
(qi 点 ,在 上 半 平 面 除 有 限 个 奇 点 外 是 解析 的 : 当 x 在 上 半 平 面 或 
实 轴 上 一 oo 时 ,F(z) 和 GCz) 一 致 地 -一 0. 
首先 ,把 所 求 积 分 的 形式 变换 一 下 ,例如 


| FPCeycosmzdz 一 [rco icm qe ™)dx 
ù Ü 


= 二 | Fede l[ roe. 
在 右边 第 二 个 积分 中 作 代 换 c— — y HERE F GOJEHB ERES ,得 
| Permyeosmzdz 一 fj reves — L| rose. 
定 积 分 的 值 并 不 取决 于 积分 变数 采用 什么 记号 , 把 右边 第 二 个 积 
分 的 积分 变数 政 记 作 cm 


"E Cr)cosm rdr = 
ü 


o9 


Lf Fixe dz + ID FO)e"*7dx 


PSP 
E i F Ge" dz. (4.2. D 
Rm. i 
['Gcosimadz = à CCzyeimzdz。 (4. 2. 8) 


J (4. 2. DACA 2.8) 来 看 ,所 求 积分 已 化 为 类 型 二 , 按照 类 型 
二 ,本 当 要 求 : 当 = 在 上 半 半 面 或 实 轴 上 一 ce 时 ,下 (=)e“ 和 
zG (e - - Sic Hir 0. 但 是 利用 下 述 约 当 引 理 ,可 把 条 件 放宽 为 
FDM GGO — Rl 0. 
约 当 引 理 ”如 wm 为 正 数 ,Ca 是 以 原点 为 圆心 而 位 于 上 半 平 
面 的 半圆 周 (图 4-4) ,又 设 当 zz 在 上 半 平 面 或 实 轴 上 一 co 时 下 (2) 
站 /Fb* 


一 致 地 一 0 E 则 
lim| Fíz)e"*dz = 0. 


R= c 


| F(z)e""dz| 一 J F(x)e" ™de 
CR Cg 


证 


fr (Re')e- hende 


< max|F()| * [etae 
34 z 在 上 半 平 面 或 实 轴 上 一 co 时 ,下 (z) 一 致 地 0, 所 以 
max F(x) | 一 0, 从 而 只 需 证 明 
lim[e-mensRdp 即 2 lim [en Ráe 


是 有 界 的 . 


图 4-5 
E oxp «C Pd Osc2g/nszsing, (参见 图 4-5) 


[ert mRae [ect Rág — a — e "$5, 
T Ro. EAA BHL. 这 就 证 明了 约 当 引 建 . 
im m 是 负数 , 则 约 当 引 理应 作 ; 
lim | F(z)e7dz = 0, 


R= o Cr 


C' r 是 Ca 对 于 实 轴 的 映 象 . 


R 


e Fr 


根据 约 当 引 理 ,对 于 (4. 2. 7) 和 (4. 2. 8) 右 边 两 个 积分 ,在 放宽 
的 条 件 下 仍然 可 以 引用 (4. 2. 6). 于 是 得 到 结果 
| FGocosmadz = xi(F Ge" 在 上 半 平 面 所 有 奇 点 的 留 数 之 


和 h (4.2. 9) 
| ccpsinmzdz — x(G Coen tk. EPA 4) A ZA). 
(4.2. 10) 


注意 在 (4.2.9) 和 (4. 2.10) 右 边 { 2 UL 3 F GOe" HI GG) 
em 不 要 误 为 下 (eyeosgsmz 和 GGOsinmz. 


COSE 


例 6 计算 LPS 


解 E F(z)e^ 一 了 zoe" A AARRE A ai HP ai 
Yr L3E3ETRL. 而 en/a t ER tai 的 留 数 为 
. . em ein e m 
lim| e—a os |= lim EE Jai 
应 用 (4. 2.9), 


er — ma 

cosmr : T 

| sdr = Ti = pe", 
o x5 + a’ Žal 2a 


例 7 计算 | Odes 

解 PIG GOe o cs ae 有 两 个 一 阶 极点 十 ai, 其 中 
-Fei 在 二 学 下面 而 ze" pay )2 在 十 ai 的 留 数 

lim cr CTi cete" ] tim ia ] 


z : imr — z imz 
“ler “十 Fain 2 Grai | 
1 — må 一 ma 1 “mi —ma 
— 44 Ue aat m 。 

应 用 (4,.2. 10) ， 


msinm.r m 
一 一 一 一 一 一 dr = r 


—lim 


a ZH 


. guns 
oQ d 
图 4-6 
* 实 轴 上 有 单 极点 的 情况 “考虑 积分 | food ARER 
f(z) 在 实 轴 上 有 某 个 单 极点 < 一 a, 除 此 之 外 ,f(z) 满 足 类 型 二 的 
条 件 . 由 于 存在 这 个 奇 点 ,我 们 以 < 二 a 为 狠心 ,以 充分 小 的 正 数 。 
为 半径 作 半 贺 弧 绕 过 奇 点 m 构成 如 图 4-6 所 示 积分 回路 . 于 是 


$ fde = [feoda + | raz 
e+e 


ZR 
-— | Sæde 十 | Fede. 4.2.10 
取 极 限 R—o0.,20,(4. 2. IDEAR F 27i 5 Res f(z). 
上 半 平 面 


右边 第 一 .第 二 项 之 和 即 为 所 求 积 分 , 由 约 当 引 理 ,第 三 项 为 零 . 对 
于 第 四 项 ,计算 如 下 :将 f(z) 在 < 二 «的 领域 展 为 洛 朗 级 数 ,由 于 
z 一 a 是 f(z) 的 单 极点 ,于 是 ， 


fG)— S E PG-—a). 
其 中 Pe-o ARAR. EEC EXESEEL PIE LER IC, 
| Piz 一 edz 


< max |P(z 一 af [dz |-z& - max|P íz 一 «5|, 
e, 
lim [ Fiz — a)dz = Q, 
e= 0 Ci 


. FA" 


=r aeo 
一 [2 —,te"ide = — mia, — — riRes/(o), 
于 是 ,由 54.2. 11) 取 极限 R—0o,60,18 
| Sdr = 20i S) ResfG) + miRes/(2). (4.2.12) 
=e 此 平 而 
车 实 轴 上 有 有 限 个 单 极 点 ; 则 类 似 地 可 以 得 到 
F (dz = 2ni > Resf(z) + i>) Resf (zr), 
-= IY FI ES 
(4. 2. 13) 

BA EHSEBR, 实 轴 上 有 有 奇 点 时 ， 仍 归 结 为 留 数 的 计算 ,但 
需 注 意 以 下 两 点 . 

1. C, 不 是 闭合 曲线 ,f(z) 洛 朗 展 开 的 解析 部 分 的 积分 值 只 
是 由 于 e 才 趋 于 零 ， 

2. 实 轴 上 的 奇 点 只 能 是 单 极点 ,不 能 是 二 阶 或 者 二 阶 以 上 的 
极点 ,更 不 能 是 本 性 奇 点 ,否则 当 se->0 时， 积分 | fede 之 值 将 
趋 于 ce( 极 点 博 形 ?或 不 看 在 5 本 性 奇 点 情形 )， 

例 8 计算 F snzdz 

WL ”将 原 积分 改写 


> sinz 
dx. 
£ 


这 个 积分 的 被 积 函 数 了 0 外 ,满足 
类 型 三 的 条 件 . 由 于 被 积 函 数 在 上 半 平 面 无 奇 点 ,因此 ,利用 公式 
C4.2.12), 应 有 “ 


Doe [unen eom Ls 
“的 留 数 


x 
l= 


即 T sinz ro 2 (4. 2. 14) 


E 
由 此 还 可 以 推论 ,对 于 正 的 m, 
7 sinmr, — sinn) -7 
CONCI 
对 于 仙 的 m. 
N sinmz E T sin[m|z gy — n0) 
e T 2 T ? 


这 十 重要 的 定 积 分 公式 . 
下 面 简单 介绍 一 下 色散 关系 . 对 于 在 上 半 平 面 处 处 解 本 的 函数 ftz) ,如 
果 当 z 一 ce 时 :7 一 致 地 一 000SArgzsrla 为 一 实数 ,由 按照 (4. 2. 12)， 


ep 4 faa, — xi [L2 ga 的 留 数 } = rifa. 
分 别 写 出 实 部 和 虚 部 
Ref) Fr. mcos, , (4. 2. 15) 
Imf(a) = lef Refs, (4.2.16) 


RHEA png fe: Hilbert, 18621943238 38. 在 物理 上 
称 为 色散 关系 ， 


3 HB 
1. 计算 下列 实 变 画 数 定 积分 . 
o P o ed cie 
2 F} cosz Ye cosz' o GT secos ， 
zd 2 
e [L 1 Ee e del < Dys FE 
i NT (a > bo 0) 
adx Lal coszdzr 
of a + sin*z (a — 03, «o | Te del D, 
dz LÀ 
(D 三 14 cosz" (85 feos! zdr. 
2. WA FIRE p ER. 
zr Lil zr 
q»[ Ze. | 


* Bj» 


“ d dr 
AY a r Gr 十 a Gri T b5 ， 44) F PF a ' 


(5) [=z z Hidr, 


CD [. T « n). 


ca 


: 计算 下 列 实 变 函 数 定 积分 . 


Q IN 1o ada n 0). 


a» La asing zdz, 


CosmT 
e» Iu Gc + a Gr ai 


《7) MN sin? rr, 


an r* 
ind f Gi aio 


(22 IN RE S drm 20,2270), 


QD pr. SUM daon > 0,427 0). 


cost 
e [ cas Tao 8j 


(8) p Tad 2 . zi pudo > D.Rea > 0). 


* $43 计算 定 积 分 的 补充 例题 


、 a 1 
例 1 计算 定 积分 7 一 | e E 


dz (OxZasc1). 
x 


图 4-7 
E ERRA VOTA KAE G e 平面 得 到 
F= Ge). 由 于 f(z) 含有 zz m a SEEN SAS E) 
是 多 信函 数 , 它 有 两 个 支点 :原点 和 无 限 远 点 .z 每 绕 原 点 或 无 眼 


. 82. 


ALA emee er m y e Mm r 


远 点 一 图 , 辐 角 增加 2r,z“ 一 :多 出 因子 e P AERBB e, omi fo 
也 多 出 这 之 一 个 因子 . 
从 原点 起 , 沿 着 实 轴 作 切割 , 直 向 无 限 远 而 去 . 
考虑 图 4-7 所 示 回 路 2， 
R E oin * getm 
b/d [irem fede JT 


十 | f()dz. 


4 Recce>0. 上 式 左 边 按照 留 数 定理 应 为 Zi (GO TE ERA 
奇 点 留 数 之 和 }. 右边 第 一 个 积分 成 为 所 求 的 了 ,第 三 个 积分 则 成 


为 一 eT 可 以 证 明 第 二 个 和 第 四 个 积分 则 成 为 零 , 事实 上 ， 
z* |f ldz] 


[££ zt = |f z dz | . ina 
«14 29 citez = ebli z iz | 
— max LR... 2R L nmax LR 4 
I+] R 11 +z] 
1 
~ 2n gc Cp R— 023. 
dz z* | f |d| 
ru 
E < max]: +z FE 
a E a y 
l1 +z] E i +z] 


— n7 0 Cre--0). 
(1 — 675] — mii xz) 在 有 限 远 各 霖 点 留 数 之 和 }. 
Fe 一 2 十 xz 只 有 一 个 单 极 点 ze 一 一 1 ,而 
Resf(—1) —lim[ Gt DG) ]— lim [27 ]— (DL 


因此 ， 


于 是 


p- L 2151(— 1) ' 
]—e"™* e (e im — e") 
2ri( 一 1) "1 | 2m X) kx 


(Ie ew  ?isinra sinza 


92 计算 定 积分 = | Sae Quen. 
. 83- 


NP EASE, E 
不 仅 有 两 个 支点 :原点 和 无 限 远 点 ,而 
且 在 实 轴 上 有 单 极点 zo 二 十 1. 这 样 ， 
不 能 用 图 4-7 的 回路 ,应 取 绕 开 单 极 
点 的 回路 1 如 图 4-8 所 示 , 半 圆 及, 和 
K: 以 十 1 为 图 心 而 半径 为 人 

4 R—co,c--0,6—0. 滑 割 线 上 上 
岸 直线 外 的 积分 成 为 所 求 的 I, HH 
线 下 岸 直线 段 的 积分 则 趟 为 一 ez 了 图 4 8 
跟 例 1 一 样 ,可 以 证 明 limf zydz = o,lim| fdz = 0. 于 


是 ， 


Ge)I+lim 人 .reodz 十 NIS 


=i fF OE 38 hA Epl dr o BI CREDO. 
但 是 fx} 除了 正 实 轴 十 的 十 1 以 外 并 没有 奇 点 ,所 以 


a-eerpim f, feo 十 | fd | —Q. 


仿照 上 节 例 8 关于 lim |. lends 的 计算 ,可 得 
lim | f(z)dz = mi Him | Flr) dz = mie?" 
78 K $16 K, 
TÉ 
I 


—nitcl4 en) .e m opem COST 
一 一 一 =g 一 一 -一 一 fctgra， 


e mem sinxa 
例 3 计算 工 一 [. 本 dz (0 «a « D. 
解 本 例 有 些 像 上 节 关 型 二 的 定 积分 ,但 本 例 的 f(z) 一 
于 二 在 上 半 平 面 有 无 限 多 个 单 极点 1C24 十 1)x(k 为 正 整数 ) ,所 
以 不 能 用 上 节 类 型 二 的 方法 计算 . 


+ B4" 


注意 到 Fata emr, 选取 图 4-9 (rp pSELRR 7. 
$ res. 一 | 1 T 一 dz +f, {æde + em Ipet 


+ [ fcis 


4 aco. Ex ZEXLTE BG Ed Xx og TH 
应 等 于 mii ftz) 在 O«CImz- 2x 范 
围 内 的 各 奇 点 的 留 数 之 和 }. 在 这 范 
内 ,了 (xz) 一 e™/{1 十 e*) 只 有 一 个 : 
单 极点 mid 图 4-9 


. . [e*(z—mi) meno, X Ti 
Res Gi) —lim[ ] 干 全 Je lim 1 十 er 


运用 罗 毕 达 法 则 ,得 

Resf (mi) —e"lim =e, 
至 于 右边 第 一 和 第 三 这 两 个 积分 则 成 为 了 和 一 ez“T. 不 难 验 证 第 
一 人 和 第 四 个 积分 成 为 堆 ， 


e enini iy) 
Jis Tem dy |« £x | [av] ~ £z o 
CF a — œ), 
p atis 


dy |< iz ~ ar 0 


| T del. 
u 1+ e B an l Hett 


CF a —> œ). 
TE. 
(1—e775I-—2ni(— e", 
Pnie 2ri x 
I= idxe = im —im 77 
em] e"—e sinza 


例 4 计算 非 涅 耳 积分 
I, 一 [ sina 和 L= | eos os. 
. 85* 


这 两 个 积分 出 现 于 光 在 锋利 刀刃 边缘 的 术 射 问题 中 . 
解 由 于 sinCzD —Ime" ,而 cosl = Ree ,所 以 


I it, = | edz. 
取 图 4-10 AREK l AF e" 没有 有 


Fue 8b Pr LRE E A ER p 
$ edz —60, | 
By fe dz + | end | | 


十 | ew acpe™) —0, 
令 R=, 第 一 个 积分 即 所 求 的 “ 
匹 十 让 .第 三 个 积分 不 难 如 干 算出 ; 


R " 
lim ei D ginAg p = lim (— eo f e-do =— emf ef dp 
R Re [i] n 


一 一 AR gan =— (1 +i) NES 
可 以 证 明 第 二 个 积分 成 为 零 . 为 此 , 先 作 一 次 分 部 积分 ， 


图 4-10 


ui e Ret iz dz 
LEE MEE 
其 中 已 积 出 部 分 的 模 
人 一 eil e-& 1 
AR aR|^zR tR”? CF Re), 


未 积 出 部 分 的 模 


eis 
= 一 中 
f. giz? z 


e- R rinze iRžooazp 
J c ZiR? e? 


Renay| 


一 县 2aingz 和 一 nie 
e K 
<f ogg: RIPS max RS 


* 867 


于 是 


成 十 让 一 $040 =0, 
即 L=] h= g 


= ĝe 


第 五 章 WE tH 


$5.1. fSEDERUS 


本 节拍 要 复习 一 下 有 关 傅 里 叶 组 数 的 基本 内 容 . 
一 ?周期 函数 的 傅 里 叶 展 开 
FRR A(z) 以 如 为 周期 , 即 


Fiat? = fC), (5. 1. 1) 
则 可 取 三 角 函 数 族 
Lcos 7 608 7p 9608 Cp 
sin 了 T sin x: .'**sin Em us (5.1. 2) 
作为 基本 函数 族 , 将 x) 展开 为 级 数 
fG) ac 24 acos ET +brsin ÉTÉ . GL3 
æl 


P 3 C5. 1. 2 JE TESE BJ. 这 是 说 ,其 中 任意 两 个 函数 的 乘积 
在 一 个 周期 上 的 积分 等 于 零 , 即 
[eos ET da 二 0 (x0, 
[sin Eas = 人 OQ, 
天 开工 nu 


i ros un — dr —0 ($ £n), (5.1. 45 


f. sin EXT sin "" 一 日 (kszEnm), 


* 8- 


利用 三 角 函 数 族 的 正 交 性 ,可 以 求 得 (5.1. 3) 中 的 展开 系数 为 
mé 


- gp. fos Td dé, 
" (5.1.5) 
b, — IP feos? Erat, 
2 (E—D3 
其 中 a= (#0) l 
(5.1. DHAARAA x) 的 情 里 叶 级 数 展 开 式 ,其 中 的 展开 系 


LU Eu. 
函数 族 (5. 1.20 X JE SR PEREAT 设 以 
ay + > aucos 4 一 十 Stasin Ef — 


作为 函数 Fr 的 近似 表达 式 ， 其 中 dorae 待定 . 于 是 ,平均 平方 误差 
ex INEST 一 ag 一 2 jncos irz — Desin tr l'a ux. 
ig[ RA EDEA iREX CS. 1. 5, f 
e | Ef Pdr 2098 + lai Up = 2af fede 


— 2X af faos P dr — 23 Era, zo. 
系数 aosa ,5 应 该 选 得 使 e! 最 小 , 即 aeaa 0, 262/22, — 0, ae ab — 0. E 3 
求 得 
a, = as] Aos Tiir, 
= 于 | Fesin 到 dz " 
与 (5. 1.5) —8t , 3E CS. 1. 504£ A, & 的 表达 式 , 得 
[ Dfi) Jdr zm 2x E ED 十 DOE ED 
可 以 证 明 :对 任 一 连续 函数 LG , 当 n, 
f Erep]dz=- LES Es Tu UELLE (5.1.6) 
这 样 , 我 们 说 函数 族 (5. 1. 2? 是 完备 的 ,(5. 1. 00 PRO SER PETER AE 
. R89 * 


C5. 1. 3 平均 收效 于 AGO. HO COPIE SET. ÉOGOETOREERIECSECT. AO 
EHTE ERU SE 

关于 情 里 叶 级 数 的 收 钱 性 问题 ,有 如 下 定理 : 

独 里 希 利 定理 FAR SORER: CO BERE E BE BE E SE 
个 周期 中 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ;(2) 在 每 个 周期 中 只 有 有 限 个 
极 值 点 Wzg3eC5.1. 3» &£ SX. FR. 


Lirc--0 G0). (在 间断 点 2) 


(5.1.7) 
CÓ Sy ae SCR (UR P 9 09 EB E CHE 
车 周期 函数 Cao dE BER NU B RE TE REBEL A 
(5. 1. 59 B[ Bd, sag AR a, 均等 于 零 ,展开 (5， 1l. 3) 成 为 


fix) = 2 hin Ens (5.1. 8) 
这 叫 作 傅 里 叶 正 弦 级 数 .- 由 于 对 称 性 ,其 展开 系数 为 
b, 一 Hi CEyain MI (5. 1.9) 


由 于 sin 《9 _ =~0 和 sin “7 1,70 BEBE C5- 1. 8) "P BB TE SER 
数 的 和 在 r=0 和 r= 人 处 为 零 . 

FAHEY FJCz) 是 个 落 数 , 则 (5.1.5) 中 所 有 所 均 为 零 , 展 
JF C. 1. 3? 成 为 


f) = a, 十 Deos En (5. 1. 10) 
这 叫 作 健 里 叶 人 余弦 级 数 . 同样 ,由 于 对 称 性 ,其 展开 系数 为 
"S INO Erfa, (5. 1-11) 


Hj FP i 92 OEC BU FTA EER AE R A R BAIA B] 8$ E 
工 一 0 和 r= AE. 


. 905 


zo Uem Rx [a] E a9 dcn D ER HR 

对 于 只 在 有 限 区 间 , 例如 在 C0,2) 上 有 定义 的 函数 fCx) ,可 以 
采取 延 拓 的 方法 ,使 其 成 为 某 种 周期 函数 e Go EE COLD E, 
EDES). 然后 再 对 g(z) 作 傅 里 叶 级 数 展开 ,其 级 数 和 在 区 间 
(0,D EAS FG. 

由 于 /cz) 在 (0 人 处 无 定 实 ,因此 ,可 以 有 无 数 种 延 拓 方式 ， 
因而 有 无 数 种 月 开 式 ,但 它们 在 (0,1) 上 均 代 表 f(x). 有 时 ,对 天 
数 f(zz) 在 边界 (区 间 的 端点 ) 上 的 行为 提出 限制 ,好 满 足 一 定 的 边 
界 条 件 , 这 常常 就 决定 了 如何 延 拓 . 例如 要 求 AF(0) — (D 一 0, 这 
时 应 延 托 成 为 奇 的 周期 函数 ;又 如 要 求 广 (0) — P (O0 一 0, 这 时 则 
应 延 拓 成 但 的 阅 期 函数 . 

四) 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 

取 一 系列 复 指数 邓 数 

ee 
(5.1.12) 
作为 基本 函数 族 ,可 以 将 周期 函数 f(x} 展开 为 复数 形式 的 博 里 叶 
级 数 


f) 一 5 ce, (5.1.18) 
k=- 
利用 复 指数 函数 族 的 正 交 性 ,可 以 求 出 其 健 里 叶 系 数 
e 一 z| (ote ae. (5. 1.14) 


尽管 SORRERA, (ECRC RE HE p RT RE RE RBS. 由 (5. 1.140 
还 可 看 出 
ce. (5. 1. 155 


3 B 


1. 交流 电压 Evsinwt BEREH RA EG) — EL lsin] 试 将 它 属 为 
LINE E 
* Gl.* 


2. CARE ME COR UE ENG e CO, TO EA JB B E S CR CRT p 
FEDERE TEN 

3. 在 (一 zr) 这 个 周期 上 ,Cz) 一 十 xz?, 斌 将 它 展 为 情 里 叶 级 数 , 叉 在 
本 是 所 得 展开 式 中 置 x 一 +, 由 此 验证 十 击 十 二 十 证 十 … 一 于. 

4. TARRE SEEMAN 


FC) S cosir, 
l— g 
l: Ta tle a|n 


《3) 在 (一 rr) 这 个 间 期 上 ,Fr 一 cosaryga 非 整数 ) 
COTEC— m, OX LI Ef GO chez.G 3ESE MO 


GIG -— 


MN 
(DEC rm 这 个 周期 上 ,Fr) 一 
o CRXlz|«m 
5. 要 求 下 列 函 数 A(z} 的 值 在 它 的 定义 区 间 的 边界 上 为 零 , 试 根据 这 一 
要 求 将 rz) 属 为 傅 里 叶 级 数 . 
(Dfi S coser, E XEO) 上， 
(2f Gm x^, 8E XUÉEGQ DE , 
(DADS 1,38 XIEGQO,n E. 
6， 要 求 下 列 函 数 Fr) 的 导数 PCz)? 在 函数 定义 区 间 的 边界 上 为 零 . 试 
根据 这 个 要 求 将 f(x) 展 为 情 里 叶 级 数 . 
DEOD E FG —cosiee/D 3E 072,0 E f Go —0, 
(DFD Sail —x/D 4g X XECOAD E, 
VEND Ei rpEG/2,D E fG)-I- r. 
7. XE [B] CO,20 E xe XT AR FO =r 试 根据 条 性 PO) —0,f/00—0 
将 f(z) 展开 为 情 里 叶 级 数 . 
8. EEIE Ar) ,在 (一 T/2,T/2) 这 个 周期 上 可 表 为 
0 在 (一 T/2, 一 ft/27 上 ， 
EL 在 {一 ft/2,r/2) 上 ， 
0 在 tr/2,T/2). 上 . 
试 将 它 展 为 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 . 
. 92. 


$5.2 BEHRA 5 pimBordii 


Æ R AE A RE IEEE UE RETT E HEAR AA. UBL HE 

(一 ) 实 数 形 式 的 情 里 叶 变 换 

设 Cx) 为 定义 在 区 间 一 品 < 之 + 之 oo 上 的 函数 .一 般 说 来 , 它 是 
非 周 期 的 ,不 能 展 为 傅 里 时 级 数 . 为 了 研究 这 样 的 函数 的 傅 里 叶 展 
开 癌 题 ,我 们 采取 如 下 办 法 : 试 将 非 周 期 函数 f(x) 看 作 是 某 个 周 
HER g(x) 于 周期 2 一 co 时 的 极限 情形 .这样 ,gCx) 的 枉 里 叶 级 
数 展开 式 


knr 


eldat 23 $ 
&—1 


TE [ool] PSTRRUE SCARE BERE R EARR EC AC i fir i nap 
展开 . 下面 仔细 研究 一 下 这 一 极限 过 程 . 

为 此 ,引入 不 连续 参量 o, —Ax/1( —0,1,2, 7). A = a — 
w —R/L XX FE. (5. 2. DD RU 


acos E57 bsin (5. 2. 15 


gx) 一 如 十 2 C(ascosan az Hinet) s (5. 2. 2) 
-—1 
18 E n 3 COS 


ig 一 il J(E)ocosa, £d£ , 
k 一 上 
， (5. 2. 3) 
b 一 1f f (£)sinayg£Ed£. 
一 


将 (5. 2. 34 A C5. 2. 20 ,然后 到 /一 oo 的 极限 . 
对 于 系数 ao, 若 lim| eds 有 限 , 则 
lima, = lim $ NI = o. 


$RSE BEAT AJ 
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lim [3 | f cosas &dE |cosenz 


i-e 


一 lm 之 )[ i[ f Eycosw f£ |cosouz AG. 
E, 


[—- o3 


aces tao TO FIERE os 变 成 连续 参量 , 记 为 对 上 
的 求 和 变 成 对 连续 参量 o 的 积分 ,上 式 成 为 
ES | f(Dcoswtdé |cosozdu. 
同 理 , 正 纱 部 分 的 极限 是 
lim > [ HG |sinwz 


lim 
- [I j f G)sine£dE |sineado, 
于 是 (5. 2. 2) 在 1co 时 的 极限 形式 是 : 
fa) = [Accosuudos + | acosinandw， (5. 2. 4) 
其 中 
AG) = 1 IL (£)coso£d£, 


N (5. 2. 5) 
B(w) — I fCE)sinw£td£, 
G.2. D ULM ROG IE ROER A G2 DCN SERA RC 
f(z) 的 依 里 叶 积 分 表达 式 . (5. 2. 5) 称 为 GO I EB o pesi. 
这 里 必须 指出 , (5. 2. 4), (5.2.5) 两 起 只 是 形式 的 结果 . 关于 


这 一 结果 的 数学 理论 , 有 情 里 叶 积 分 定理 : FAN O 在 区 间 
(一 co,co) EB RARE CD GO 在 人 尾 一 有 限 区 闻 上 满足 狄 里 希 利 


KIE CD Gr) E cosco) EATR | Lrco dz KSO si 
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KG) 可 表 成 伍 里 叶 积 分 ,有 目 情 里 叶 积 分 值 — [f 43-0) o fG — 
0» ]/2. 
(5. 2. 4) X. n] nc 5 A 


Tix) = fE cocos[wr 一 plw) ldo, 


其 中 Cla = {LA PHULE CD ]* *, 
Pw) —tg [Bl / Ala) ]. 
CGO SL f GO RE pE A f GO BIBIT. 
跟 博 里 叶 级 数 的 情形 类 侯 , 奇 函数 PCEO BT 3E ER ER 3 08 E 
叶 正 孩 积 分 ， 


f(z) = [Bcdsinwzde, (5.2. 6) 
Btw) 是 . 产 z) 的 傅 里 叶 正 弦 变 换 ， 
Biew) 一 Z [ esinwedt (5.2. 7) 


(5. 2. OERE / 00) 一 0. | 
AHE. BRAR f(x) 的 情 里 叶 积 分 是 侍 里 叶 余 弦 积 分 


fix) = | aeosozda， (5.2. 8) 
n 
EICOT MECOT E Eug rtu 
Ac» = È [retcosséat. (5. 2. 9) 
Q 


(5. 2.8) 满足 条 件 O=. 
(5. 2. 6) — C5. 2. 9) tl, RT Eg REGERE IFTE SA, 083.8 E SE AE ONE 


FG) = Al 2 | BCw)sinwzdw， (5. 2. 10) 
G 


B(»)-, |Z [rcosinstae, (5.2.1) 
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LEN IE 


fü) = 4 3 [aconcosusdo, (5. 2.12) 
T 
AC») = ,| Z [ 7ce)eososde. (5. 2.13) 
例 1 EEY rectz 措 的 是 
| Cz «i 
rectr= 
TIERS 


2 


H EE k AE) = hreet G/2T) 
(图 5-1) 展 为 傅 里 叶 积 分 . 

E (Cz7 是 偶 画 数 , 可 按 
(8. 2. 8) 展 为 傅 里 叶 余弦 积分 


fix) = akopeosowaw， 
其 博 里 叶 变 换 


Atu) 一 Z [7c&yeosotd£ 


一 i Jarectce/ 2T )coswedé 


T 
一 二 | acoswsds = 2h sine 
T t w 


A Co) 6 P & zs TE 5-2. 这 是 连续 谱 . 车 有 形似 图 5-1 的 脉冲 电 

波 , 它 便 含 有 一 切 疾 率 (当然 应 该 除去 x/T 的 整数 倍 频率 ), 它 到 

达 无 线 电 接 收 机 时 ,不 管 接 收 机 调谐 在 鄂 个 频率 ,都 会 引起 噪音 . 
例 2 H2N 个 CN TEE EBO TE SECURE ZB EL ESAE ERE TE SIRE 
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2NA 
sinas , Or ab ) 
T= 0 2N 
dast) 

ath 


试 将 它 展 为 情 里 叶 积 分 . 
解 ”79 是 奇 函 数 5 图 5-3) ,可 按 


(5. 2. 6) 和 (5. 2. 7) JR JF 2g fL E. Uu 1E 9E 
积分 


FECE 


图 5-3 
f = [Boosinocdo , 
其 情 里 叶 变换 


= NÊ 
至 (om》 一 zf f Gosinesdz = zaf " sincy£sinctdt 
ü ü 


A [E 
一 一 af *[eos (o 十 at — cos lw 一 wo)t dë 


NÉ* 
"s 


x w 十 um, w 一 4 


A E oe sin (tw 一 22:4 


n 


— Ain 2 ——] 1 
= gn mor [ w F wo w 一 z] 
RAW . fao 
ni 一 anl LN. 


xk t X 3E DU PR 5-4. 在 odi] 有 一 尖峰 ,高 度 为 (2N /wm) AS EH 
WHH wo/2N SERE EAE. 所 以 ,有 限 长 的 正弦 波 列 并 非 单 色 
由 975 


图 5-4 

没 (* 单 色 " 指 的 是 只 有 一 个 单一 频率 ). 大 体 说 来 ,其 所 包含 的 圆 频 
率 集中 在 m 左右 wo/2N 范围 内 , 波 列 越 长 CN 越 大 ), 贺 频率 分 散 
的 范围 mm/ 2N 越 小 . 

(二 > 复数 形式 的 傅 里 叶 积 分 

除了 实数 形式 ,还 有 复数 形式 的 傅 里 叶 积 分 ,而 且 在 很 多 情况 
下 ,复数 形式 的 情 蜂 叶 积分 比 实数 形式 的 情 里 叶 积 分 使 用 起 来 更 
为 方便. 

通过 简单 的 代数 运算 ,就 可 以 从 实数 形式 的 情 里 叶 积 分 过 渡 
到 复数 形式 的 傅 里 叶 积 分 . 为 此 ,以 欧 勒 公式 


coswr=>{ eem) ,sinawz 一 去 { gi** —g cim 
代入 (5. 2. 45 RETE BD 4H. 


Filz) = f Fiac) — iB Cw) ]e"do 
à 


十 | ico + iBCo) Je "do. 
在 右边 的 第 二 个 积分 中 ,将 四 换 成 一 @， 
fa) = f itaco — iB(«) Je™dw 


0 
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Q 


4 Í LIACeD 十 iBCo | Jede. 


一 co 


两 个 积分 可 合并 写 为 

f(x) 一 | Fence, (5. 2. 14) 
其 中 

1 . 

Fe7311i CwO) 

3L4C Ie i2 -2riBCIoI]. 
VAG. 2. 504 A ER. ORT. ezo, 
Fle 一 2x L| fid coser — isinex ]dr = 去 | fæl] drs 


对 于 ow, 


FG) -— A. | FG cos [« | x + isin|w|xr]dx 
= " [ fienda 一 i | Flr)e “dr 


去 | Fie] dr. 
aZ, TE aro 还 是 o0 mA 
Flw) = 一 L| fore dz. (5. 2. 15) 


(5. 2. 140 nu (5. 2.15) 旭 是 
Zr 的 傅 里 叶 变换 式 . 这 两 个 式 子 还 可 以 写成 对 称 的 形式 


1 f ; 
fa) = f F (wedo, (5. 2. 16) 
BR 7. 
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a0 


Fo) = + f Fae] dz. (5. 2. 17) 


SOx 
并 常用 符号 简写 为 
Flw} = FUJ) fir) = [FQ]. (5.2.18) 
Fr 和 Fo 分 别称 为 博 星 时 变换 的 原 范 数 和 像 函 数 ， 
例 3 REEI 7 一 AreetCt/27) 的 复数 形式 的 睛 里 叶 恋 


— cs 


fk. 
解 ” 按 (5.2.15)， 
S [Rhrect(t/ZT?] = x | hrect tt/2T Jed 
" h r 
_ h sinwr 
x dw 7 


MA Cina / mr 称 为 工 的 sinc BRE. 1039 sicr wE f EE t, 
可 写成 


F [Arect(2/21) | 一 PL inc 


(三 ) 情 里 叶 变 换 的 基本 性 质 

现在 分 绍 博 里 叶 变 换 的 一 些 基 本 性 质 . 

为 了 手 述 方便 ,以 下 均 假 定 .Fix) 的 傅 里 时 变换 存在 , 理 记 
SDfi))-—F». 

《1 导数 定理 — GULÉÓ GO-—ieF (o). (5. 2. 19) 

证 按司 .2. 15)， 


x 
aj. 
T 


SDf)l]- 去 f Tire "dar 
= [fare ~ 
2x UT 
一 去 | fKGo[e7" l'da. 
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根据 博 里 叶 积分 定理 ,有 lim f(r) 一 0, 所 以 


FEF] = zl fife] dr = ieF Co). 


(2) 积 分 定理 sur EdE] = Lr». (5. 2. 20) 


证 记 [Od eG. mi 
gx) = flr). 
对 pa) 应 用 导数 定理 
F [gG)]-ie*[ox)], 


E 多 [| fea = Le[fo)]- EF). 

以 上 两 条 定理 是 很 重要 的 , 它 告 诉 我 们 ,; 原 函数 的 求 导 和 求 积 
PER AREH T TERT RARR R. 

(3) 相似 性 定理 ”之 [faz)] = Lr. (5.2. 2) 


AE EPS | Jarje "dz. 
作 代 换 y 二 ar, 则 上 式 成 为 “ 
Ffan] = È | foecPla,- ll [ f De t dy. 
痪 辐 原 变 数 o — 
Friary] = i i | repersaz 
将 上 式 与 (5. 2. 15) 比较 , 即 得 
S f(Gx)]- ies. 
GD ERER CU[fG— r] = eF Co). (5. 2. 22) 
证 [f(z 一 zo)] 一 去 | fG — aye". 
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作 代 换 ? 一 工 一 zo， 则 
FIF 一 zo)] 二 去 i Foetody 
= e a 可 fiye "dy =e SF Q0). , 


(5) 位 称 定 理 ne = fiu 一 uw). "5. 2. 23)! 


证 [eefGl- A | e^ f(x)e "dr 


去 | reoe vdr = F (o — uw). 


(6) ER EE 若 [AG = F a, F U] = 
Fu), Wi 
SELÉ GO 8 flr) = 2rF to)F, Cw). (5. 2. 24) 


其 中 fila fla 一 | AE Sa — EdE PA A e) 与 产 (z) 
的 卷 积 . S 
证 FE 去 | i f fa — Ote" ds. 
交换 积分 顺序 
FEF * f= i i ADL i^ (x — &)e7^"dx ]d£. 
EX r 的 积分 中 , 作 代 换 y= e 一, 则 ， 
S f) 一 去 | Í f. GDe- 7d, de 


-i E (£e [ | f. Ge dy) 


= Iz >» 去 ] fe de - 去 | Jaye dy 
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= £xF (wm). Cw). 

(uo 多重 傅 里 叶 积 分 

二 维 或 三 维 无 界 空间 的 非 周期 函数 也 可 以 展 为 傅 里 时 积分 ， 
只 是 这 博 里 叶 积分 是 客 重 的 . 下 面 就 三 维 情形 具体 说 明 . 

首先 就 自 变 数 zx 将 三 维 空间 葛 非 两 期 函数 f(x,y,z) 展 为 全 
ETERS. EEG USER Fai yo yz 作为 参数 出 现在 其 
中 ;再 将 FO Ly 20 XE y. PE UIS EE PETRA) CARE E DERE OF, 
okaz) HF z 为 参数 :最 后 将 Ps CR TIAE PE 展 为 博 里 时 积 
分 ,这 样 ,综合 三 次 展 并 ,得 到 f(x,y,z) 的 三 重 情 里 叶 积 分 


(yz) = Il FG, 4, , E, ertt oda db.dE,, 
其 中 三 重 博 里 叶 蛮 换 
F Cki skika) = call f pyre Ver hend rdydz. 


引入 矢量 r 和 Kk.r—iü rciidüz sk =i ki TEE; T EE, ， 可 将 三 重 健 
里 时 积分 及 变换 写成 较 简洁 的 形式 


fü) =f] F (k)e^" db, d£, dh, , (5.2. 25) 


Fo = all fGo[e*"]'dzdyde. — (5.2.28) 


或 采用 对 称 的 形式 


[ee] 


FE = Gum F(ke""dhdk,dk, ^ (5.2.27) 
F(k) 一 Go" fü [e*"]'drdydz. — (5.2.28) 
3 m 


1. 求 单个 锯齿 脉冲 £0) 一 ktrect| p — 3] , 即 
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D Gs 
FC ZR ; (oT) 
0 GT) 
ET S ER HERE RR. l 
2. R since ^ 77 B M E E E ELE ERE 5-1 
EE, UKH sinc RE 5-2 比较 ,比较 的 结果 说 明 什 么 问题 ? 
3. 把 干 列 脉 征 FOO BOT OU EB OERUT, 
0 Z-T), 
—h (TrA), 
JO, oT), 
o (Tx). - 
EREEREER FGORREN 1 的 oaa. 
A. FO EE XE JOE PCR] CO 200 E BJ E IC, 
h (OUT), 
fo-i CD. 
C1) 在 边界 条 忻 P000 —0 FÆ LG OR AR Ei BUR LCD 4EXLRE AR AE. P0) 
二 0 下 ,把 ff() 展 为 健 里 叶 积 分 ， 
5. 在 边界 条 件 .AX0) 一 0 下 ,把 定义 在 (0,== 3 上 的 丽 数 f(z) 一 e-* 展 为 
情 里 叶 积 分 . 


$5.3 5 Bm 数 


(一 ) 5 函数 

物理 学 常常 要 研究 一 个 物理 量 在 空间 或 时 间 中 分 布 的 密度 ， 
例如 质量 密度 (通常 简称 为 密度 ) .电荷 密度 .每 单位 时 间 传 递 的 动 
量 《 即 力 ) 等 等 .但 是 物理 学 又 常常 运用 质点 ,点 电荷 . 眠 时 力 等 抽 
象 模型 ,它们 不 是 连续 分 布 于 空间 或 时 间 中 ,而 是 集中 在 空间 的 其 
一 点 或 时 间 的 某 一 租 时 . 它们 的 密度 又 该 如 何 描 写 呢 ? 

我 们 知道 ,车 质量 m 均匀 分 布 在 长 为 上 的 线段 [一 上 2,272] 
上 ; 则 其 线 密 上 度 mm 人 z) 可 表 为 
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0 e >i, m T 
ewl Gela) BU s(x) = I reer] I 
(5.3.1) 


Xf CoR z 积分 , 则 得 到 总 质量 
| adz = | dz 一 m. 


如 果 让 上 述 线 段 的 长 度 :一 0, 我 们 将 得 到 位 于 坐标 原点 质量 为 m 
的 质点 ,而 线 密 虚 函数 就 成 为 质点 的 线 密度 函数 . 将 它 记 为 plx)， 
则 


lim f Pdz = f coda = m, 
o d 3. 


著 不 求 积分 而 先 取 极限 , 则 有 
. 2003 z) 0, (x0 
Plz) = lime) =lim Prect| t| ^ie. cm 
(5. 3. 2) 
由 此 可 以 看 出 质点 线 密度 分 布 范 数 的 直观 图 象 , 它 在 x 一 0 处 为 
co 在 z 天 0 处 为 零 . 它 的 积分 为 m. 
对 于 质点 .点 电荷 .瞬时 力 这 类 集中 于 空间 某 一 点 或 时 间 的 某 
一 又 时 的 抽象 模型 ,在 物理 学 中 引入 8 函数 以 便 措 述 其 密度 ;: 
(r) = " Hes (5.3.3) 
1 0, (a,b 3E «O0. BEER > 0) 
ju- K CEEE) (93:4) 
X iC AUR EETEXRL. 其 后 ,在 数学 上 引入 了 上 广 史 函数 的 概念 ,在 
严密 的 基础 上 证 明了 8 画 数 的 一 些 重要 性 质 . 按照 广义 函数 的 理 
论 ,5 函数 的 确切 意义 应 是 在 积分 运算 下 来 理解 . 请 记 住 这 一 点 . 
AG. 3. 4) 可 以 看 出 8 GO HR BEL 5G ] — 1/ x ]. 将 自 变 数 z 平 
移 x 得 SCz 一 zx. 图 5-5 是 8z 一 xzro 的 示意 图 ,时 线 的 * 峰 ?无限 
。705。 


高 ,但 “宽度 "无限 罕 ,曲线 下 的 面 
积 是 有 限 值 1. [3729 
有 了 信函 数 , 位 于 zs 而 质量 
为 m 的 质点 的 线 密 度 分 布 为 
mSCG— xo) ;位 于 zo 而 电量 为 9 的 
SRATH RE E gòl aro): tE 
RIT SEE o 而 冲 量 为 下 的 瞬时 力 
为 K8G-£&). ° 
(二 ) 5 函数 的 一 些 性 质 
l. 显然 ,8(zx) 是 偶 函 数 , 它 的 ass 
导数 是 奇 晒 数 ， 


óC—x)-—80Cr), 
8 (—r)——8 (x). (5. 3. 5) 


2. 研究 积分 HG — F, 8GOdr. 从 (5. 3. DMG. 3. ORRE 


出 , 当 积 分 上 限 rco ROER; z>0, 积分 值 为 1. 
下 D, Cr xw 0} 
Hi) = E aod = n iQ (5. 3. 8) 
HGCz) 称 为 阶 跃 函数 或 玄 维 赛 单位 函数 , 从 而 HOO je 8G B R 


8c) - H, (5.3. 7) 
3. XT Heft — 58 XXE C— 00.000 E fxE SE PR HC rr)， 
F JDB — ndr = fita). (5. 3. B) 


这 有 时 叫 作 8 函数 的 挑选 性 ,因为 它 把 函数 FORE ca, 的 信 
FGD PEOR K. 
证 对 于 任何 EO, 


em oT" ott 
f FOE — idr = f” FBE odr [^ AEE — todz 
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十 F, FB — sor. 


根据 (5. 3.4), 上 式 右边 第 一 .三 项 为 零 . 对 当中 一 项 应 用 中 值 定 
理 ,然后 应 用 (5. 3. 0 ,; 即 得 


ons tt 
P fto&c — iode = feo [ "e tode = fO, 


其 中 上 为 区 间 避 一 ea 十 日 上 的 其 个 数值 . 令 e0, 上 式 就 成 为 
《5. 3. 80. 实际 上 ,(5. 3.8) 可 以 代替 55. 3. 350 C5. 3.4) 作 为 5 项 数 
的 定义 . 

4. 即使 是 连续 分 布 的 质量 .电荷 或 持续 作用 的 力也 可 用 3 郴 
表 出 .现在 用 从 :一 2 持续 作用 到 :二 6 的 作用 力 F(z) 加 以 说 明 . 
把 时 间 区 钵 La ;8j] 划 分 为 许 许 多 多 小 段 , 在 某 个 从 + 到 > 十 dr 的 短 
时 间 段 上 JIONEE fO dre. BEZR de 很 短 , 不 防 将 这 段 短 
时 间 上 的 作用 力 看 作 瞬 时 力 , 记 作 fCr)8G 一 r)dr, 这 许 许 多 多 前 
后 相继 的 瞬时 为 的 总 计 就 是 持续 力 fa, Bp 


LO = B/G ndr = [rosa 一 Ddr (5.3.9) 
5. m We) 0 的 实 根 二 一 1 2.3.7 -全 是 单 根 ， nj 


sol 22 523. 


证 按照 定义 ， 
0, (PCr) 天 0)》 


8 一 
[sc] w (gx) = 0) 


BER zx) 的 实 根 n 全 是 单 根 ,就 有 
BlgXao]— 2 BG a). 


现在 要 确定 这 些 系 数 c. 在 第 个 根 zx. 的 附近 取 小 区 间 (Cz, 一 e,z, He) e E 
如 此 小 ,在 这 区 辣 上 并 无 别 的 根 , 在 这 区 间 上 进行 积分 ， 


zte y tE 
Fag = Daf ce- oda. 
T. Li k IO 


汪 式 左边 
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mee) 1 1 
= arp- TT 
ib] Xz) 的 实 很 全 是 单 根 ,所 以 d (zn) 不 会 等 于 零 . 式 中 的 绝对 值 罕 号 是 老 
虚 到 g(x) 二 0 的 可 能 性 , 在 YW Goo «0 B lU F ple He «pr, — 9) ,应 调 
换 炽 分 上 下 限 , 这 就 又 引入 一 个 猴 导 ,积分 结果 仍 为 正 . BOE EX x. 除 
上 二 的 一 项 外 均 为 零 , 故 二 式 右边 


= fn MEC — z,ldr 一 cn， 


m 


两 相 比 较 ， 
Ea = 1 |g Crad h- 
证 毕 . 
特例 
5(az) 一 SCz) ， 
[al 
AERE Crta) 4-BCr— 24) tatila) 
&x*—a = 人 


2|ai 2|x| 

(三 ) 5 函数 是 一 种 广义 函数 

HG. 3.3) 和 (5.3. 4) 和 定 光 的 人 国 数 显然 不 是 通常 意义 的 了 
数 . 人 们 现在 说 , 它 是 广义 函数 . 具体 地 说 , 它 是 某 种 通常 函数 系列 
的 极限 ,而 这 极限 是 在 积分 意义 上 说 的 . 例如 


8Cr)—lim l rect zj ， (5. 3. 10) 
i "i i i 
8G = lim 1 lsnKz, (5. 3. 11) 
BG) lim X 元 SIS . (5. 3. 12) 
先 验证 (5. 3. 100. 
1 X 1A, CEx] 22 
Drect( z) = | 
0. i |=| 22/2)? 


当 0, E3SBPIE RU TEE. 但 是 在 积分 的 意义 上 看 ， 
lim reel 3| dr = lim ”rectcenae = ], 


fü 


符合 8 函数 的 定义 ， 
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次 验证 (5. 3. 10. BE ECT / m sin Kx 的 图 象 措 绘 在 图 5-6 中 . 3p Koo 
时 ,在 z=0 处 * 峰 ?的 高 度 天 Ar JCER OM En TERT EE GRUT E 天 0 处 ， 
Ea £k 3E f dee vm Fer DHL YE GER Si dg. 因而 当 六-=>c 时 , 摄 限 不 存在 . 不 过 ,车 在 积 
分 的 意义 上 看 ， 


19m Kr 
lu 


Kin 


B 6 
im f 4 d SinKz, lim f il saK Kr ) 
Ke x 
= lim 工 Bay — lim HE 
K-—-— HY EN Ke 


引用 $4.2 例 8, ayay = x/2, 即 得 


= 1 snKr, _ 
f an dz = 1. 


lim 


Km 一 


ALETA 5B EU ES. 
接 普 验证 (5, 2.12. X4 TF r0. 


X 


1 l £ 
lim pape lm x 0 
但 是 对 于 二 0， 
1 & . le li 11 
lim xg tr? =lim r = lim ne 
RRETHE 从 积分 的 意义 上 看 ， 
. f 1 E 2 dCGr/e» 
lim -s T gyri = lim mlo o Fe 
Loo 2 č ıı 
一 上 一 1 -一 - 31. 
um PE a 1 
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FE amaA E. 

(p 56 in EB H EH 

按照 (5. 2. 14) 和 (5.2.15) 把 人 函数 表 为 复数 形式 的 傅 里 叶 积 
分 ， 


Sl) = F Ceda, 
其 中 情 里 叶 恋 换 
Clw) = Ar 8GOe- mdr = dew — L, (5.3.13) 
ÊN] oa 27 Er 
这 样 ,s pH LIB. HE E 
8G) = 去 T edw, (5. 3. 14) 


— £m 


这 里 烦 便 说 说 (5. 3. 11) 和 (5. 3. 122 BE Bj. uel 3. 14) 右 边 的 积分 ， 


— gor 


Zir 


Sr)— lim n 去 | edo 一 lim 去 一 


1 sinàr 
= lim 一 
: =o R 


这 就 是 55. 3.11). 区 者 扫 不 方式 计算 3. 44? 的 积分 , 即 以 收 艇 因子 em 或 
“RARR ,算出 积分 后 再 令 = ~0. 这 样 ， 
去 | edem im 去 [[ erdu [enne] 
= lim g| ppi troa) m d xL 
这 就 是 (5, 3.12). 

上 面 关 于 函数 的 傅 里 时 变换 (5.3.13) 和 人 情 里 时 积分 
(5. 3. 14) 的 导出 方法 其 实 颇 成 问题 . 事实 上 ,8 函数 并 非 通常 意义 
上 的 函数 ,根本 不 满足 博 里 叶 积分 定理 的 条 件 , 不 存在 博 里 叶 变 
fi. 我 们 知道 ,在 积分 的 意义 上 ,5 函数 是 某 种 通常 函数 系列 的 极 
限 , 如 (C5. 3. 100 — C5. 3.12) 所 示 , 而 这 些 通常 函数 的 人 恨 里 叶 变 换 是 
存在 的 . 于 是 ,不 妨 将 这 些 通常 函数 的 情 里 叶 变 换 系 列 的 极限 说 成 
是 和 郴 数 的 情 旦 叶 变 换 , 这 里 的 极限 自然 也 是 从 积分 意义 来 理解 
Bj. 不 过 ,这 傅 里 计 变 换 已 非 通常 意义 的 情 里 叶 变 换 而 是 广 六 的 傅 

- H0-* 


EHEÄ. 
MG. 3.10)H Ac. H1 $5.2 ff 3, 
F1 | 1 sin (Col/2) 
airet F jea 
Ama a EG E E e 
lsin(e/2) 1 


GO] m ws ar 
这 正 是 《5. 3. 13). 

例 1 计算 二 3(r 一 c) 的 三 重 傅 里 叶 变换 ,这 里 + 是 球 坐标 中 
的 极 径 , 而 。 是 正 的 实数 


解 应 用 (5. 2.26), 工 8S(r 一 <) 的 三 重 传 里 时 变换 为 


z| Laer o |= l Lag — c)e *"dxdydz. 
利用 球 坐 标 计 算 这 一 积分 ,以 天 的 方 向 作为 球 坐 标 系 的 极 轴 方 向 
E l — 1 T T 2 1 — ikre] 
| r èt o] aa ,| 了 Sr De ' Í 
- r*singdrdédgo 
— NETS — cJe- "d (— cos6)dr 


— 1 = 1 ikr i 
一 al. Cr — c) i (e e )dr 


= (o! i£ e e - 
例 2 KRKA 
HG)— [r (x«0) | 
1. (r>) 
的 情 里 叶 变 换 . 


解 由 于 人 Hold = | dz 发散, 所 以 HGO 的 传 里 时 
变换 不 存在 . 现在 我 们 把 H(z) 看 作 函数 系列 
| Hi 


e^? (x0) 
H ; = , 
Gi BD » (r0) 
在 有 ”~0 的 极限 . 即 
p^ 
HG) — limHG; i lim ( Q9 
Bot 0 (r0) 


而 HCz;8) 的 博 里 叶 变 换 是 存在 的 : 
S[HG;,]- Aj, e tema 一 去 | e tna 


Dol 1 aml" 1_ 1 
2x A 十 im 0 2x 有 十 io 


FERA HG; pE PO SEREA H(z) 的 健 里 叶 变 换 . 


LH(r)]=lim 


UL) 
—li | si ai mu 
24m R^ pa)! | 
其 中 
8 tO, (Cw0) 
lim FT ! eo, (w=0) 
7 B T LT 0m d mx] 
B ge] xLube-imw -$-|-2]-* 
所 以 
prr Teo 
X 
O (e=0) 
lim pug -fi (c0) 
我 们 将 这 记 作 
(9^ (w= 0) 
im gru uu" jl (a0) 
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Gra 
P1 
FHE] 16-79 i. 
(五 ) SHN S mA 
BEER ZELLE S o EC LP m e — Hie a E IS t EAT I 
点 ,其 密度 函数 就 可 家 为 x8Cr) ,其 中 cr) 定义 如 下 
0, (r350) 


8 = 
u MA 
M 8(r)dzdyde = 1. 


这 样 的 三 维 8 RAREST — H8 9 BRI BUSES 
8C) —8606C,)8G). 


3 m 


1. 验证 $5.2 例 2 的 频谱 有 fa)( 围 5-40 T. Nett E EL AS oar) 
— A8Ca-ax ) ,并 解 赤 这 结果 的 物理 意义 . 
2. 把 Bz)y 属 为 实数 形式 的 情 里 叶 积 分 . 


"了 13。 


FKE qUX ENDE 


$61 符号 法 


运算 微 积 的 原始 形式 是 符 导 法 . 
函数 p(t) 的 # 阶 导数 可 看 成 求 导 算 符 pm D gri oC E TERR n KH 


MEOS. MA p 的 “倒数 ”十 则 解释 为 积分 算 符 ,二 y(t) = 9 


1 i 1 rn 1 
(odr. 例如 , 方 1 一 i ldrmtedl- f ldzd — l8. 


um Xe, 


1 ly 
wiapg (6.1. D 


无 线 电工 程 师 交 维 赛 把 符号 法 应 用 于 求解 线性 微分 方程 ,从 而 太太 促进 
了 符号 法 的 应 用 . 例如 ,电阻 R 和 自 感 工 串联 电路 微分 方程 是 Ldj/di- Rj— 
五 * 即 


d . 
(r$ --R);-k. (6.1.2) 
AHERE. 1. 20 PCET A 
E 
和 也 二 页 上 (6. 1. 3) 


算 符 产 出 更 在 分 母 中 ,是 没有 什么 意义 的 . (6.1. 3) 最 多 只 能 当 作 “j 十 微分 
方程 (6. 1. 20 BER RAER ES (HJ 2c HERE RE 2 (6. 1. 3? 的 分 式 展 开 为 级 
数 并 逐 项 应 用 (6. 1. 10. 


L E E, l EIR1) 
7 IPER! Lp 一 TI 六 + z) 1 
Lp 

-£E R1 (Rl Æl 
LU-LrtBROPPU 


dre EIS HL Hr mo uasin rr 


—.E[R1 Rl R1 RI Zn 
ib P Ig p: pa Lp 
E(R, Rr Rp mur 
-RILO PA B3 baut] 
=E ceci), 
他 就 这 样 解 出 了 微分 方程 . 


作为 无线 电工 程 师 , 记 维 赛 不 党 么 考虑 数学 的 谨 严 ,他 取得 的 成 绩 使 当 
时 的 数学 家 大 为 旋 惊 , 但 是, 北 维 赛 也 作出 了 一 系列 计算 错误 ,后 来 由 杰 弗 莱 
斯 指出 力 是 没有 注意 到 p 与 1/# 的 次 序 不 可 交换 ， 


PAG f acr (O- fG)- FO, 


d 
p IoT f defe) = f). 


AR ALT] ACE T SESHE BUD BESTARAR IU ICRR AHEJ AS TH 
的 形式 而 建立 在 拉 普 拉 斯 变换 的 基础 上 ,通常 把 它 改称 为 运算 微 积 . 在 运算 
微 积 中 :字母 户 不 再 解释 为 算 符 ,而 是 代表 一 个 复 变 数 . 


$6.2 拉 普 拉 斯 变换 


(—) 拉 普 拉 斯 变换 的 定 习 

上 一 章 指 出 , 傅 里 时 积分 与 情 里 半 变 换 存 在 的 条 件 是 原 画 数 
f GO ETE —E BR EX B] 998 £e Ic ER AAH EE C7 00 ,co 区间 
E285 nf fH. 这 是 一 个 相当 强 的 条 件 , 以致 于 许多 常见 的 函数 ( 例 
MEWA — ff eg ECSSO UC B RE XC R. 本 童 介绍 另 一 种 变换 
一 一 拉 普 拉 斯 变换 . 这 种 变换 存在 的 条 件 比 情 里 时 变换 存在 的 条 
件 宽松 - 

拉 普 拉 斯 变换 常用 于 初始 值 问题 , 即 已 知 某 个 物理 量 在 初始 
时 刻 上 一 0 的 值 C00 ,而 求解 它 在 初始 时 刻 之 后 的 变化 情况 F0. 
至 于 它 在 初始 时 刻 之 前 的 值 ,我 们 并 不 感 兴趣 ,不 妨 置 

JG) -—0. (rem) (6. 2. 1) 
为 了 获得 宽松 的 变换 条 件 , 把 FOIE eO, 
”了 了 5 * 


ge "f(D»D. (8. 2.2) 
这 里 e-“ 是 收 侣 因子 ;就 是 说 ,正和 的 实数 o I ELE S LL 
保证 gGOXEDEIBIC— 20,02) E Zf0SE nf EL. 于 是 ,可 以 对 g(t) 施行 傅 
里 时 变换 
GG) -4 I ged =E r fe mdr. 
将 otiw icf E p AH GC BOOAE f Cp)/2x, 则 
Foy L fe-"dt. (6.2. 


其 中 积分 [^ foe di 称 为 拉 敬 拉 斯 积分 ,了 Cp) 称 为 (7) 的 拉 


普 拉 斯 变换 函数 . (6. 2. 3) 代 表 着 从 F(z) 到 了 (8p) 的 一 种 积分 变换 ， 
称 为 拉 普 拉 斯 变换 (简称 拉 氏 变换 ),e * 称 为 拉 普 拉 斯 变换 的 棱 . 
GCw) 的 情 里 叶 道 变换 是 


gin F Gwe” dai z F (co 二 iayeieda， 
BD fi -d4 三 F Cotiow)e' tt” duo. 
H otio= p., H do 一 于 dp 
所 以 
so- f (pyerdp. (6. 2.4) 


OP s; rINEOLS I MAE X Eu 
单 的 符号 写 为 


FDEZ] (6.2.5) 

" F= Cp)] (6. 2. 6) 

fp (6. 2. 7) 

fG sf p. (6.2.8) 

注意 :由 于 {6.2.1), 原 函数 FGO EE EDS FOOHL GO 虽然 
HORREEN. 


* 1H6* 


Trip HI Co. 2.3) 中 的 积分 存在 的 杀 件 是 (1) 在 0t 
三 吕 的 任 一 有 限 区 间 上 ,除了 有 限 个 第 一 类 加 断 点 外 , 阔 数 了 (t) 
及 其 导数 是 处 处 连续 的 ,52) 存 在 常数 MI-0 和 a 宇 0, 使 对 任何 
HOw ,有 


| fc | «Me^. (6. 2. 9) 
c AFERAK H os 表示 . ERRA P, AE en m 
满足 这 个 充分 条 件 . 
pli oki) 
WE dE Repo eni E. 


JUI 
[ 1*e "dz— 5" 
^n Se[1] 一 方 (Regz-0) 
Biz Rz]. 
ME ”在 Rep>o 的 半 平 面 上 ， 
站 endz = 一 二 | aem 
一 一 到 [ee 十 te- 
一 if e "dr = T 
gr (Rep>0) 
同 理 
sen T s 
例 3 Rele]: 为 常数 . 
解 在 Rez>Res HEFELE, 


Ferera — [eede Ll 1 
a 0 


ps 


[e^ Lulu 


bs 
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g[e"]— y (Rep-HRes? 
Bla R "Li". 为 常数 . 


WD 在 Rep>Res 的 半 平 面 上 ， 
= Ha f —— l = —(p—sM 
r fe"e— "d; "EE T td[e ] 


—— 1 | [ze ^7? — [eoa] 
0 


PS 
E, 
(o — 07 
» l 
&f[te j= Cp sy (Rep--Res) 


同 理 
ms — n! 
Sef tre l= 
$45 x yo. KS fGAIEERIEI TESI. 
M) HEREHERE. 3.3) 两 边 分 别 对 p 求 导 ， 


dp ("o 
ue = [e Ddi, 


从 而 df) C Das op. 
依 此 类推, 有 
rfoy CHO» is 
(二 ) 拉 普 拉 斯 变换 的 基本 性 质 


由 (<6. 2. 2» x SC re br ICE PERRA CO FUN LT RE. 
(OD FOE Repoaze, 的 半 平 面 上 的 解析 函数 . 


证 对 于 任意 实 常数 oa, 我们 来 考察 积分 | pO ^ Jàr. 利用 
(6.2. 9), 
f 


«x M[ re nie 一 
L 


à « [^ 1a Nee sds 


iUe r] 
M 


(d — Gy)? 


* 118-7 


p" d Lrcoe-eo ARRA FET Doe BOR SERUR AH UC T 
5 foi- as], foeni 一 Ue n HERI X. £C XE Rep 

> a 的 半 平 面 上 让 处 可 导 ;, 即 在 Rep — as HEEE (GO 是 解析 函数 . 
VE |p |e | Argp | eG OO WES GOES BR S 


lim f (p) —0. (6. 2. 10) 
证 由 (6.2.3) UT 
IF G»] = | [rax dr < [^ roer] ae < M ea 
07M 
8 一 86, 


因而 ,(6. 2. DPR Him 53 — 0 A EC. 2 100 E. 


除了 某 些 奇 点 , 像 函数 F(p) 常 当 可 以 解析 延 拓 到 全 平面 上 去 . 像 函 数 的 
解析 性 质 在 拉 尊 拉 斯 变换 的 理论 中 有 郑重 要 的 意义 ， 
下 面 介绍 拉 普 拉 斯 变换 的 一 些 重要 性 质 ， 
(2 线性 定理 ER ALGO FAC FG FP LOpD Lb 
cfi GO e FG & Falp es Falp). (6. 2.115 
WE 由 C6.2.3) 
e fO + ofi = Tfi + eaf Jerdi 


= [af Derde t [ef ceras 
Id n 
一 ci FG» d ofi». 
fle 求 [sinwt]yw 为 常数 . 
# sinat 3 (e*t — e), 


4 £f [ineat | -v5 (ei Lec i) ] 一 Eele] lic 


-if l |. 1. 
7 $i Fer ix] 
一 (Rep-—0) 


[^2] 
g or 


[3] 38 , S Lcoset]— 5) 5. (Reg0 
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(2) 导数 定理 fapro. (6.2. 125 
证 Ps f'iDe-*di— F e-"df 
Üü [L] 


= [et fy F fid(e-*). 


取 Reps Alime "fü»-—0,.TJÉ, 


E= OO F Ftd{e-")=p n Fae "'dr— f (0) 
=p f (PSO. (Rep2»5,) 


推广 到 高 阶 导数 ， 
PD =p SPP FO) 7 pif Q)— 

—pf'* "(0 —f" (0). (6. 2. 13) 
(3) 积分 定理 foodie]. (6. 2. 14) 


证 考虑 函数 F= | 'ecoa t 人) 应 用 导数 定理 


(6. 2. 122, 


FG) pgLÉOD ] FO — p gLFÁGD ]. 


其 中 fee wear=o. 


即 


tty d=) sca]. 


f jC dr PACTON 


(4) 相似 性 定理 fads f (P. (6. 2. 15) 
(5 位 移 定 理 e "OO f p. (6. 2. 160 
请 读者 仿照 情 里 时 变 搞 的 情形 验证 以 上 两 条 定理 . 

(6) 延迟 定理 /G— £0 e^" f C. (6.2.17) 


证 f(z wf fe to)e rdt, 


我 们 知道 ,原画 数 GO R FGYH GY ,因而 上 式 里 的 了 (1 一 4。) 
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应 理解 为 fKG—HuHG-—u.É 6-1 
中 的 虚线 所 示 . BRA Tos P ge seo 
F t BE SUN. 
下 (一 如) 三 L 了 (一 加 Je 一 Pd 
改 用 一 :一 6 代替 + 作为 积分 变数 ， 
由 
fai) P fiecremogece- |" fede 


„T 


图 6-1 


=e 7af p). 
(7) EREE HE GNORKEAMCONMOREMNOSNI 
FD x FuOD m FOOD D. (6.2. 18) 


其 中 fO Po= 二 FG 户 G 一 
r)dzr, 称 为 AW AORAR. 
证 vLAGOx*/f,0)] 


= n fO # fie" di 


= T [f AO fedr eedr 
ELERI. AI r MA, Xt: 
积分 ,积分 区 域 为 图 6-2 中 的 划 线 区 
域 . 现在 改变 积分 次 序 , 先 对 :积分 ， B 6-2 
再 对 r 积分 ,积分 限 可 参照 图 6-2 确定 . 

se[ 户 cx 广 (] 一 F [F f G—2e-*dr | f. COdz. 
改 用 ==: 一 + 代替 1 作为 积分 变数 ， 

LUG) x f= f i ZOG (r)e "dr 


一 L f. (De "dr N 六 (Se-nde 


=f PFa). 
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3 B 
求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 函数 . 


(1) shet,chet, | (2) e "sinet,e "cose, 


aL, GD08—2). 


Vu 
$63 拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 


拉 普 拉 斯 变换 主要 用 于 求解 线性 微分 方程 (或 积分 方程 ). 经 
过 变换 , 原 了 泡 数 所 遵从 的 微分 (或 积分 ) 方 程 变 成 了 像 咕 数 所 遵从 
的 代数 方程 ,代数 方程 比较 容易 求解 . 但 是 解 出 像 星 数 后 还 必须 回 
到 原 活 数 ,这 才 是 所 求 的 解 . 由 像 函 数 求 原 函 数 的 手续 称 为 拉 普 拉 
斯 变换 的 反 演 . 那么 .怎样 进行 反 演 呢 ? 

(一 ) 有理 分 式 反 演 法 ”如 果 父 函数 是 有 理 分 式 , 只 要 把 有 理 
分 式 分 解 成 分 项 分 式 , 然 后 利用 拉 普 拉 斯 变换 的 基本 会 式 ( 例 如 
6.2 例 1 一 例 4 及 习题 142) 的 结果 ) ,就 能 得 到 相应 的 诛 男 数 . 

例 1 fn EE EE SS ggg. 

E ” 先 将 这 个 有 理 分 式 分 解 成 分 项 分 式 ， 

fip- p 28! 957-36 

(p— 3 GT 30 Cp? 4-95 

1. 1 1, 1 ,p-l 
2 p—3 2 p+3' p49 
1.31 1. le 1. 3 
2 p—3 2 p+3 p+9 3 P+F 
REHj$6.2 8943 R8 5 的 结果 , 即 得 


l.l.» da 
f= 2* 2 e *--cos3t 3 singz. 


CO 查 表 法 ”许多 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 都 制 成 了 表格 ,从 表 

上 直接 查找 很 方便 . 特别 是 在 比较 完备 的 拉 普 拉 斯 变换 函数 手册 

中 ,对 于 - ' 般 常见 的 父 画 数 , 都 能 查 出 其 原画 数 . 有 些 像 函数 ,虽然 
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不 能 直接 从 表 中 查 出 其 原 函 数 , 但 可 以 利用 上 节 的 延迟 定理 ,位移 
定理 和 卷 积 定 理 , 再 配合 查 表 而 解决 其 反 演 问题 . 


例 2 


1 
解 先 锰 开 因 子 e-”, 从 本 书 附 录 二 的 第 12 ORI = 
P 


—L.. BEL SEXE GE PR EUER ERY s es Bpi 
Vu 


EN ud 
解 ” 先 将 两 一 数 里 的 BLA BETEOS b. AGE LB 5,6 两 式 查 


得 
rn sinat, ir a i -coset. 
再 庶 用 位 移 定 理 , 即 得 


例 4 R Cet ew 


和 解 从 6.2 BIER I HG) ,应 用 延迟 定理 ,e-”/p HH 
G—2a). X. i/C(pd-b) s e ". XX FE, PS ER ES CRT ELE ME p 
Sar DRPRRUS 永 用 着 积 定理 , 即 得 


Bu a— —&(— ry 
sG T5) ` = [He me dr 


-H-— ZI e *e-ndr 
= Hit m 2b 一 向 一 di 


Li — e7- ]H C — a). 


i 
6 
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* (—) BERE dg ON 5X 

在 不 能 用 以 上 两 种 方法 求 反 演 时 ,原则 上 可 利用 (6. 2. 4) 求 原 
ES EC. (6. 2. 4) 正 是 著名 的 歼 曼 -梅林 反 演 公式 . 这 是 从 像 函数 求 原 
芽 数 的 一 般 公式 . 根据 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 茶 件 及 其 特性 ,我 们 进 
一 些 知 道 ,在 (6. 2. 4 中 ,应 是 大 于 收 敏 横 标 m 的 任意 正 数 . 而 积 
分 路 径 是 p 平面 上 平行 于 虚 轴 的 一 条 直线 , 像 函 数 在 这 条 直线 的 
HEFE ERRATA. 

ET AENEA OE p EERO (6. 2. A2 pE A IE 
助 于 留 数 定理 而 求 得 . 为 了 应 用 留 数 定理 ,需要 将 和 4.2 中 的 约 当 
引 理 如 以 推广 . 

推广 的 约 当 引 理 ” 设 Ca 是 以 一 0 为 图 心 ,以 RR 为 半径 的 图 


HEER Rep —a Co 0) 2 IBS ELS. 若 当 | p | noo OES 
-<Ar nto 中 ~- 致 趋 于 零 (3 Jo] p T I EERECENC N 


lim. F (pyerdp — 0. 00 (6.3.1) 


证 如 图 6-3 所 示 ， 
|" lec d 
£3 Ms] B l 


D | 


la—i EE 


图 6-3 
| f ‘pyerdp = f: f Cpeoedp + f .fF (pe"dp 
C. AB BCD 
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十 IE (pyerdp. 
对 右 喘 第 二 个 积分 , 作 变 数 代 换 ,=iz, 这 相当 于 将 p 平面 上 的 左 
半圆 周 8CDp 变 成 子平 面 上 的 上 半圆 周 C&, 则 由 84.2 的 约 当 引 
理 , 有 


Ro- 


lim | . f (pyerdp = limi f (iz)e™dz = 0. 
FW Ao Cg 
现在 再 来 估计 请 上 的 积分 值 - 任 给 60, CR EBK, IE 
|f Cp) | <e, W 
|f F (p)e”dp | < III (p) | | etm nme | | ReiidB| 
一 IM Fi (p) | ees ndg < ee Ro, 
-其 中 a 为 常数 . 在 A 上 ,Reos8 才 4, 当 Ro 时 ， a— 0, 但 Re -— 
Rsina—a, 因 雌 上 式 右 边 可 和 任意 小 ,而 有 
lim[, F {pyerdp = 9. 
同 理 
lim | ~ F (pyerdp—o0. 
于 是 证 明了 了 (6. 3. 1). 
现在 考虑 回路 积分 ( 仍 如 图 6-3) 
$ f (pyerdp= [^£ cnerapo- f. Fieras 


于 R-co 时 , 左 端 积分 值 为 rz)ex 在 直线 Rep 一 a 左 半 平 面 上 所 
HAREMA 2sd 倍 , 右 端 第 一 项 即 为 (6. 2. 4) 中 的 积分 ,第 二 
项 据 推广 药 约 当 引 理 而 等 于 零 ,从 而 

L [ET Fonerdp- Ref Ge"] 


2xi 
BU f) —EZRes[.f (pye*] (6. 3. 2) 
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式 中 求 和 为 对 f (p) 在 直线 Rep — a 的 左 半 平面 上 的 所 有 奇 点 进 
fi. 由 于 在 直线 Rep —a 的 右 半 平 面 上 无 奇 点 ,因而 求 和 亦 是 对 
(pp) 在 整个 pp 平面 上 的 所 有 奇 点 进行 . 
O 当 了 (yp) 是 名 值 函数 时 ,为 了 应 用 盒 数 定理 ,积分 路 季 需 作 些 修改 ,以 保 
证 积分 只 在 某 单 值 分 支 上 进行 ,请 看 下 面 的 例题 . 

LEMEEETE C (NWRpbeedu T. iL. 

LEETIE Db 

pond (Ut ea, 
Vp mdee fp 

被 积 函 数 有 唯一 的 奇 点 p OERA NE EAR ISI PES T. 
图 6-3 中 那样 简单 地 加 上 贺 产 Ca, 因 为 在 函数 的 多 人 忆 区 域 不 能 作 积 分 运算 
及 应 月 留 数 定理 , 为 此 , 先 自 p= 二 9 沿 负 实 轴 至 oo 将 p 平面 切 制 开 ,再 作 如 图 
6-4 所 示 的 回路 ,然后 在 第 积 函 数 的 一 个 单 值 分 支 上 作 积分 运算 ,并 应 用 留 
数 定理 . 被 积 函 数 在 回路 所 围 区 域 上 无 奇 点 , 控 柯 西 定理 


latio 


5-4 


图 

r = Cg + J. 十 Í, + fe 
其 中 心 EDLDULELIREGESUN AI C AE C, 均 以 原点 为 图 心 ， 
半径 分 别 为 中 和 =. 令 Reoy* 由 推广 的 约 当 引 理 知 TN 二 0; 同 时 不 难 验 


证 lim | =o. 
Lind E 
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于 是 


Wi — pP 1 e 
一 : + 。 
fa m" Ov =al, f.) /EY 
p ERA TE AAMER {: 上 的 辐 角 分 别 为 一 x 和. 这样, 在 人 上 ,vw o 一 


y lele 二 一 i vy lelsdERH Ex s = y |e] =i v lo]. FŒ, 
1 H 1 [~ 1 
fao-gs 多 一 一 一 一 一 dc zc g"—— —des 
2m Jj. i val 2ni f i PAFTI 
1 
xb. 


改 用 y= V il 作为 积分 变数 ， 


一 上 -2 
f T Í T My | t d | 
- 2 E -Ayo 2 vom 1 
e dy= — 
E P oU? my 2 v nt 


i. EE FARR PCS RI 


DAE: cass 3$ 
Q 3G)- ys (2) 3G)— 4. 
- 1 - 3 DAE: 
(3) MEE po Oyz 
2. 求 j(p) 一 一 一 一 一 的 原 函 数 . 
Lp! Roc 3- 


NCC 
3 R NIU Ve ECO G-- CO (EOS) P RAR. 


4. 3X yp Ag cy RER. 


Eo 
CRF 1/ peo Ch + ery 
= a 1 
6. 求 了 (ip) 一 4 Pes "rwr DE 


Uu Q8 GOBIENSE g (Pp) 是 某 个 已 知 的 g COST TR 


5. R go — 的 原 函 数 . 


T. 求 T(p)= 
m. 
B. ok T( po 一 


f E 


iguE ORRA. g CoD ERTE RH goo RS 
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T c 


iE. 
9. 已 知 像 画 数 yp) 7 e apoen [ert ponni C t FILS ,其 中 
C, HL Co AE PLA EE ZECRE RC. 8] A MEERA E tA RT RE ERE C 和 各: 使 原 
[T MICE SUE 

0. EA v c ETAP, qw A RESCEREEPECU PORT EER? 


uo Xi F, T Gy 
Gnp! -k)- Kf] Few k K M.R 是正 的 第 数 . 试 论 主 DONE IER 
Eo PEOR PIE A. HR LAE CECI RAR ONA A ERCE dE IPLE OE NU 
只 含有 指数 起 恒 减 的 部 分 或 误 减 振 落 的 部 分 ? 


12. JK PF ft CCP Is t. 


K'jODCÓO 7 OMp! + Rp K He) 


ELSE mE 
(OO IU pe (2) FG) 25 

LES 1 7| PO. 
(35 Ip 2 Bp DU C420 Jp) 2p 


$6.4 应 用 例 


综合 以 上 两 节 , 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 微分 方程 ,积分 方程 的 步 
臣 可 归纳 为 :i1) 对 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 ,这 变换 把 初始 条 件 也 
一 并 考虑 了 . 2) 从 谈 换 后 的 方程 解 出 像 酒 数 . (3) 对 求 出 的 像 肾 数 
进行 反 演 , 原 痛 数 就 是 原 米 的 方程 的 解 . 

例 1 求解 交流 RL 电路 的 方程 


d. ua nn 
| $+ RI Esinut, 


j(0) —0. 
解 ”对 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 ， 


从 变换 后 的 方程 容易 解 出 
- E, a Eso .1 w 


/ICLRRRE- pw  LPROR/LBO Ho 
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最 后 是 进行 反 演 . 由 于 


一 GRAEME 


FTR” 


sinw, 


aa 
引用 卷 积 定理 完成 反 演 ， 
je f eT Dud A nerdr 
2 ü 
-emepe — (Ri Linar Seen T | 
L RL’ a o 


E, CR/ L)sinut-«coset | Eo we MUT 
OL RLJ L RE/L? +a? 


EowL e (R/L » 


E, 
=R Fie 7; ; Rsinat— eLcosat) | x Ta z 


所 得 结果 的 第 一 部 分 代表 一 个 稳定 的 (幅度 不 变 的 ) 据 费 , 第 二 部 
分 风 是 随时 间 而 衰减 的 . 
稳定 扼 葛 部 分 还 可 以 如 下 改写 ; 


E 
RULJE C(Rsinor — iLcoset) 
一 EE R sinwt eL cosa 
SEFE d RH L A Rap? 
E 
= VETZD (cosOsinex — sindcoswi) 
Loo RB 
Rie 
其 中 


sin Cor — 0) , 


R . cof, 
Ü— arccos ———————— — arcsin 


电工 学 里 常用 的 复数 阻抗 法 或 矢量 法 只 给 出 这 个 形式 的 稳定 振 
蕊 ,没有 考虑 随时 间 误 减 的 部 分 . 
例 2 两 个 线圈 (图 -DAAWAH RL AC 两 线圈 之 间 互 
感 系数 为 M. 在 初级 线路 有 直流 电源 ,其 电压 为 E 今 接 道 初级 线 
路 中 的 电 钢 K， 问 次 级 电路 中 的 电流 产 的 变化 情况 如 何 ? 
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BT 6-5 


解 ” 先 写 出 电路 方程 ， 
d. . t d. - 
L de^ 十 Rj 十 «f. dt 十 ad dii Re 


d "o d. 
L di Rc f 了 dt - M d; 79 
还 有 初始 条 件 ji 000 — 0.7, (00 —0. 
对 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 ， 


1 2 E, 
[Lp - Rd jM Mp. 
| Lp+R+ Td Moh 0. 
HL E, Mp' 


Mp [ze -Rg1 JH 
把 它 分 解 为 分 项 分 式 ， 


i 1 
-= FS | 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
7g mom m 
应 用 $6.3 例 3 进行 反 演 ， 
j; QD Ce sinet 4- Ce sinet, 


其 中 
| R TEE: 
AHM 20L— M)' 


À 


' J30. 


1 R 
CCGA-M) 4L EM" 


—À 

hN CSM) ALMY 
E, u — Eo 

CON aL Mey 


2 


l- 求解 下 列 党 微分 方程 


d'y = 全 | 
a2 +3 +3 dzi y= fe ', yi0 — T 


dy 
(22 + 9y=30ches y(00 —3, 2 " 


` d» EN 
"i TAycTiz—1l0e*, posi 


gatem Je”, z0) =3. 
(4) 8 dy "e y (9) — È 
4 an —2 dri te, yio dr |. 7-0. 


2. 电压 为 EE 的 直流 电源 通过 电感 和 电阻 尺 对 电容 C 充电 . 求解 充电 
电流 j 的 变化 情况 ， 
3 放射 性 元 过 E, BEN E, GU E 的 原子 数 N, 变化 规律 为 时 -= 


-CGN ER E 又 赔 变 为 E UR E: 的 原子 数 N: BARRIT = CN 


一 CoN 元素 E, 又 赔 变 为 Eu 元 素 Es 的 原子 数 ;的 变化 规律 为 二 一 
CNi CiN a xX E, EREK THRE, tmm ETÓ€ N, Bu xk 4r dtt s 


d — C.N, 以 上 CCo C, EIC, 都 是 常数 . 设 开始 时 只 有 元 察 EE 的 No 个 


原子 ,求解 N, PEER NICO. 

L RAEE- IER DAIMLER TE EL 
dj 
dr 

这 电流 到 过 检 流 计 , 使 检 流 计 发 生 偏 转 . 偏转 > 遵守 规律 


d d 
Jetze T teys gj. 


T 2cj e f 一 从 v. 


- ISI * 


求解 偏转 y 的 变化 情况 vC. 
5. 求解 交流 RC 电路 的 方程 
i" 十 ef jdi— Essinof, 
jO02— 0. 
TD E 
6. iR LII TL Asiner, TC) -0,T' (0) 一 0. 
7. XLI Lara T— gG) TX) — 0,7 CO) 一 0,gG) 是 某 个 已 知 函数 


8. RRT Hea T= 0T O0) 0. g CO RRA- ERG 


9. RRKT ÉD co P cayo 里 的 应 到 怎样 的 数值 才 有 可 能 
使 方程 的 解 为 多 项 式 ? 

10. HE ACIE ZHOU- oS e Ay 0 的 应 取 怎样 的 数值 才 有 可 
能 使 方程 的 解 为 多 项 式 ? 

11. 有 一 种 船舶 减 震 嚣 利用 的 是 换 合 振动 原理 . 在 水 面 上 示 嫩 的 船体 不 
纺 看 作 是 一 个 胃 中 振子 ,其 质量 为 MHARRKA K MERKX R RAH 
则 是 附着 在 船体 上 的 振 于 ,其 质量 为 m, 劲 庆 系 数 为 & 因此 ,船体 的 位 移 X 


GRIS S EI DE TR ztz) 的 运动 方程 是 
M OL Fosinor — KX—R 9X aX a), 
mE. AG-X) 
其 中 Fesina AERAR hD. ELEIT PEeTiESpRACE BOE 
[a DER E XE Lo don T t E EI 
12. 用 运算 微 积 方 法 求 出 下 列 积 分 . 
(IU = M (D Io 一 f itar, 
sin£xz = sin'tr 
(35 KD = F Ia p pj (A5 TO) = a — dr. 
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第 二 篇 ”数学 物理 方程 


数学 物理 方程 主要 是 指 物理 学 的 一 个 分 支 一 一 数学 物理 所 涉 
及 的 偏 微分 方程 ,有 时 也 包括 相关 的 积分 方程 .微分 积分 方程 . 本 
篇 介绍 物理 学 中 常见 的 三 类 偏 微分 方程 及 有 关 的 定 解 问题 和 这 些 
问题 的 几 种 常用 解法 . 


第 七 章 ”数学 物理 定 解 问题 


质点 力学 研究 质点 的 位 移 怎 样 随 着 时 间 耐 变化 ,电路 问题 研 
究 电流 或 电压 怎样 随 着 时 间 而 变化 . 总 之 ,是 研究 某 个 物理 量 ( 位 
移 , 电 流 或 电压 ) 怎 样 随 着 时 间 而 变化 . 这 往往 导致 以 时 间 为 自 变 
数 的 常 微 分 方程 (质点 的 运动 方程 .电路 微分 方程 ). 

但 是 ,在 科学 技术 和 生产 实际 中 还 常常 要 求 研 究 空间 连续 分 
布 的 各 种 物理 场 的 状态 和 物理 过 程 ,例如 研究 静电 场 的 电场 强度 
或 电势 在 空 出 中 的 分 布 , 研 究 电 磁 流 的 电场 强度 和 磁感应 强度 在 
空间 和 时 间 中 的 变化 情况 ,研究 声场 中 的 声 压 在 空间 和 时 间 中 的 
变化 情况 :研究 半导体 扩散 工艺 中 杂质 浓度 (单位 体积 里 的 杂质 的 
量 ? 在 硅 片 中 怎样 分 布 并 特 样 随 着 时 间 而 变化 ,等 等 . 总 之 ,是 研究 
某 个 物理 量 ( 电 场 强 度 . 电 势 、. 磁 感应 强度 . 声 压 .杂质 浓度 ) 在 空间 
的 某 个 区 域 中 的 分 布 情况 ,以 及 它 怎 样 随 着 时 间 而 变化 . 这 些 问 题 
中 的 自 变数 就 不 仅仅 是 时 间 , 而 且 还 有 空间 坐标 . 

解决 这 些 问题 ,当然 首先 必须 掌握 所 研究 的 物理 量 在 空间 中 
的 分 布 规律 和 在 时 间 中 的 变化 规律 ,这 就 是 物理 课 径 中 所 研究 并 
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加 以 论述 的 物理 规律 , 它 是 解决 问题 的 依据 . 物理 规律 反映 同一 类 
物理 现象 的 共同 规律 , 即 普遍 性 , 亦 即 共性 . 

可 是 ,同一 类 物理 现象 中 ,各 个 具体 问题 又 各 有 其 特殊 性 , 即 
个 性 . 物理 规律 并 不 反映 这 种 个 性 ， 

例如 ,在 半导体 扩散 工艺 中 ,有 “恒定 表面 浓度 扩散 ”和 ”限定 
源 扩散 ”. 前 者 是 用 携带 者 充足 杂质 的 氮气 包围 硅 片 :使 杂质 源源 
不 绝地 通过 硅 片 表面 向 奎 片 内 部 扩散 ,而 硅 片 表面 的 杂质 浓度 保 
持 一 定 . 后 者 是 只 让 硅 片 表层 已 有 的 杂质 向 硅 片 深部 扩散 ,但 不 让 
新 的 杂质 通过 娃 片 表面 进入 硅 片 . 在 这 两 种 情况 下 ,虽然 杂质 按照 
同样 的 规律 在 硅 片 中 扩散, 硅 片 表面 状况 的 不 同 使 得 扩散 结果 也 
不 同 . 

这 样 ,为 了 解 算 具 体 问 题 ,还 必须 考虑 到 所 研究 的 区 域 的 边 罩 
处 在 怎样 的 状况 下 ,或 者 ,换个 说 法 ,必须 考虑 到 研究 对 香 处 在 怎 
样 的 特定 “环境 ”中 . 我 们 知道 ,“ 超 距 作 用 "是 不 存在 的 ,物理 的 联 
系 总 是 要 通过 中 介 的 (这 在 物理 学 中 引起 各 种 场 的 概念 ) ,周围 “ 环 
境 * 的 影响 总 是 通过 边界 才 传 给 研究 对 象 , 所 以 周围 “环境 ?的 影响 
体现 于 边界 所 处 的 物理 状况 , 即 边 界 素 件 . 

还 有 ;研究 问题 不 能 割断 历史 . 

例如 ,弦乐器 的 弦 的 振动 有 它 的 “历史 ”两 根 癌 样 的 弦 , 其 一 
在 薄 刀 背 蔽 击 下 发 出 的 声音 比较 刺耳 , 另 一 在 宽 锤 蔽 击 下 或 手指 
的 痢 氢 下 发 出 的 声音 比较 和 谐 . 最 然 这 两 根 弦 的 振动 是 按照 同样 
的 规律 进行 的 ,但 由 于 “历史 ”不同 , 即 在 斋 击 的 那个 所 谓 “ 初 始 ”" 时 
刻 的 振动 情况 不 一 样 ,后 来 的 振动 情况 也 就 不 一 样 . 

硅 片 里 的 杂质 扩散 也 有 它 的 “历史 ”, REB RE Fr ,原来 的 杂质 党 
度 分 布 不 同 ,在 同一 工艺 条 件 下 进行 扩散 ,扩散 的 结果 也 不 一 样 . 

这 样 ,为 了 解 算 随 着 时 间 而 发 展 变化 的 问题 ,还 必须 考虑 到 研 
究 对 象 的 特定 “历史 ”, 即 它 枉 早先 某 个 所 谓 “ 初 始 ” 时 刻 的 状态 , 即 
dnb sk e. 

边界 条 件 和 初始 条 件 反 映 了 具体 问题 的 特定 环境 和 历史 , 即 
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问题 的 特殊 性 , 亦 即 个 性 . 在 数学 上 ,边界 条 件 和 初始 条 件 合 称 为 
ERR F- 

现在 ,说 一 说 物理 规律 的 数学 表示 . 物理 规律 ,用 数学 的 语言 
“翻译 ?出 来 ,不 过 是 物理 量 x 在 空间 和 时 间 中 的 变化 规律 , 换 句 话 
说 , 它 是 物理 量 uc 在 各 个 地 点 和 各 个 时 刻 记 取 的 值 之 间 的 联系 . 1E 
基 这 种 联系 使 我 们 有 可 能 从 边界 条 件 和 初始 条 件 去 推算 x 在 任意 
地 点 (zyy*s) 和 任意 时 刻 上 的 值 w(r,y,z, 由 .而 物理 的 联系 总 是 
要 通过 中 介 的 , 它 的 直接 内 现 只 能 是 u 在 邻近 地 点 和 邻近 时 刻 所 
取 的 值 之 间 的 关系 式 . 这 种 邻近 地 点 、 邻 近 时 刻 之 间 的 关系 式 往往 
ERMIT EGET. 物理 规律 用 偏 微分 方程 表达 出 来 , 叫 作 
数学 物理 方程 . 数学 物理 方 种 ,作为 同一 类 物理 现象 的 共性 , 跟 具 
体 条 忻 无 关 . 在 数学 上 ,数学 物理 方程 本身 (不 连带 定 解 条 件 ) 叫 作 
泛 定 方程 . 

这 样 , 问 题 在 数学 上 的 完整 提 法 是 :在 给 定 的 定 解 条 件 下 , 求 
解数 学 物理 方程 . 这 叫 作 数 学 物理 定 解 问题 或 简称 为 定 解 问题 . 


$7.1 数学 物理 方程 的 导出 


本 节 要 导出 一 些 典 型 的 数学 物理 方程 . 这 里 说 的 “导出 ”其实 
不 过 是 用 数学 语言 把 物理 规律 “翻译 "出 来 墨 了 . 通过 这 些 典型 方 
程 的 导出 ,希望 读者 学 会 “翻译 ?技巧 . 

数学 物理 方程 是 物理 规律 的 数学 表述 ,与 定 解 条 件 无 美 ,所 以 
在 导出 过 程 中 用 不 着 考虑 定 解 条 件 . 

物理 规律 反映 的 是 某 个 物理 量 在 邻近 地 点 和 邻近 时 刻 之 间 的 
联系 ,因此 数学 物理 方程 的 导出 步骤 如 下 :首先 当然 要 确定 研究 哪 
一 个 物理 量 x. 从 所 研究 的 系统 中 划 出 一 个 小 部 分 ,根据 物理 规律 
2 Br AGE BEAR X T PERF C TE FH CUBE SE SEIS TE HE EOS 
那么 重要 的 因素 ) ,这 种 相互 作用 在 一 个 短 时 间 自 里 怎样 影响 物理 
Hi u 把 这 种 影响 用 算式 表达 出 来 ,经 入 化 整理 就 是 数学 物理 方 
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程 . 

下 面 导出 常见 的 一 些 数 学 物理 方程 . 它们 分 别 属于 三 种 类 型 ， 
即 波动 方程 (一 一 六 ,十 四 ). 输 运 方程 (七 . 八 ) 和 稳定 场 方程 ( 九 一 
十 三 ) 这 大 致 对 应 于 数学 上 的 分 类 , 即 双 曲 型 . 拍 物 型 和 椭 困 型 偏 
微分 方程 .我 们 还 将 直接 给 出 一 些 方程 而 不 作 推导 . 

(一 ) 均匀 纺 的 微小 横 振 动 

演讲 弦乐器 (例如 二 胡 ,提琴 ) 的 人 用 弓 在 弦 上 来 回 拉动 . S ER 
接触 的 只 是 弦 的 很 小 一 段 ,似乎 应 该 只 引起 这 个 小 段 的 振动 ,实际 
上 振动 总 是 传播 到 整 根 纺 , 弦 的 各 处 都 振动 起 来 . 

振动 是 怎样 传播 的 呢 ? 不 妨 认 为 弦 是 季 软 的 ,就 是 说 在 放松 的 
条 件 下 ,把 张杰 成 任意 的 形状 , 它 都 保持 静止. 可 是 在 细 紧 以 后 , 相 
邻 小 盟 之 间 有 拉力 ,这 种 拉力 叫 作 纺 中 张力 . 张力 谨 着 弦 的 切线 方 
向 , 由 于 张力 作用 ,一 个 小 有 的 振动 必定 带动 它 的 邻 段 ,而 邻 段 又 
AEK BRE, e 这 样 ,一 个 小 狠 的 振动 必然 传播 到 整 根 
纺 . 这 种 振动 传播 现象 叫 作 波 . 

弦 乐 活 所 用 的 弦 往 往 是 很 。 
轻 的 , 它 的 重 最 只 有 张力 的 几 K 
万 分 之 一 , 跟 张 力 相 比 , 弦 的 重 | 
量 完 全 可 以 赂 去 . 这 样 ,真实 的 
"——— — 

PREREZA E 1^5 
在 不 振动 时 是 一 根 直线 ,就 取 一 
这 直线 作为 < SIR 7-1). dax 


上 各 点 的 横向 位 移 记 作 u 这 图 7-1 
样 ,横向 位 移 # 是 z 和 :的 函数 , 记 作 w(z,t), 要 推导 的 就 是 所 
遵从 的 方程 ， 


弦 的 振动 是 一 种 机 械 运动 . 机 械 运 动 的 基本 定律 是 质点 力学 

的 下 一 mt- 然而 弦 并 不 是 质点 ,所 以 下 一 re XB SEES UR. 

但 或 根 强 可 以 细 分 为 许多 极 小 的 小 段 ,每 个 小 段 可 以 抽象 为 质点 ， 
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MER HL EGRE di EAE HERE E P FR i LE RR, SERE RGB RT 
BEHT LLH F= ma. l 

把 强 细 分 为 许多 极 小 的 小 段 . 拿 区 间 (z,z 十 dr) 上 的 小 段 B 
为 代表 加 以 研究 . B 既然 没有 重量 而 日 是 柔软 的 , 它 就 只 受到 令 段 
AIC 的 拉力 TT fü Ta 

茧 的 每 小 段 都 没有 纵向 ( 即 x 方向 ) 的 运动 ,所 以 作用 于 B 的 
纵向 合力 应 为 零 . 

藻 的 横向 加 速度 记 作 ww( 这 是 记号 o'u/or 的 缩写 ). 按照 下 一 


mda; 小 段 B 的 纵向 和 横向 运动 方程 分 别 为 
人 0, (G.1. D 


T sina; —T' sina, — (eds2u, (7.1.25 
AP o disk BISSSEBE HD CE I BER E. ds X NEE B AAR. 
我 们 将 限于 考虑 小 的 振动 . 这 时 en .oa rds LR E aoi 
以 上 的 高 阶 小 量 , 则 cose; 221—22/2 ! 4 m1. cosa], sina 2 
à —oj/3 ! + 2e tga. sina; 2o, tga . ds = (da)? F (duy? 
= y IF Ga drzedr (Eri u,—2os/oz—tgacva) , X. tga =t, |z, 
tga; —u, |. as XCEÉ S CT. 1. DICT. 1. DREA 
T,—T,—O, (7. 1. 32 
i ele Tl tdi (7.1.4) 
WIE, T,— T, , 弦 中 张力 不 随 < 而 变 , 它 在 整 根 弦 中 取 同 一 数值 . 另 
一 方面 ,在 振动 过 程 中 的 每 个 时 刻 都 有 长 度 dscedz, MEE ds 不 
随时 间 而 变 , 所 以 作用 于 B 段 的 张力 也 不 随时 人 间 而 变 . 纺 中 张力 
BLI& GR. XR 1 无 关 , 只 能 是 常数 , 记 为 工 . (7. 1. 4) 成 为 
TG, | cac ~ tx |2) = pusda. 
由 于 dz EB iu. |a a i tia |a = attad xde = uade CEP u.. dé 
ax/az 一 Bayar 的 缩写 ). 这 样 ,B RATEMA 
pus — Tu, — 0. (7.1.5) 
其 实 , 作 为 代表 的 BB 段 是 任 选 的 ,所 以 方程 (7. 1. 5) 适 用 于 弦 上 各 
处 ,是 弦 作 微小 横 振 动 的 运动 方程 ,简称 为 弦 振 动 方程 . 
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AFHIR. e 是 常数 , (7.1. 5) 通常 改写 为 
Us uu. —0. (7. 1. 6) 
EP a —T/oe. 以 后 会 看 到 a 就 是 振动 在 弦 上 传 揪 的 速度 . 
质点 的 位 移 仅 是 时 间 上 的 函数 ,质点 的 运动 方程 也 就 是 以 时 
(BI 上 为 自 变 数 的 常 微分 方程 . 而 落 的 位 移 ，“ 是 时 间 上 和 坐标 zx 两 
个 自 变数 的 嫩 数 , 吾 的 运动 方程 则 是 以 上 和 上 为 自 变数 的 篇 微分 
方程 . 它 是 弦 于 许多 彼此 相 牵 连 的 质点 的 运动 方程 ,质点 之 间 的 牵 
连 反 映 在 xz* 项 . 
如 果 辟 在 振动 过 程 中 还 受到 外 加 横向 力 的 作用 ,每 单位 长 度 
3Z Br AR I 2J 2g Feet), Wl Pg ECT. 1.222 4E VJ. Taina 一 
T sina, HE (z dx — Cods)u,. 与 此 相应 ,(7.1. OAH 
Ha — A uuu o f Cr, E) (7.1. 7) 
AP f Gu — FGsD/p FER JJSEBE ,为 上 时 刻 作 用 于 处 单位 质 
量 上 的 横向 外 力 . CI. 1.7) 称 为 获 的 受 迫 振动 方程 ,而 C7. 1. 6) 称 为 
SE BU B rins +. 
(LO 均匀 杆 的 纵 振 动 
这 里 要 推导 移 是 杆 上 各 点 沿 杆 长 方向 的 纵向 位 移 u Cr BT 
遵从 的 方程 . 
一 根 杆 ,只 要 其 中 任 一 小 段 有 缴 向 移动 ,必然 使 它 的 邻 段 压缩 
或 伸 长 ,这 和 邻 段 的 压缩 或 伸 长 又 使 它 自己 的 邻 改 压缩 或 伸 长 ， 
bs .这样 , 任 一 小 自 的 纵 振动 必然 传播 到 整 根 轩 , 这 种 振动 的 传 
播 就 是 波 . 
TU FF HI AT o VE ER IN LAINE. 拿 区 间 (z,z 十 dzy 上 的 小 段 B 
{图 7-2) 为 代表 加 以 研究 . 在 振动 过 程 中 ,下 两 端的 位 移 分 别 记 作 
ur 4I ue T dx iD —u-- dsl. 显然 , 吾 段 的 钊 长 即 是 xz 十 dz， 
ty ulet) = du | di faxE fei Wd uz dz£ —uCG 0 ]/dz— 
dz | dz —u,dr/dz—z,. 
确切 些 说 ,在 杆 作 级 振动 时 ,相对 伸 长 u- XS BENE SP. XE B 
的 两 端 ,相对 仲 长 就 不 一 样 , 分 别 是 ee | 和 zj uu 如 果 杆 的 材料 
* 138* 


的 杨 氏 模 量 是 了 ,根据 胡 克 定律 ， xx 二 dz 


T 
-= Á< 


B 两 端的 张 应 力 ( 即 单位 模 截 面 A | 


A 1! C 


两 方 的 相互 作用 力 ) 分 别 是 Yu |。 EN "T 

和 Yus|s1a. 于 是 , 写 出 B 眉 的 运 d | 

vm -s 

peiSdz)u,—YSu,l.ia—YSu.l. 

—YSoux /oxdr, Bj 7-2 

AP 2 为 杆 的 密度 ,S 为 杆 的 横 截 面积 . 用 Sdr 遍 除 上 式 各 项 ,得 
Bus — Y u.s — 0. (9.1.8) 

这 就 是 杆 的 纵 振动 方程 . 


对 于 的 句 杆 ,Y 和 是 常数 ,(7.1.8) 可 以 改写 成 
Ua d 3,0, (7.1.9) 
其 中 a —Y/o. xx Vg Se zr $C. 1. 全 形式 上 完全 相同 .a 也 就 是 
纵 振 动 在 杆 中 传播 的 速度 . 

村 的 受 追 纵 振 动 方 程 也 跟 弱 的 受 迫 振动 方程 (7.1.7) 完 全 一 
样 ,只 是 其 中 下 C(x, 四 应 是 杆 的 每 单位 长 度 上 每 单位 横 截面 积 所 受 
SA] 973. 

( (E> 传输 线 方程 (电报 方程 ) 

对 于 直流 电路 和 低频 交流 电路 , 线 与 线 之 闻 的 电容 与 电感 可 以 忽 赂 不 计 ， 
电路 的 基 尔 者 去 定律 指出 ,同一 支 路 中 的 电流 相等 . 但 对 于 较 高 频率 的 交 变 电 
流 ( 不 过 ,这 里 也 不 考虑 频率 很 高 以 至 显著 地 向 外 发 射电 磁 波 的 情况 ?, 电路 中 
导线 的 自 感 和 电容 的 效应 不 能 忽略 ,因而 同一 支 路 中 的 电流 未 必 相 等 . 

考 虚 双 线 或 同 轴 传 输 线 (图 7-3a). 电容 和 电感 是 沿 着 传 边线 连续 分 布 
的 ,为 了 运用 热 知 的 分 立 元 件 的 电路 定律 ,把 传输 线 划 分 为 许多 小段, 取 r 
z 十 dz 之 间 的 一 段 作为 代表 加 以 研究 . 把 每 单位 长 度 的 传输 线 所 具有 的 导线 
EE REEN, EFRADI R GCA L. 我 们 所 研究 的 小 段 可 以 
看 作 是 分 立 的 电 乡 Rir HM Ldr 串 接 在 线路 中 ,分 立 的 电容 Cdr 和 漏电 
电阻 /GYdzr 跨 接 在 两 线 之 闻 , 画 出 等 歼 电 路 如 多 7-3b. 这 个 小 眉 两 端的 电 
流 并 不 相等 ,这 是 由 于 两 线 之 间 的 涯 电流 CGdr)v, 还 有 两 线 之 间 的 电容 Cdr 
上 的 充 放 电 . 这 个 小 段 两 端的 电压 也 不 相等 ,这 是 由 于 导线 电阻 Rdr 上 的 电 
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E Rdr); WAR ENAS dr 上 的 感 生 电 动 势 (ELdz)airae ,这 样 ， 


F, .. X7 da 
| | 
: l. . 
jd 
4 k ng 
| 1 
U v ddu 
m i 
; Pu 
图 7-3a 
x zddr 
T 一 一 1 
| Rdr’? Laz/z | 
j | oot itdi 
人 dr l/Gdr 
T Kdzj2 Ldzr/2 L 
Ll... CZ - - 
j itd; 
图 7-3b 


[dj —Gvdz —- S (Cvdz), 
(dv= — Rjdz— Ljázr. 
je— —Gu— Cu, 
By | 


vs = Rit Li 
亦 即 


位 (cc &]v—o, 
( 


2 . a 
RHL È) j+ o=o. 


(7. 1. 10) 


(7. 1.11) 


以 afas 作用 于 弛 .1.11) 的 第 一 式 , 以 G+Cayae EATE LR MAHR 


请 去 v A jum s 
LCja — ja CLGA- RC) + RGj —0. 


(7.1.12) 


以 Rc Le/ot 作用 于 (7. 1. 110283988 — 55 DL a/ ac fE HITRU8 A. MAHR 


就 消去 7, 得 vir,z) 的 方程 
LCv, — Va + (LG+ RC)v RGu=0. 


(7. 1.13) 


导线 电阻 怀 和 线 闻 电 泗 GG 很 小 的 传输 线 叫 作 理想 传输 线 . EE bi 
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$8535. 0. 1.12080 C7. 1.137? 可 以 简化 为 
je 4 ju 0 和 uu a US Ùs (7. 1. 14? 
Bp —l1/LCCOGRGE 814.2 f)]3.1/LC—3G38 0E 3p. 

2588 02.1. 12) 40 C7. 1. 132 DUC (ETE 8E C7. 1. 14) 叫 作 传输 线 方程 ( 电 
JRÀ BD. 传输 线 方程 (7. 1. HORE LHEERUT. 1.60 TAA CREER CT 1.9) 
LETE E RREH EEA BUR SC gl. 

(四 ) ARA a 

Te 3E x 05 E53 51 CRESCE 8 LE EHE RS EHIE zy 平面 , 研究 腊 在 垂直 于 
xy 平面 方向 的 微小 械 振 动 . 腊 上 各 点 的 机 向 位 称 记 为 ule y 0. "EROR 
的 ”, 这 是 说 ,在 上 膜 的 切 平面 的 法 线 方 向 不 存在 甬 应 力 , 如 果 在 腊 上 划一 直线 
(参看 图 7-4s ,图 面 垂 直 于 所 划 音 线 ), 直 线 两 方 的 膜 必 互相 牵引 . 每 单位 长 直 
ARARAU. 与 弦 的 微小 模 振 动 相 类 似 , 峡 上 张力 也 基 常 数 , 记 
Bg T. 直线 上 任 一 点 的 张力 了 在 该 点 的 切 平面 内 ,其 方向 悉 直 于 直线 . 记 张 
J) T IP 0 f8 " CE 23 26 T8] 53 cv 平面 的 夹 角 ) 为 xt 见 图 7-4a7; 对 于 小 振动 ,a 
se0, 所 以 ,张力 了 的 横向 徊 量 =Tsinas Ttga— Tau/on.n 指 的 是 张力 了 在 
区 平 面 上 的 投影 方向 , 即 直线 在 zy 平面 的 投影 的 法 线 方 向 . 


y ytdy y 
t di— 


u H aL BI 了) 
n nOD v 


nO a) 


Cw l 


B] 7-4a 图 7-4b 


把 薄膜 组 分 为 许多 极 小 的 小 块 . 拿 + 与 + 十 dx 之 间 ,y 与 y 十 dy 之 同 的 
小 块 ( 图 7- 种 ?为 代表 加 以 研究 . 

AB rH onda iX XU. 在 这 两 这 ,作为 代表 的 小 块 膜 受 邻近 部 分 的 张 
力作 骨 , 张 力 的 横向 分 力 分 别 是 一 Taryar|. 和 了 了 su/arl-+u- 这 样 ,这 小 块 膜 
在 t+ 和 和 zx 十 dz Bii Bos Wü EH I4 

[Tu + 一 Te la jdy= Tu. dzdy. 


- Ii- 


[3 38.24€ > 和 y 十 dy AURREAN 
T'u,,dzd y. 
用 表示 单位 面积 的 薄膜 的 质量 ,可 以 写 出 这 小 块 膜 的 横向 运动 方程 
pusdzdy = Tadrdyt Du,dzrdy, 
即 
Bia — T Ou. F tty) — 0. (7.1.15) 
XE ROI R DUST dar 十 =/ayz 叫 作 二 维 拉 善 拉 斯 算 符 , 通 党 记 
fe 和 ,或 者 为 了 强调 二 维 而 记 作 AL 这 样 ,人 (7. 1. 15) 可 以 记 必 
gus — Thu — 0. 
XT SAR LSLTE HE p 是 常数 , 47. 1.15? 可 以 下 写成 
up a Agu = 0 (7.1.18 
式 中 常数 a! m T/ p.a 为 膜 上 振动 的 传播 速度 . 
NR CHA OE E EU AEA eic SR Br REPRISES BELA AI A9 FO yv 
N L3R3BUR T0 OE RS GR A f 7 ER 
ua — a gu — f reyt). (7.1.17) 
其 中 eyt FG ,yst) Wp AEAF COLERE BS BRISL BI 7j. 
(五 ) 流体 力学 与 声学 方程 
流 体 力学 中 研究 的 物理 量 是 流体 的 流动 速 上 庶 v, 压 强 疡 和 窗 
E p. 对 于 声波 在 空气 中 的 传播 ,相应 地 要 研究 空气 质点 在 平衡 位 
置 附近 的 振动 速度 v, 空 气 的 压强 p 和 和 密度 o. 物体 的 振动 引起 周 
转 空 气压 强 和 和 密 庶 的 变化 ,使 空气 中 形成 殊 密 相间 的 状态 ;这 种 政 
密 相间 状态 向 周围 的 忧 播 形成 声波 . 
记 乞 气 处 于 平衡 状态 时 的 压强 和 密度 分 别 为 MEE ELE! 
中 的 空气 密度 相对 变化 量 (e 一 Po)yeo WIN s, 
eU, p= p C127 82. 
HT ^S dssERHE v <E E, 是 很 小 的 量 , 且 假 定 : 声 振 动 不 
过 分 剧烈,s 也 是 很 小 的 量 , 声 据 动 时 空气 可 以 看 作 没 有 粘性 的 理 
想 流 体 , 声 波 的 传播 过 程 可 当 作 绝热 过 程 ,借助 于 理想 流体 的 欧 蒜 
慌 运 动 方程 .连续 性 方程 和 绝热 这 程 的 物 态 方 程 ,在 不 受 外 力 的 情 
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更 下 , 略 去 "和 s 的 二 次 以 上 的 小 量 , 可 以 导出 声波 方程 (其 推导 
LX D 


ypo 
Po 


其 中 为 空气 定 压 比 热 与 定 容 比 热 的 比值 . rs 
y Xr 学 0. 由 于 对 


) (7.1. 18) 


Sua Âs — O0. (a! 一 


假设 在 声波 传播 过 程 中 ,空气 是 无 旋 的 ,有 | 
任何 存在 二 阶 偏 导数 的 标量 函数 gry) HVX V ge 0. 总 可 以 
fe 33] — TEE RC Cn y oz ME v Gr yz t) = — Vut yim 
D ,yx 称 为 速度 势 . 进而 可 得 遵从 的 声波 方程 为 
ypo 


2; ) (7.1. 19) 


usa A0. Ca? 


跟 方 程 (7. 1. 18) 形 式 相同. 

《六 ) 电磁 波 方程 

利用 电磁 场 的 麦克 斯 囊 方 程 组 的 微分 形式 ,可 导出 真空 中 的 
电磁 波 方程 ,在 国际 单位 制 下 ,方程 为 

Eac ESO, (7.1. 20) 
和 H.,—a' AH —0. (7.1. 2D 
其 中 a! — U je, — JEDE JT seo ps 21829 FUE rp fr CIC SP RE 
ARQE.H 为 真空 中 电场 强度 和 磁场 强度 , 均 为 矢量 方程 . 

(七 扩散 方程 

由 于 深度 (单位 栖 积 中 的 分 子 数 或 质量 ) 的 不 均匀 ,物质 从 浓 
度 大 的 地 方向 少 度 小 的 地 方 转移 ,这 种 现象 叫 作 扩散 . 扩散 现象 广 
弃 存 在 于 气体 Jdem m. 

制 做 半导体 器 件 就 常用 扩 葵 法 - 把 含有 所 需 杂 质 的 物质 涂 束 
在 硅 片 表面 ,或 者 用 携带 杂质 的 气体 包 由 着 硅 片 ,把 硅 片 放 在 扩散 
炉 里 ,杂质 就 间 硅 片 里 面 扩散 ,扩散 运动 的 方向 基本 土 是 垂直 于 硅 
片 表面 而 指向 奉 片 深 处 , 这 种 只 沿革 一 方向 进行 的 扩散 叫 作 一 维 
的 扩散 . 

在 扩 获 问题 中 研究 的 是 浓度 在 空间 中 的 分 布 和 在 时 间 中 的 
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ZeÁdY,uGr yrei). 

9 iris zh f T dr BE YR Ag. TR BER 193 A RE n] FR 
EBE v: 表示 . U Bos sh BT SS n] JH dT Ra E g, 即 单位 时 间 
里 通过 单位 横 截 面积 的 原子 或 分 子 数 或 质量 表示 . 

根据 实验 结果 , 扩 贡 现象 遵循 的 扩散 定律 即 斐 克 定律 是 

q— —D vu. (7. 1. 22) 
或 写成 分 量 形 式 


=- p =- p% =— p% 
他 = 一 D ar' gy D ay’ Fr D az (7. L 23) 


负 号 表示 扩散 转移 的 方向 (浓度 减 小 的 方向 ) 跟 旅 度 梯度 (浓度 增 
大 的 方向 ) 相 反 . 比例 系数 D 叫 作 扩 散 系数 . 不 同 物质 的 扩散 系数 
各 不 一 样 . 同一 物质 在 不 同 温度 的 扩散 系数 也 不 同 , 一般 说 ,温度 
越 高 ,扩散 系数 越 大 . 

现在 应 用 扩散 定 | 
律 和 粒子 数 守恒 定律 LzTdrvy 十 dy 十 dz) 
(或 质量 守恒 定律 ) 导 
出 三 维 扩散 方程 . 为 
此 ,把 空间 加 以 细 分 ， 
S roh etd 之 间 ,y 
与 ?十 dy 之 间 ,= 与 > 
十 dz 之 间 的 小 平行 六 C 
面体 (图 ?-5) 为 代表 加 mrs 
以 研究 . 这 个 平行 六 面体 里 的 浓度 变化 取决 于 穿 过 它 的 表面 的 扩 
tiic. 

先 考察 单位 时 间 内 z 方 向 的 扩散 流 . 在 左 表 面 ,流量 4,1:dydx 
是 流入 平行 六 面体 的 :在 右 表面 ,流量 9-|.+ucdydz 则 是 流出 的 ,由 


F dz BIME sga lari gelam Eda. 出 人 相抵 ， 
单位 时 间 内 c FARRAR — (qales ql 2d pde 


. Idd- 


一 一 全 dzdydz 


= (p 9*4 dyds. 
ar ar 
考察 y 方向 .z 方向 的 扩散 流 , 同 理 可 得 
单位 时 间 内 y 方向 净 流入 流量 一 写 | D | dzdydz, 


单位 时 间 内 = FARRA RR = Z| D 时 | adde. 
根据 粒子 数 ( 或 质量 ) 守 恒定 律 , 如 果 平 行 六 画 体 中 没有 源 和 
汇 (其它 物 质 能 转化 成 这 种 物质 的 粒子 称 为 源 ,这 种 物质 的 粒子 转 
化 成 其 它 物质 称 为 汇 ), 刚 平行 六 面体 中 单位 时 间 内 载 加 的 粒子 数 
二 单位 时 间 内 净 流 入 的 粒子 数 ， 
Bp 
S dadyde- | 2 D e. +2í D = -z[p 2 izdydz. 
其 中 ou/ot 为 浓度 的 时 间 增 长 率 , 妈 单位 时 间 内 平行 六 面体 中 单 
位 体积 内 增加 的 粒子 数 . 于 是 得 三 维 扩散 方程 
[rom cios etin 


ata Pat 2 ]-». (7. 1. 24) 
如 果 扩 散 系 数 在 空间 中 是 均匀 的 , 则 (7.1. 24) 简 化 为 

u,— a Urs do us, Fuad — 0, BI i, — a? Au — 0(a?— D). (7. 1. 25) 

WERE x PSP 8t. ET. BUE TRU 

u.a uu (a= D). (7. 1. 26) 

B'rEyt—Jg0/453 05 9x 7L 6 D BE IS] RU. 考察 两 种 情况 ， 

CD 扩散 源 的 强 虚 ( 单 位 时 间 内 单位 体积 中 产生 的 粒子 数 ) 为 
FGsysz s ;与 浓度 u 无 关 . 这 时 ,扩散 方程 47- 1.240. (07. 1. 25) 
应 修改 为 


ə JU a ou c au 
» EE SDZ) +2 p %) Hrsz. 
(7-1-27) 
ua du —Fr yz (a* — D). (7. 1. 28) 
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《2) 扩散 源 的 强度 与 法 度 u 成 正比 . 
LE MIN 原子 核 的 链 式 反应 使 中 子 数 增 殖 , 中 子 浓度 增殖 的 
时 间 变 化 率 为 bu, ARA So B ATER ww 成 正比 ,这 是 
有 源 的 情况 .一 维和 三 维 扩 散 方 程 诺 分 别 峰 改 为 
Ue— tu —bu-0, 
人 —bu-— (0. 
再 如 放射 性 衰变 现象 中 , 原 有 粒子 的 浓度 按 指数 律 减少 ,x 一 
ue “,4 为 衰变 常数 . 经 过 tl 半 壮 期 ) 时 刻 后 ,浓度 碱 为 原来 的 一 
Æ BI 2,/2— ue", A A= n2) r, FE use 0, 对 上 有 求 导 
Pe FR h rip GA Br FG E BE DLE B6 B] [8] SL RO — Au —u 
Cn2)/r, 也 跟 原 有 粒子 浓度 成 正比 ,但 比例 系数 一 4 一 一 (ln2) / c 
0. 相应 地 ,一 维和 三 维 扩散 方程 应 分 别 修 改 为 


ln? 
u, — attu, F uU Ü, 


(7. 1. 29) 


In? C7. 1. 30) 
u, —a Aut- u= 0. 

(AD ARGH 

由 于 温度 不 均匀 ,热量 从 温度 高 的 地 方向 温度 低 的 地 方 转移 ， 
这 种 现象 叫 作 热传导 . 

在 热传导 问题 中 研究 的 是 温度 在 空间 中 的 分 布 和 在 时 间 中 的 
FAE urs yz. 

She SE SEES UR Re il HE I 715 5). 温度 不 均匀 的 程度 可 用 温度 
PEV: 表示 . 热传导 的 强 弱 可 用 热流 强度 gg, 即 单位 时 间 通 过 单 
位 模 截 面积 的 热量 表示 . , 

根据 实验 结果 ,热传导 现象 所 遵循 的 热传导 定律 , 即 侍 电 叶 定 
ge 

q——RYVu, 
比例 系数 站 叫 作 热 传导 系数 . 不 同 物质 的 热传导 系数 各 不 一 样 . 
仿照 扩散 问题 ,应 用 热传导 定律 和 能 量 守恒 定律 ,可 导出 没有 
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热源 和 热 汇 欧 一 维和 三 维 热 传导 方程 
cpu hus)=—0, 《7. 1. 31) 


peace 


ceu [ È Gn) +Ê uy) +2 Guo) jo. (7. 1. 32) 


其 中 上 是 比 热 ,p 是 密度 , 对 于 均匀 物体 ,kc、p 是 常数 ,上 式 成 为 
一 atzss 一 0， 。 (7. 1, 33) 
u,—a u-—D0, [^ =5] C7. 1. 342 
跟 扩散 方程 67. 1.260,07. 1. 25) 形 式 上 完全 一 样 . 
如 果 在 物体 中 存在 热源 ,热源 强度 (单位 时 间 在 单位 体积 中 产 
ERWE Jg FG yx 0 ,热传导 方程 (7.1, 31)、(7.1. 32) 应 修改 
为 


cpu (Rus) —F rt), (7.1. 35) 
Cu, 一 E ULL -2 Cku) ] =F iri yirt). 
G. 1. 36) 
HPHH, 07.1. 350 81 C7. 1. 36? 可 化 为 
ua! uus f rst) [=È] (T. 1. 37) 
u,—a^ A.u—fx,yz. D, cp (7.1. 38D 


# p fir, D = Fir, D ep] sym t) =F Cæ, ym. t)/cp, 分 别 为 
一 维和 三 维 情况 下 , 按 单位 热 容量 计算 的 热源 强度 . 

BE 稳定 浓度 分 布 

如 果 扩 散 源 强度 F(x,y,z) 不 随时 间 变 化 ,扩散 运动 持续 进 
行 下 去 ,最 终 将 达到 稳定 状态 ,空间 中 各 点 的 浓度 不 再 随时 疗 变 
fb Bla, —0, FÆ C71. 27) OM v > OD Vu)= —F Go ys), fn D 
是 常数 ,有 I 


D^u— —F 《7. 1. 39) 
这 是 泊 检 方程 . 如 没有 源 , 则 是 拉 普 拉 斯 方程 
Au — 0. (7. 1. 40) 
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(7. 1. 39) 和 (7.1.40) 是 浓度 的 稳定 分 布 方程 . 

QEE- V3 E b 

如 果 热 源 强 度 上 (xr,y,z) 不 随时 间 变 化 ,热传导 持续 进行 下 去 ， 
最 终 将 达到 稳定 状态 ,空间 中 各 点 的 温度 不 再 确 时 间 蛮 化, 即 x 一 
0 FÆ, (7. 1. 360) V. - (E vu — —F OG yz) Mk dé. 


B^u—-—F C. 1.41) 
也 是 泊 松 方程 ,如 没有 热源 ,也 简化 为 拉 普 拉 斯 方程 
Au —0 (1. 1. 42) 
C7. 1. 410 C7. 1. 42) 是 温度 的 稳定 分 布 方程 . 


(十 一 ) 静电 场 

从 电磁 学 知道 ,静电 场 是 有 源 无 旋 场 ,电场 线 不 闭合 , 始 于 正 
电荷 ,终于 负电 荷 .反映 静电 场 基本 性 质 的 是 高 斯 定理 和 电场 强度 
的 无 旋 性 . 据 此 ,我 们 来 导出 描述 静电 场 的 数学 物理 方程 ， 

用 国际 单位 制 ,高 斯 定理 可 以 表述 为 : 穿 过 闭合 曲面 号 向 外 
的 电 通 量 等 于 闭合 曲面 王 所 围 空 间 了 中 的 电量 的 1/e 倍 (eo 为 真 
空 介 电 常数 ), 即 


peas dle 
把 志 边 的 曲面 积分 改 为 体积 积分 ， 
f. v. EdV = L| eav. 


上 式 对 任意 的 空间 了 都 成 立 , 这 只 能 是 由 于 两 边 的 被 积 函 数 相 
等 ， 


v. BE 一 去 。 (7. 1. 48) 
此 外 ,静电 场 的 电场 强度 吾 是 无 诈 的 , 即 
‘vyXE=0\ (7. 1. 44) 


C7. 1. 432 AL CT. 1. 40 E BL AREER T E 它们 也 可 从 微分 
形式 的 麦克 斯 书 方程 组 得 到 . 事实 上 ,对 真空 中 的 静电 场 ,D 一 
soFE,B 一 0, 民 入 麦克 斯 书 方程 3 * D—pkfálvxE—-HB, 即 得 . 

* l4á8- 


B CT. 1. 432 YE dE Ha, MERE V (xe ,使 
E-—-—vV. CT. 1. 45) 
XE CT 1. AS) (E ACCT. 1. 432 (8 


Ay —— Lp, (7. 1. 46) 
Eo 


这 就 是 静电 场 的 电势 函数 Y 应 当 满 足 的 静电 场 方程 , 它 是 泊 松 方 
程 .5 R^ dU V 是 标量 ,求解 方程 (7. 1. 46) 比 较 方便 ， 

如 果 在 静电 场 的 某 一 区 域 里 没有 电荷 , 即 p 王 0; 则 电势 函数 
V 的 静电 场 方 程 47. 1, 46) 在 该 区 域 上 简化 为 拉 普 拉 斯 方程 

AV —0 (7.1.47 

* (十 二 ) 稳 恒 电流 场 

这 里 研究 的 是 具有 稳 恒 电 流 的 导电 谋 质 中 的 电场 . 根据 电荷 
守恒 定律 ,导电 媒质 中 电荷 满足 连续 性 方程 


ae » 7 二 
aV J-—0 (7. 1. 48) 


其 中 pcx,y:x,t) 为 自由 电荷 体 和 密度 ,j (x,y,z,#) 为 传导 电流 的 体 
BEBE. (7. 1. 48) 对 任意 变化 的 电流 场 均 成 立 . 在 稳 蛋 电流 情况 下 ,j 
Cr» yz BETTE IBS] z 变化 ,电荷 密度 ptx,y,z}) 也 不 随时 间 变 化 , 因 
而 ap/at 一 0, 于 是 
` y- j=0, (7. 1. 49) 
称 为 稳 恒 电流 的 连续 性 方程 . 对 于 稳 恒 电流 场 ,从 和 尾 一 闭合 面 流出 
的 电流 总 是 等 于 流入 的 电流 ,因此 可 用 闭合 的 电流 线 措 述 导 电 媒 
质 的 稳 恒 电流 场 . 电流 的 散 度 V "了 代表 电流 源 的 强度 , 对 稳 恒 电 
流 场 ,Y "7 一 0, 即 表示 没有 电流 源 ， 
由 于 电流 是 稳 恒 的 ,产生 的 磁场 也 是 稳 恒 的 . 据 麦 克 斯 韦 方 程 
组 中 的 第 二 方程 ,有 
vXE-—-B,—0, CT. 1. 50) 
可 知 稳 恒 电 流 场 的 电场 强 诬 吾 是 无 旋 的 .而 吾 和 稳 恒 电流 也 遵从 
Kk if se f 
^ 49> 


j-—sE. (7.1. 51) 
B E JE GER, EFFET ERBEN riy 20 ,满足 
E=— Ve, (7. 1. 52) 
gftz*yiz) 是 稳 恒 电 沉 场 的 电势 函数 . 将 (7. 1.510,07. 1. 522 [£X 
(7. 1. 49), 有 


V GE)— — V - (e Vg) —0. (7.1. 532 
XE S] SEE o= ORC, Or. 1.53) 可 简化 成 
Ag 0. (7.1. 54) 


ixdihr Br fec Em RA HEROS EJ 158: n ME np ER FR HR E 
3 psy EIS IB; RE. 
但 是 ,在 一 些 问 题 中 ,人 们 的 注意 力 集 中 在 某 个 局 部 空间 . 例 

如 ,在 大 地 电 测 中 ,关心 的 是 大 地 中 的 稳 恒 电流 分 布 和 稳 恒 电流 势 
的 分 布 , 对 大 地 外 面 的 电源 和 线路 并 不 关心 . 这 时 ,往往 把 电极 A. 
看 作 稳 恒 电 流 的 源 , 把 电极 B 看 作 稳 恒 电 流 的 汇 ( 见 图 7-6). 于 是 
(7.1. 49) 应 代 之 以 

vV'j—f. (7.1. 55) 
其 中 x,y,z) 是 电流 源 强度 的 分 布 . MAC. 1. 54) 也 应 代 之 以 泊 
松 方程 

Ag-— —f (7.1. 56) 


图 7-8 
* (十 三 ) 不 可 压缩 流体 的 无 旋 稳 恒 流 动 
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流体 有 源 或 汇 时 的 连续 性 方程 是 
aV 里 Cov) — F Gr, yri), G. 1.57) 


其 中 了 zyyozrt) 为 源 或 汇 的 强度 , 即 单位 时 间 内 单位 体积 中 产生 
85 HE 83 EF 0 AR FL 为 汇 . 对 于 不 可 压缩 的 流体 ,密度 
Pp 二 常数 ,因此 ,ap/at 一 0, X V ?Co 一 pV vtr” Ve—pwyv-v. 
从 而 连续 性 方程 简化 成 
Voctymfürsyz.t) (7. 1. 585 
其 中 Friyz' 一 下 (rozst7p 为 按 流 体 的 单位 质量 计算 的 祈 
或 汇 的 强度 . 
35 DPI 00,27] fe JC XE BS YV xv 一 0, 则 一 定 存 在 标量 蚂 数 glr, 
yox ;使 得 
vy —Vg (7. 1. 59) 
? 称 为 速度 势 . 将 (7, 1.590 4f ACT. 1.58.8 
Ag— — f Croysz t) C7. 1. 60) 
这 就 是 不 可 压缩 流体 无 旋 流 动 时 速度 热 满 足 的 泊 松 方程 . 
如 果 流 动 是 稳 恒 的 ,密度 plzx,y,z) 种 源 或 汇 的 强度 Fir, y, 
2) 都 与 时 间 无 关 , 从 而 A GiyszD v Gre yz Gr. yz , 53 t 3G 
X. 方程 (7. 1. 60) 简 化 成 
Ag(x.y.z)m—fGryz). (T. 1. 61) 
如 时 在 某 一 区 域 里 没有 流体 的 次 或 汇 , 则 (7.1. 61) 在 该 区 域 
上 进一步 简化 为 拉 普 拉 斯 方程 
Ag(xr,ysiz)-—0. (7. 1. 62) 
CT EU) FF] Ru 
杆 在 横向 变形 时 ,存在 切 应 力 .在 切 应 力 的 作用 下 , 杆 作 横向 振动 . 对 于 
微小 的 模 振 动 , 杆 的 模 振 动 方 程 是 (本 书 不 推导 ) 
Ha— A uuu 0. Cal—YI/p) (7. 1. 63) 
其 中 了 是 杨 氏 模 基 ,7 是 转动 惯量 ,sp 是 密度 . 方程 中 出 现 关于 空间 坐标 z+ 的 
四 阶 仿 导数 ,而 前 面 导出 的 各 种 方程 对 空间 坐标 的 偏 导数 都 是 二 阶 的 ， 
对 于 杆 的 受 迫 横 振 动 ,如 果 单 位 长 度 杆 上 儿 加 横向 为 是 严 Czszy 则 相应 
”了 5 了 T。 


的 方程 为 
us — htss =F Lrt) /p— f Grst2. €7. 1. 64) 
其 中 ro AERATED E E. 
{十 五 ) 量子 力学 的 莅 定 读 方 程 
以 上 各 出 引 自 古典 物理 学 ,作为 男 一 类 例子 ,这 里 提 一 下 基 子 力学 的 酚 
ERTE BERETE Vasy P RAR “=( 为 符 导 前 后 一 贯 起 见 ， 
这 里 用 * 表示 访 函 数 , 而 在 量子 力学 中 通常 是 用 加 .满足 蕊 定 请 方程 


A? ' 
-5 óu t Vu. (7. 1.65) 


IA — 
Wu 2m 


RERE OHAR E fi i mam E EE I.E AE 
含 时 间 上 的 情况 叫 作 定 态 , 对 于 定 态 ,方程 (7. 1. 65) 简 化 为 定 态 薛 定 主 方 程 


2 
— f àu-- Vu Eu. (7. 1. 66) 


jm 


i. &8I7-7 的 B BETEOS PUR HE SE 7 RR 

2. BAe A BLAUE CHE STEEL 9 89 7r RR 

3. MEXEER JE 4r E on, o 
KERZE F= Rud | 
常数 R nMEELE GEO REEE 
这 阻尼 介质 中 的 振动 方程 

4. 试 推导 一 维和 三 维 的 热 待 导 
方程 67.1. 41) 和 (7. 1. 422. 

5. IEEE DEUS EE ELCHE TK 
化 热 *, 放 热 速率 正比 于 当时 尚 情 存 
着 的 水 化 热 窗 度 Q, 即 4 一 -p85 
uS SEE npe 
38. 

6. 均 质 导线 电阻 率 为 >, 通 有 均匀 分 布 的 直流 电 , 电 流 密度 为 j. 试 推导 
导线 具 的 热传导 方程 . 

7. Kg LEBER ,一 端 固定 在 纹 匀 速 转动 的 坚 直 轴 上 .由 于 惯 
TER 2I OE FI XL SE IO EAM [28 IY JOE 08. 试 推 导 此 弦 相 对 于 水 平 线 的 
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横 振 动 方程 . 

8. 长 为 的 柔软 均 质 重 强 ,上端 妃 定 在 以 与 速 w 转 动 的 竖 直 轴 上 . 由 于 
重力 作用 , 强 贡 平 衔 位 置 应 是 竖 直 线 . 试 推导 此 强 相 对 于 竖 直线 的 模 振动 方 
&. 

9. NSHSSTL EE BG He hU E TEE R, HERRY N. 

10. 推导 水 机 中 的 重力 波 方 程 . OE IE iE A REC PEG h EF D 
封闭 . Lb tuac dg A. 


$7.2 定 解 条 件 


数学 物理 方程 是 同一 类 现象 的 共同 规律 ,反映 的 是 该 类 现象 
的 普遍 性 的 一 面 , 但 是 就 物理 现象 而 言 ,各 个 有 具体 问题 还 有 其 特殊 
性 的 一 面 ,这 就 要 研究 对 象 所 处 的 特定 “环境 ”和 和 * 历 史 ”, 即 边界 条 
件 和 初始 条 件 . 

《一 ) 初 始末 人 忻 

对 于 随 着 时 间 市 发 展 变化 的 间 题 ,必须 考虑 到 研究 对 象 的 特 
定 “ 历 史 ”, 就 是 说 ,追溯 到 早先 某 个 所 谓 * 初 始 " 时 刻 的 状态 , 即 初 
始 条 人 忻 . 

对 于 输 运 过 程 (扩散 .热传导 ) , 官 始 状态 指 的 是 所 研究 的 物理 
T e 的 初始 分 布 ( 初 始 浓度 分 布 .初始 温度 分 布 ), 因此 ,初始 条 件 
是 

CAE (7. 2. D 

其 中 zyye) 是 已 知 函 数 ， 

AT Pese GE FT BRI cali d E MEE HE IB ETE Po SEX 
传播 , 声 振 动 和 声波 ,电磁 波 ) ,只 给 出 初始 “位 移 ” 


uE ysr t) |o= PT ysz) (7. 2. 2) 
是 不 够 的 ,还 需要 给 出 初始 “速度 ” 
tlr yiz) |= xr, ysz). (7. 2.3) 


从 数学 的 角度 看 MINE: 2A AEAN SEE E E 
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方程 只 出 现 一 阶 的 导数 ,是 一 阶 微分 方程 ,所 以 只 需 一 个 初始 条 
fF OC. 2.1); 振 动 过 程 的 渗 定 方程 则 出 现 二 阶 的 导数 uude ETE 
分 方程 ,所 以 需要 两 个 初始 条 件 (7. 2. 2) 和 C7. 2. 3). 

注意 :初始 条 件 应 当 给 出 整个 系统 的 初始 状态 ,而 不 仅 是 系统 
中 个 别 地 点 的 初始 状态 . 例如 ,一 根 长 为 了 而 两 端 固 定 的 弦 , 用 手 
把 它 的 中 点 朝 模 向 斤 开 有 虐 离 {图 7-8)》, 然 后 履 手 任 其 振动 . 所 请 
初始 时 刻 就 是 放手 的 那个 瞬间 ,初始 条 件 就 是 放手 那个 瞬间 的 纹 
的 位 称 和 速度 . 初始 速度 显然 为 零 , 即 i Ge [2,05 ET IRR fr 
移 如 写成 


uCr.t) | -一 大， 


图 7-8 
那 就 错 了 ,因为 A 只 是 或 的 中 点 的 初始 位 移 ,其 他 各 点 的 位 称 并 不 
是 六 考虑 到 弦 的 初始 形状 是 由 两 段 直线 衔接 而 成 ,初始 位 移 应 是 
z Bor Bern E 
ula (2h/Ul)yx 《在 [0,i/2j 上 )， 
(A/D E=)  GEU/2,0]. E». 
最 后 , 谈 一 谈 “ 没 有 初始 条 件 的 问题 ”. 没有 外 源 , 只 是 由 于 初 
始 时 刻 的 不 均匀 分 布 引起 的 输 运 吓 作 自 电 输 运 . 在 自由 输 运 过 程 
中 ,不 均匀 的 分 布 逐 渐 均 匀 化 . 随 着 分 布 的 逐渐 均 习 化 , 输 运 过 程 
也 和 逐步 衰减 . 因此 ,一 定时 间 以 后 ,自由 输 运 就 衰减 到 可 以 认为 已 
消失 . 没有 外 加 力 , 只 是 由 于 初始 依 离 或 初始 速度 引起 的 振动 叫 作 
自由 振动 . 上 节 推 导 自 由 振动 方程 时 没有 计 及 阻尼 作用 (该 节 习 题 
3 要 求 计 及 阻尼 必用 ) ,而 实际 上 阻尼 是 不 可 吉 狗 的 ,自由 振动 不 
* 了 5954。 


可 如 免 逐 渐 衰 减 ,因此 ,一 定时 间 以 后 ,自由 振动 就 衰减 到 可 以 认 
为 已 消失 . 这 样 ,在 周期 性 外 淹 引 起 的 输 运 问 题 识 周 期 性 外 力作 用 
下 的 振动 问题 中 ,经 过 很 多 周期 之 后 ,初始 条 件 引 起 的 自由 输 运 或 
自由 振动 豪 减 到 可 以 认为 已 消失 ,这 时 的 输 运 或 振动 完全 是 周期 
性 外 源 或 外 力 所 引 起 . 处 理 这 类 问题 时 ,我 们 完全 可 以 忽略 初始 条 
件 的 影响 ,这 类 问题 也 就 叫 作 没有 初始 条 件 的 问题 . 

稳定 场 问题 (静电 场 ,稳定 浓度 分 布 ,稳定 温度 分 布 ,元 旋 稳 恒 
电流 场 , 匹 旋 稳 惜 流动 ) 根 本 就 不 存在 初始 条 件 问 题 ,这 蚌 无 需 多 
说 的 . 

(二 ) 边界 条 件 

研究 具体 的 物理 系统 ,还 必须 考虑 研究 对 和 象 所 处 的 特定 “ 环 
境 ”, 而 周转 环境 的 影响 常 体现 为 边界 上 的 物理 状况 , 即 了 边界 条 件 . 

常见 的 线性 边界 条 件 , 数 学 上 分 为 三 类 ,第 一 类 边界 条 件 , 直 
接 规定 了 所 研究 的 物理 量 在 边界 上 的 数值 ;第 二 类 边界 条 件 , 规 定 
了 所 研究 的 物理 量 在 边界 外 法 线 方向 上 方向 导数 的 数值 ;第 三 类 
边界 条 件 , 规 定 了 所 研究 的 物理 量 及 其 外 法 向 导数 的 线性 组 全 在 


边界 上 的 数值 . 即 
第 一 类 ux LIPSII ro Yorgo), (7.2.4) 
第 二 类 这 ames, erento D ， (7.2. 5) 
第 三 类 Cw Hau) larann =f (roveot). (7-2.6) 
其 中 了 是 时 间 上 的 已 知 函 数 , 互 为 常数 系数 . 
UD 第 一 类 边界 条 件 


PaA FLUE x 二 ! 固定 而 振动 , 则 边界 条 储 是 u fao 
—0,u|.-,.—0. 又 如 细 杆 导热 问题 ,车 杆 的 一 个 端点 z= 一 a 的 温度 
按 己 知 的 规律 (2) 变 化 , 则 读 端 点 的 边界 条 伴 是 

uCz.£)|..—f GG). (7.2. 7) 
特别 是 如 果 该 端点 处 于 人 恒温 xo, 则 边界 条 件 成 为 
urt) |r=a =tio 
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再 如 ,半导体 扩散 工艺 的 “恒定 表面 深度 扩散 ”中 , 硅 片 周围 环 
境 是 携带 着 充足 杂质 的 氮气 ,杂质 源源 不 断 通过 硅 片 表面 向 内 部 
THE rti Ek Fre Bl EE RR THE HR E. 碎片 的 边界 就 是 它 的 表面 
z 一 0 和 xz 一 :边界 上 的 物理 状况 则 是 杂质 小 度 保持 为 常数 N,， 

下 (| 一 No agri 一 N. 

(20 第 二 类 边界 条 人 忻 

例如 作 维 振动 的 杆 的 某 个 端点 x=a 受 有 沿 端 点 外 法 线 方 向 
的 外 力 SOD ,根据 胡 克 定律 ,该 端点 的 张 度 力 Yu |,_. 与 外 力 的 关 
系 为 

(Qu [aS = f) (7. 2. 8) 
其 中 S 为 杆 的 横 截 面积 . Am RE EL BEI 1G — 0. D] us] = 
0. 34 FAO 时 ,对 > 一 «8 ouar l= f /YS,X] z—038 
A 2warl.—- TONYS. 

又 如 细 杆 导热 问题 , 若 杆 的 某 个 端点 =a 有 热流 RO! 
端点 外 法 线 方 向 流出 , 则 根据 热传导 定律 ,边界 条 件 为 一 上 |--。 
二 了 (2) ;如 热流 f GO) REL AL. Wlan BEA UD — ku. ena — FOD. 如 
果 端 点 绝热 , 则 en |. — 0. 

《3) 第 三 类 边界 条 件 

例如 , 细 杆 导热 问题 ,如 果 杆 的 某 一 端点 + 二 a 自由 冷却 , 即 
杆 端 和 周围 介质 (温度 信 接 照 牛 顿 冷 却 定 律 交 换 热 重 , 从 “自由 准 
却 ? 这 个 条 件 既 不 能 推断 在 该 端点 的 温度 “的 值 ,也 不 能 推 斯 在 该 
35) 53 B] M HEP HE. ws 的 值 .但 是 ,自由 冷却 规定 了 从 杆 端 流出 的 热 
MEIR BE C— kun 5g HR HE 28 (|. — 62 Z7 [RTI 

— kte, | =A Ctt |, 
EH (ut Hu|...—8 C(GH-—A/h). 
对 于 两 端 z 一 0 和 zx 一 i 都 是 自由 冷却 的 杆 (图 7-90, YE > 一 ! 的 一 
端 ,外 法 向 4 就 是 xz 方向 ,所 以 自由 冷却 条 件 有 加 表 为 
(ut Hu 1:6; 
在 x 一 0 的 一 端 ,外 法 向 4 是 一 + 方向 ,所 以 自由 冷却 条 件 可 家 为 
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Gu — Hu, 1.5.0. 
值得 注意 的 是 ,如 果 杆 端 跟 周 «m > s Uo 
围 介质 的 热 交 换 系 数 产 远 远 
大 于 杆 的 热传导 系数 &, 则 H | 
一 上 /hss0, 上 述 边 界 条 件 就 退 o ! 
化 为 第 一 类 边界 条 侍 <]:-。 一 Wi 7-9 
8 和 zz 一刀 

又 如 , 作 维 振动 的 杆 ,如 果 某 一 端点 zx 一 a 婚 非 固 定 也 非 自 
由 ,而 是 通过 弹性 体 连 结 勾 固 定 斩 上 ,从 “弹性 连结 ? 既 不 能 推断 在 
该 奖 虚 的 位 移 u 的 值 ,也 不 能 推断 在 该 端点 的 相对 伸 长 xx 的 值 . 
但 是 ,弹性 连结 规定 了 杆 中 弹性 力 (Y.Su,} 等 于 弹性 连结 物 中 的 弹 
FEWE H kusk 是 劲 度 系数 }， 


et Bun) | 


边界 条 伴 (7.2.4) 一 (7.2.8) 都 是 线性 的 . 其 中 £90 的 边界 
条 件 又 叫 作 齐 次 的 . 


线性 的 边界 条 御 并 不 限于 以 上 三 类 . 例如 ， T T 


杆 的 一 端 挂 有 重 物 而 作 雏 振动 (图 7-100. 杆 端 
所 受 的 力 有 重力 Ca4g? 和 惯性 力 ( 一 Me :所 以 


| 
YSu,l..,— Mg— Mul. n | 
在 这 个 边界 条 件 中 不 仅 出 现 对 x 的 偏 导数 n | 
还 出 现 了 对 + 的 偏 导数 ue | 
有 的 边界 条 件 甚至 是 非 线 性 的 . 例如 ,在 热 
传导 问题 中 ,如 果 物 体 表 面 按 斯 带 劳 定律 (温度 Æ Tio 
四 次 方 定律 } 向 周围 辐射 热量 , 那 就 出 现 非 线性 边界 条 件 了 . 
二 节 导 出 前 一 定 方 程 , 除 杆 的 横 振 动 方 君 以 外 ,在 这 界 上 的 每 一 点 都 只 
要 一 个 边界 条 件 . 以 弦 振 动 为 例 , 就 这 个 自 变 数 布 言 , 驴 振动 方程 中 出 现 二 
阶 导 数 uw; 是 二 阶 微分 方程 ,要 求 两 个 条 件 , 即 两 端点 各 一 个 边界 条 件 , 杆 的 
禄 振动 方程 中 出 现 四 阶 偏 导数 xs 所 以 每 个 端点 就 要 两 个 边界 条 人 和 件 . 例 
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如 ,端点 f= 二 a 被 固定 (图 ?7-11a) ,那么 这 端点 的 位 移 始 答 为 零 , 而 且 杆 在 该 处 
的 斜率 亦 为 堆 , 即 - 


RB 7-11a Fa 7-ilb 图 7-11e 
ul..—0. xz 一 0 《国定 端 ) 
又 如 端点 x+ 二 a 是 被 支 潜 的 (图 7-11b); 那 双 这 端点 的 位 移 始终 为 零 ,而 该 处 
Xi LESSE LB 
ul.-2.—0. ul. 2.0. CERHO 
再 如 端点 =:=a 是 自由 的 (图 7T-1100 3B cx BEAR IE EUR PER OREL REEL EU 
AEAF. RI 


tiss |: 一 0，。 Maul. c. 0. CHAM) 
边界 条 件 只 要 确切 说 明 边 界 上 的 物理 状况 就 行 . 94 AD. AI 
的 均匀 杆 ,一 端 固定 于 车 壁 上 , 另 ~“ 端 自由 ,车 子 以 速度 vo 进行 而 
忽然 停 正 (图 7-120. 边界 条 件 应 当 


怎样 写 呢 ? 这 个 问题 本 来 很 简单 , PEN 
二 0 WE ET = 一 端 自由 可 用 “zx 
[二 0” 和 “ws |... — 0” 确切 地 表 N 


示 . 但 有 些 初学 者 却 “ 不 满足 "于 这 | J 
个 简单 的 说 明 ,而 想到 什么 zx=6 端 “ Poor 
在 突然 停止 时 有 某 个 冲力 ,在 振动 图 7-12 

过 程 中 还 不 断 受到 车 壁 的 作用 力 ,z=: 端 在 突然 停止 时 有 向 前 冲 
出 去 的 惯性 ,但 又 苦于 不 知道 固定 端 所 受 的 作用 力 和 自由 端的 运 
动情 况 ,因而 觉得 很 难 写 出 边界 条 件 . 其 实 这 是 对 边界 条 件 要 求 过 
高 了 ,因为 只 有 解 出 定 解 问题 之 后 才 好 计算 国定 端 所 受 作 用 力 和 
自由 端的 运动 情况 . BER" u |. 0" Fu, 1 — 0" Be E 98 7) ER 
x 一 0 端 固定 而 < 一 : 端 自由 ,这 两 个 简单 的 式 子 就 是 所 要 的 边界 
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条 件 . 

注意 区 分 边 界 条 件 与 水 定 方程 中 的 外 力 或 外 源 . 例如 ,一 维 扩 
散 问题 ,如 果 在 某 一 端点 x 二 a 有 粒子 流 注入 , 流 的 强度 g 是 已 知 
的 ,这 注入 的 粒子 流 是 一 种 边界 条 件 , 即 Dus leag. 可 是 ,有 些 初 
学 者 认为 既然 注入 的 粒子 流 是 外 源 , 应 在 泛 定 方程 中 列 和 人 外 源 : 

2 一 好 ?一 人 AD 
这 就 错 了 ,因为 这 个 廊 程 意 款 着 处 处 有 粒子 流 注 入 ,其 强度 处 处 是 
q. 

最 后 , 谈 一 谈 “ 没 有 边界 条 件 的 问题 ” 物理 系统 总 是 有 限 的 ， 
必然 有 边界 ,要 求 边界 条 件 . 拿 弦 振 动 问题 为 例 , 弦 总 是 有 限 长 的 ， 
有 两 个 端点 .但 如 果 着 重 研究 代 近 一 端的 那 屋 弦 ,那么 ,在 不 太 长 
的 时 间 里 , 另 一 端的 影响 还 没 来 得 及 传 到 ,不妨 认为 男 一 端 并 不 存 
在 ,或 者 说 另 一 端 在 无 限 远 ,当然 就 无 需 提出 另 一 端的 边界 条 件 
了 .这 样 , 有 限 长 的 真实 的 弦 抽 稼 成 半 无 界 的 弱 . 如 果 着 重 研究 不 
靠近 两 端的 那 段 弦 ,那么 ,在 不 太 长 的 时 间 里 ,两 端的 影响 都 没 来 
得 及 传 到 ,不 妨 认为 两 端 都 不 存在 ,或 者 说 两 端 都 在 无 限 远 ,当然 
就 无 需 提 出 边界 条 件 了 . 这 样 ,有 限 长 的 真实 的 弦 抽 象 成 无 界 的 
gk. 

又 如 ,半导体 工艺 的 金 扩散 比较 快 ,在 1100 必 左右 , 金 原子 用 
九 分 钟 时间 就 扩散 到 整个 硅 片 . 硼 和 克 的 扩散 则 慢 得 多 ,在 差不多 
同样 的 温度 , 硼 或 磷 原子 用 了 几 十 分 钟 以 至 两 .三 小 时 只 能 进入 硅 
片 几 微米 . 用 扩散 法 制 苦 超 导 材 料 Nb.Sn 线 , 锡 原子 进入 锟 蕊 也 
只 有 几 微 米 . 硅 片 或 锟 芯 的 厚度 ! {R PERR, TE 
锡 原子 的 扩散 深度 更 小 .如果 着 重 研 究 边 界 x 一 0 Biz SEP BE. 
在 不 太 长 的 时 间 ( 其 实 是 几 小 时 甚至 几 十 小 时 ) 里 , 确 , 磷 、 锡 原子 
来 不 及 达到 另 一 边界 zx 二!, 根 本 不 受 男 一 边界 xL 的 影响 ,我 们 
不 妨 认 为 不 存在 另 一 边界 x 二 1 ,认为 硅 片 或 锯 芯 从 z= 二 0 延伸 到 
无 限 远 (其 实 还 不 到 一 毫米 ), 构 成 半 无 界 的 问题 . 

(三) Hkt 
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有 时 ,由 于 一 些 原 因 , 在 所 研究 的 区 域 里 出 现 跃 变 点 , 泛 定 方 
FERKEARE. A S die [8] ERE, RC ER 19 23. F GO R8 
地 作用 于 =r 点 ,这 点 就 成 
为 纺 的 折 点 (图 7-135. 在 折 点 
ro PHE Uu. HARR trL £o— 
0 D RARR elro t0 DR | ~ 
EBP u, ARKE, H M u S | 
在 ; 弦 振 动 方程 us — au, —0 在 | 
这 一 点 没有 意义 . 这 样 .我 们 只 “一 ——dL- — 
能 把 rcr M r> cs 两 段 分 别 
FE EERE RRITE 
有 意义 的 . BE BE SCR SETS IR] RAAR. E E12 EP Xr EI 
独立 振动 的 . 反映 在 数学 .上 ,不 可 能 在 两 段 上 分 别 列 出 送 定 的 定 解 
问题 , 事实 上 , 对 于 rcr 的 一 外 ,无 法 列 出 r= r 处 的 边界 条 件 ; 
对 于 zz 的 一 段 同样 无 法 列 出 r= r 处 的 边界 条 件 . 两 段 应 该 
作为 一 个 整体 来 研究 ,因为 两 段 的 振动 是 互相 关连 的 . 首先 ,zx 一 zx。 
虽 是 折 点 ,但 仍 是 连续 的 , 即 

u r4 — 0,1) Sule tH Ot). (7. 2. 9) 
其 次 ET HR r 力 FGo MEKA FE., Bp 

FG)—Tsina, —T'sina, —0. 
由 于 sin 二 tga 一 ww Gro — 0,22 sina; 2stgas = —u, Grod- 0 £2, ER 
Bg 


j! PG) 


B] 7-13 


Tu.Gy-0,0— Tu —0,0— —F(QD. (7.2.10) 
SK ECT. 2. 9) 07. 2. OARA. F eA 
SZ Vg A — AE. ERES SA TRLRREC ES SE B HE CUL S T. 4( 四 ). 
严格 说 来 ,政变 点 也 是 科学 的 抽象 . 实际 上 存在 的 是 一 个 小 的 
过 落 区 ,在 过 滤 区 上 , 某 些 物理 量 的 空间 变化 率 很 大 ,但 毕竟 还 是 
连续 变动 的 . 只 要 过 滤 区 很 小 ,不 妨 认为 过 滤 集 中 于 一 个 点 即 牙 变 
点 ,这 就 简化 了 问题 ,不 必 详 细 考 察 过 渡 区 上 的 变化 情况 . 
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3 H 

l. KA CN ESSE PESE n —0 和 工 一 固定 , 纺 中 张力 为 To 在 x 一 上 
点 ,以 横向 力 F A ,达到 稳定 后 放手 任 其 自由 振动 . 写 出 初始 条 件 . 

2. 长 为 2 的 均匀 杆 两 端 受 拉力 Fo EATARRA. 写 出 边界 条 件 . 

8. 长 为 的 均 句 杆 ; 两 端 有 恒定 热流 进入 ,其 强度 为 qo, 号 出 这 个 热传导 
问题 的 边界 条 样 . 

4. 半径 为 R 而 表面 目 黑 的 金属 长 圆 往 ,受到 阳光 照射 . 阳光 方向 垂直 于 
柱 轴 ,热流 强度 为 M. 写 出 这 个 圆柱 的 热传导 问题 的 边界 条 件 . 

5. 习题 1 是 否 需 要 衔接 茶 件 7 

6. 一 根 杆 由 横 截 面相 同 的 两 四 连接 而 成 . 两 不 的 材料 不 同 , 杨 氏 模 量 分 
Sv 和 1 ,密度 分 别 是 p' 和 pe'. 试 写 出 术 接 条 件 . 

7. 写 出 静电 场 中 电介质 表面 的 衔接 条 件 . 

8. 一 根 导 热 杆 由 两 段 构成 ,两 自 热 传导 系数 . 比 热 . 密 新 分 别 芷 下 ! vc 7 ， 
p' Blk :ep .初始 温度 其 6; 然后 保持 两 端 温度 为 等. 试 把 这 个 热传导 
问题 表 为 定 解 问题 . l 


373 数学 物理 方程 的 分 类 


(一 ) 线性 二 阶 偏 微分 方程 

$7.1 的 省 定 方程 , 除 杆 的 模 振 动 方程 以 外 ,都 是 二 阶 的 , 本 
书 将 着 重 讨论 二 阶 偏 微 分 方程 . 

把 所 有 自 变数 (包括 空间 浴 标 和 时 间 坐 标 ) 依 议 记 作 zzs， 
ze 二 阶 仿 微 分 方程 如 果 可 以 表 为 


5 3279 十 ba, 十 cm 十 子 一品 ， (7.3.1) 
Feli 0075083 


其 中 ajsbises f 只 是 Tl? E MEL B^ BELLE H ESSERI ££. 
$7.1 SB BERE SE 7g REL VEA LEA i có A PERSE SER. 

n f=0, 则 方程 称 为 齐 次 的 ,否则 叫 非 齐 次 的 .从 $7. 工 导出 

的 各 方程 来 看 ,大 几 有 源 ( 外 力 . 热 源 、 电 荷 等 } 的 方程 为 非 齐 次 , 没 
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有 源 的 方程 为 齐 次 . 不 过 ,这 也 不 是 绝对 的 . 例如 ,扩散 方程 
(7. 1. 29) 07- 1. 30) 分 别 是 有 源 和 有 汇 的 ,但 仍然 是 齐 次 方程 . 
如 果 浴 定 方程 和 定 解 条 件 都 是 线性 的 ,可 以 把 定 解 问题 的 解 
看 作 几 个 部 分 的 线性 大 加 ,只 要 这 些 部 分 各 自 所 满足 的 泛 定 方程 
和 定 解 条 忻 的 相应 的 线性 委 加 正好 是 原来 的 汉 定 方程 和 定 解 条 件 
就 行 . ix n PERDERE. 本 书 将 经 常 引 用 和 加 原理 . 
以 下 研究 方程 分 类 ,并 把 各 类 方程 分 别 化 为 标准 形式 . 这 样 ， 
今后 就 只 需 讨论 标准 形式 的 方程 的 解法 . 
《二 ) 两 个 自 变数 的 方程 分 类 
先 研究 两 个 自 变数 x y 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 
Altre attsy dorm yy Fue - bu, Heut £—0, 07.3.2) 
其 中 ansarar boboc 只 是 > 和 > 的 画 数 .在 以 下 的 讨论 中 ， 
我 们 和 假定 a ya EE T1212 P0 HEH. 
试 作 自 变 数 的 代 换 
NA [£—6r,y), 
y—yGSD.  02—390.3)2, 


RORBURE HEBR SO 1D 0. 通过 代 换 (7. 3. 3) wu Cz，y) 成 为 和 站 


的 函数 . 这 里 ,还 应 把 方程 (7. 3. DRAR EI EIC EUR y R. A 
此 , 作 如 下 计算 : 


(0.3.3) 


rer 《7 3 4) 


Wy = tik, Hte 
Urr = Gn E Eu Ep. ul) ighi, um Ho uuu) 
te Zug. uu rue, H ar 
try Ge E, de a Eg, uiu) F Gg E, uu), H uv 
Stef E, us( 8,0, 4-89) Hinh i£, uy, 
uy, — tat uu E, Heig) To Gne, E, uk uuu) 
=u, H iet V, uas M ae yy 


(7. 3.5) 
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把 (7. 3. AXI C7. 3.5) 代 入 (7.3.2) 得 到 采用 新 自 变数 < 上 和 ?后 的 
方程 
Aue HZA H Atim Bu -+ By, Cur F-—0, 


(7.3. 6) 
其 中 系数 
Ay au 3 2a4,8,£,4-a5,8), 
Aya E, eas C9, 4- 5,9) az 0,9, 
Agna 2250, - a2: 
B Sanin H 2a, 十 az 十 本 二 -十 BR， (7.3. 7) 
B,—aqtd. d 20439, F ariy t 579. Hoy 
C-—c 
F=f. 


方程 (7. 3. 6) 仍 然 是 线性 的 . 

从 (7.3.7) 可 以 看 到 ,如 果 取 一 阶 偏 微分 方程 

anzi tH azzy Fanz = 0 (7.3.8) 

的 一 个 特 解 作为 新 自 变 数 E N anfi tanki, Hanf, MA A 
一 0. 同 理 , 如 果 (7. 3. 8 的 另 一 特 解 作为 新 自 变 数 7?, 则 4: 一 0. 这 
样 ,方程 他. 3. 6) 就 得 以 化 简 . 

一 阶 偏 微分 方程 47. 3. 8) 的 求解 可 转化 为 常 微分 方程 的 求解 . 
事实 上 ,(7. 3.8) 可 改写 为 


—224| 一 至 | 十 as 一 恬 (7. 3. 9) 
A RÀ 


如 果 把 
zry) =% žr (7.3.10) 
当 作 定义 隐 范 数 y(z) 的 方 种 , 则 dy/dzr 二 一 xz;/z;; 内 而 (7. 3. 9) 
正 是 
an| $2] 22582 -24—0. (0. 3. 112 


常 微分 方程 (7. 3.11) 叫 作 二 阶 线性 偏 微 分 方程 (7- 3.2) 的 特 
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征 方程 ,特征 方程 的 一 般 积分 “2(z,y) 一 常数 "和 “9(Czy) 一 常数 ” 
叫 作 特征 线 . 
特征 方程 (7. 3.11) 可 分 为 两 个 方程 
dy aid V aii 85 
dx i 


Gu 


dy a; —M 41; — dida 

dz n r 
通常 根据 (7. 3. 12) 和 (7. 3. IDRE S F ART A CA 7. 
(7. 3. 2) 的 类 型 ， 


(7. 3. 12) 


(7.3. 132 


ai anaa > 0, MAN; 
ajo—ayuy0;-—0, 抛物 型 ; 
ai —anân T0, 椭圆 型 . 
、 方程 (7. 3. 2) 的 系数 ansant azs 可 以 是 xz M y R, e — Ai 
方程 在 自 变 数 的 某 一 区 域 上 属于 某 一 类 型 ,在 另 一 区 域 上 可 能 属 
于 另 一 类 型 . HC. 3. 77) 容易 验证 
Al— An Aa = Cita anar) Ega 

这 是 说 , 作 自 变数 的 代 搞 时 ,方程 的 类 型 不 变 . 

OD 双 曲 型 方程 

(7. 3. 12258 C7. 3. 137 各 给 出 一 族 实 的 特征 线 

sr 一 常数 ,Cr 一 小数 . 

取 £-—8c, y) Ai ?一 ?zyy) 作 为 新 的 H 变数 , 则 A, 770,45, 0. 从 
而 让 变数 代 换 后 的 方程 (67. 3- 6) 成 为 


wy— FA LB Bst-CutF]. C7. 3. 140 
或 者 ,再 作 自 变数 代 换 


1 
a= (f+ 3) * 
= , ? 
£—al Bg m 


=a R, B-iu-p, 
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出 方程 (7. 3. 1424528 
— -BHB ut (B, — Bus t 2Cu+2F]. 


(7. 3. 15) 
(7. 3. 140: C7. 3. 15) 是 双 曲 型 方程 的 标准 形式 . 一 维 波动 方程 ,如 
3k 3562 7j PR C7. 1. 60 807. 1.7), 杆 的 纵 振动 方程 (7. 1.9), 电报 方 
程 t7. 1.13) 和 {7.1. 142 8 ,都 是 标准 形式 的 双 晶 型 方程 . 
(2) 担 物 型 方程 
由 于 a 一 anvazz 一 0; 特 征 方程 (7. 3. 12) 和 《7. 3. 13) 变 成 癌 一 
个 方程 


dy a, . (7.3.16) 
T Giu 


它们 只 能 给 出 一 族 实 的 特征 线 
Elri = AR, 
则 2=Ecr,y) 是 67. 3.9) 的 解 . t£ AR EA Cry) 
无 关 的 函数 =r, 4 E28 38 — BEAT ES ZR EC 采用 新 自 变 数 后 ,将 
£,/£,— —dy/dz-— —a,;/ayu Tl an= Va, es 代 人 (7.3.7)， 得 
方程 的 前 三 个 系数 为 
An=& [an] E) ‘+ 2ang tan | — Eats an * 43 ]—0 


REM aan, |= ÉM, 


Gu 


[alan M 4g | =D 


eR ee 


7y 


订 见 ,只 要 取 Go 8E p/i N as / N an g FRERE 
7.3.16). M] 44,550. M m E] ERRA E. 3. 6) 成 为 


un=— [Buet Bru tCu tF]. (7. 3.17) 
22 


REMET FEES RC ERESA. 一 维 输 运 方程 ,如 扩散 方程 (7. 1.340, 
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热传导 方程 (7.1. 41) 等 ,都 是 标准 形式 的 抛物 型 方程 . 
NOR 椭圆 型 方程 
(7. 3. 12) 和 (C7.3.13) 各 给 出 一 族 复数 的 特征 线 
Etrsy) 一 常数 ， pep 二 常数 ， 
而 且 3—£*. E 6£—6G. 05 2— 9G 32 —£* (zy) 作为 新 的 自 变 
数 , 刚 A1==0;Azs 一 0; 从 而 自 变 数 代 换 后 的 方程 (7. 3. 6) 成 为 


于 条 一 — zg [But Bue Cu--F. (7. 3. 18) 
EE P4 


这 方程 不 闻 于 (7. 3.140 HAKE 8 30s JE. 一 般 说 来 ， 
这 是 不 方便 的 -通常 又 作 代 换 


—Re£— l 
[ree e—Ret— 5 (+7), 


g—a—iB, B 一 Ime 一 方 (一 办， 
则 方程 (7. 3. 18) 化 为 
wt um=— 有 [CB1+ Bus Hi (GI, — Biyast2CutP]. 
12 


(7.3. 19) 

(7. 3. 1) ECT. 3, 19) 是 椭圆 型 方程 的 标准 形式 .平面 稳定 场 方程 ， 
如 稳定 浓度 分 布 (7. 1. 47) ,稳定 温度 分 布 (7. 1,49) ,静电 场 方程 
《7.1. 54) ECT. 1. 550 ,无 旋 稳 恒 电流 场 方程 (7. 1. 65) 和 (7. 1. 66), 
无 旋 稳 恒 流 动 方程 (7-1.717 和 (7.1.72) 等 ,在 二 维 情 况 下 ,都 是 
(C. 3. 19) 形 式 的 椭圆 型 方程 . 

‘三 ) 第 自 变 粕 的 方程 分 类 

考察 线 性 方程 (7. 3- 1) 


SD ttm; + D buu 4- cu 4- f — 0. (7.3.1) 
j=1 i1 i-l 
WEE B AEST 
&,— E Gn on tton D R1. 2. rna 《7. 3. 200 
acf. 二 上) x 
BI LI LE LUE EE 0. 通 过 代 换 (7. 3. 200 Gn 2t Tn) 成 


A 5er 的 函 雪 . 这 里 ,还 应 把 方程 (7. 3- DAAN AEE E 表 出 .为 
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此 , 作 如 下 计算 : 


"EDS CRM 
emi . (7. 3. 21) 
ug S tug E) EDH DAGEN 
4—1 “一 上 k-i 
把 (7, 3. 21? 代 入 (7.3. DAR EIGRUB Sr EL e Pr 5, 0. 后 的 方程 
S D Aan + D Biug 十 Ce 十 已 一 0， (7. 3- 22) 
. kei i=l k=1 
其 中 系数 
Ay— 25 2244/0040. 
n 2. (7.3. 23) 
B= AGO 2:275, Ges. 


方程 (7- 3. 224 ER Re ER FE 5. 
值得 注意 的 是 ,二 阶 偏 导数 的 系数 变换 公式 恰恰 是 二 次 齐 次 式 
»» Maa»; (7.3. 24) 


i=1 irl 


的 系数 在 自 HENCE Ga sen * Yat To ttt aO 


»- 22602» (7.3. 25) 
下 的 变换 公式 . CRIA. 3. 4) 可 以 用 适当 的 代 换 市 对 胡 北 ,在 相应 的 
代 换 下 ,方程 7. 3. 22 AE LE ftr Ep 
(=? lij), 
.4 一 十 1, 一 1 或 0， 
二 次 齐 次 式 对 和 角 化 时 有 一 条 惯性 定律 ,从 而 4: 之 为 正 或 为 负 或 为 零 的 个 数 
亦 各 为 一 定 . 据 此 ,划分 偏 微分 方程 的 类 型 ， 


(7. 3. 26) 


所 有 # 个 Ao HRAS, LII 

有 某 些 4, 一 0， 抛物 型 ; 

BUE ab AKP nl 个 同 号 , 另 一 反 导 ， 双 曲 型 ; 

所 有 nm 个 4s 拓 0 两 种 符号 都 不 止 一 个 ， Ke est. 
相应 的 标准 形式 是 
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Dus D Biin c Cu-EF —0, ON TURD 
z—1 


jl 


Sus > Bu 十 Ca 十 忆 一 0 抛物 型) 
i-i i=] 


an— Diay H D Bta Cut F= 0, OX HAD 
m 


Ps Plug Bu CakF-0. GERD 
i=1 1=1 下 


5 一 加 十 1 
$7.1 导出 的 证 定 方程 之 中 ,波动 方程 ( 纺 . 杆 . 膜 的 所 动 方程 ,电报 方程 , 声 
振动 和 声波 方程 ,电磁 波 方程 ) 是 双 利 型 的 , 输 运 方程 (扩散 方程 ,热传导 方 
DERDAH ,稳定 场 方程 (静电 场 ,稳定 水 度 分 布 ,稳定 温度 分 布 ,无 旋 稳 
恒 电 流 场 ,无 旋 稳 恒 流 动 ) 是 称 略 型 的 . 量子 力学 的 莅 定 请 方程 (7. 1. 65) 虽 是 
撼 物 型 的 ,但 由 于 系数 中 有 ji= v 一 1, 所 以 并 不 代表 输 运 过 程 ,而 是 代表 波 
2) GT 7 SE ERO. 

Rz 2548 Hi B dE ELE HE IHE n2 Hr ER PETAT ER CT 3.1) 只 能 
Eor oe d EXE ERIETE GG. — BICIS RETE Ee DOR E As a AE 
为 标准 形式 .即使 方程 在 某 个 区 域 上 各 点 属于 同一 类 型 ,一 般 还 是 不 能 在 该 
区 域 上 各 点 同时 化 为 标准 形式 .道理 是 这 样 的 : 非 * 对 角 的 * 系 数 A GEDH 


noD (7.3.27) 


个 ,要求 它们 为 零 章 昧 着 满足 GO 7123/2 EFE RT BEE Al, 
2 DRA 
n (7. 3.28) 
A. W 2273.00] C7. 3. 280 d J& F C. 3. 27), 因 而 不 可 能 选择 一 种 代 换 使 所 
有 非 “ 对 角 药 "系数 全 为 零 .如 8 — 3. 00 (07. 3. 280 4E (7.3. 272 HT 3E — fO 
使 所 有 非 “ 对 角 的 "系数 为 零 , 但 “对 角 的 "系数 一 般 未 必 全 相同 .因此 ,必须 = 
祥 2, 才 有 可 能 在 某 一 区 域 上 各 点 间 时 化 为 标准 形式 . 
(uo 常 系数 线 性 方程 
如 果 线 性 方程 的 系数 都 是 常数 , 刚 按 上 述 方法 化 成 标准 形式 
之 后 还 可 以 进一步 简化 . 
以 传输 线 方 程 (7. 1. 12) 或 (7. 1. 132 f] 
LCta trn (LG RC t RGu= 9. (7. 3. 29) 
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BUERCEB uCuDvGeD, 


ulr t) =e (rt), (7. 3. 30D 
其 中 4 和 是 尚 待 确定 的 常数 .于 是 ， 
u,-e" t" (o, HAT), 
umen Qo, Hev), 
ue (ous d- 2Àv, - A2 , (1. 3. 312 
Un ETA (Uu T Av, T- jr. d- Àj , 
uy —6" * (Cug tH 2v, Hiv). 
je C7. 3. 3001 C7. 3. 31) 代 入 (7. 3. 290 , 约 去 公共 因子 6*7, 08 
LC, v,,— Zàu,d- [ ZeLC2- LG RC) Je, 
HLC — 414. BG RC) + RG o — 0. 
fn REX A— 0. u= — (LGH- RO) /2LC Wl ulest) me HEC ular), 
则 一 阶 偏 导数 ww 和 o. 的 项 消失 ,方程 简化 为 


GG—RCY? — 
ALC “T 


LCu,—wv.. Q. (7. 3. 32) 


E 


1. 把 下 列 方 程 化 为 标准 形式 . 

CD au d-2auz,d- aus, d- 64, cu, -u—0, 
(2) wu — tiry Myy F Zu. t 6u,— 0. 

(32 tee du, F 5n,, Fir T Zu, 70, 


(D uic yuy, = 0a 


£5) Her Tury Os 

(6) y^ zu, — 0, 

(7) dy tira 67 n, 7-4), 0. 

2. 简化 下 列 常 系数 方程 

KL) tirs t iy xu, + Puy ru 0, 


(2) us usu Bu. 


(33 u,,4 a uy-u—0. 
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OD us F 3u t 4u,d- 26 —0, 
(5) Batize F aty Alyy t 2bu. 2cu, Fu — 0. 


$7.4 AURAR . 定 解 问题 


读者 已 经 熟悉 常 微分 方程 的 常规 解法 ; 先 不 考虑 任何 附 吉 条 
件 , 从 方程 本 身 求 出 通 解 , 通 解 中 含有 任意 常数 (积分 常数 ) ,然后 
利用 附加 条 件 确 定 这 些 常数 . 偏 微分 方程 能 将 仿照 这 种 办 法 求解 
Wi? 

(一 ) 达 朗 册 尔 公式 

试 研 究 均 匀 藤 的 横 振 动 方程 (7.1. 6035 3 EE B8 A M zh 27 
(7. 1. 90 ,理想 传输 线 方 程 (7. 1. 14) ,它们 具有 同一 形式 


即 
FEEESIE: a 2. juo. (7.4.1) 
OD 通 解 
HET. 4.1) 的 形式 提示 我 们 作 代 换 
r-acem. t—£—373, (7. 4. 2} 
词 为 在 这 个 代 换 下 ， 
9 xə ara ə 9 
a7 aba aba: ez 
9 xe, arə [9 , 2j 
oy ogya Mər arj’ 


方程 (7. A. DARA Ga! / e£ a = 0. 但 为 了 以 后 的 书写 便利 ,把 代 
HaT. 4. 2E CO 


1 
[re m £—r-at, 
=z al. 


d — 
:一 直人 7), 
170° 


在 此 代 换 下 ,方程 67- 4.1) 化 为 


Fu 


ofog 9" (7. 4. 3) 
就 很 容易 求解 了 . 
先 对 了 积分 ,得 
Bu 
asc (D (. 4. 4) 


其 中 了 是 任意 函数 . 再 对 积分 ,就 得 到 通 解 
u = [fxoat fip fO) f 0p 
— fiGr-Fat)-- f rat), (7. 4. 5) 
其 中 万 和 疡 都 是 任意 函数 . 

式 5(7.4.5) 就 是 偏 巩 分 方程 67.4.1)? 的 通 解 . 不 同 于 常 微分 方 
程 的 情况 ; 式 中 出 现任 意 哎 数 而 不 是 任意 常数 . 

通 解 (7.4.5) 具 有 鲜明 物理 意义 . 以 户 (z 一 af 的 而 论 , 改 用 以 
速度 a 洛 x 正方 向 移动 的 坐标 轴 多, 则 新 旧 坐 标 和 时 间 之 间 的 关 
XN 

X-r-—at, 
T=t, 
i 
fa Gap = fX), 
与 时 间 个 无 关 . 这 是 说 ,函数 的 图 象 在 动 坐 标 系 中 保持 不 变 , 亦 即 
是 随 着 动 坐标 系 以 速度 a 沿 x 正方 向 移动 的 行 淡 . 同 理 , 六 (x 十 
at) ELERE a W = 负 方 向 移动 的 行 波 ， 

这 样 , 偏 微分 方程 47.4. 1) 描 写 以 速度 a 向 两 方 传播 的 行 波 . 

CD SR fi 与 f 的 确定 

通 解 (7. 4. OP BS REC A 与 户 可 用 定 解 条 件 确定 ， 

我 们 甬 定 所 研究 的 弦 、 杆 ,传输 线 是 “无 限 长 的 ”( 此 词 的 真正 
会 头 见 $7.2( 二 ) 末 ),; 这 就 不 存在 边界 条 性 , 设 初 始 条 件 是 

u |,-.— 96x), uci G3. C oo rm oo) 
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CT. 4. 6) 


Li— RRE. 4. 5) 代入 初始 条 件 , 得 
fi GO fe, 
" (zx)—afi(x)-dd(r); 
Ar) fG-—4G), 
BU | 


Cry 一方 c= 二 | A 
由 此 解 得 
1 l1[* 1 ; 
(C 一 390) 十 动 | Ate 十 zile) 一 了 Ko] ， 


DE Lg) NC — lLDAGO 一 f,Gu)]. 


以 此 代 回 (7. 4.5) 即 得 满足 初始 条 件 (7. 4. 5) 的 特 解 
ulest) = [ete an 十 gr 一 a0] 十 二 | “Wed 


《7. 4. 1) 
RUFAA ARA 
EASTAFF Cx — 0. mi 8I T8 DL par) 
RÆKKE Ge x2 ETSI E, F x 6nd x72 Ak ELEC B uo 
如 图 7-14a 所 示 . 


£~ T zı Hra 
Zug X3 —d4 r aae ea 2 
pr) =; 2y Tart zn Tr 
o To 5 TT 
0. run BE rx. 


IER DI ZR 3 CT. 4. 7028 0H lrst) =i gatat) 十 总 9Cz 一 
at), 即 初始 位 移 ( 图 7-14b 最 下 一 图 的 粗 线 所 描画 ?分 为 两 半 ( 该 
图 细 线 ) ,分 别 向 左右 两 方 以 速度 a 移动 (图 7-14b 由 下 而 上 各 图 
的 细 线 所 描画 ?, 这 两 个 行 诈 的 和 (图 7-14b 由 下 而 上 的 粗 线 所 描 
画 ) 给 出 各 个 时 刻 的 波形 ， 

= 4172" 


x, b.e L — i 
2 
:—0 ZN —— 一 
一 ES ER 
图 7-14a 图 7-}4b 


作为 第 二 个 例子 , 设 初始 位 移 为 零 即 oCr) —0, ffi HIE CD 
15, Et TE [X [8] Ce, :Ty 上 不 沟 零 ， 
paz] A fo Cr 在 (zi ro) 上) E 
|o Cr TEC. zE. 
XKBH DE ZR eR C7. 4- 7028 18 
uam =t [7 godet [ 7 scoae 
2a J -w 2a .~ 

=W (rat — Firat), 
RE Y 指 的 是 (图 7-155 

1 十 全 

P= z r gGDde 
0 (rri 


i Gro (narr) ` 


i 
24 927 0s Cr Eum). 


Td HEHHE- V GO AAEE ETE (OBL E HE a 分别 向 左 
右 两 方 移动 (图 7-16 由 下 而 上 各 图 的 绍 线 所 描画 ) ,两 者 的 和 (图 
7-16 由 下 而 上 各 图 的 粗 线 ) 就 描画 出 各 个 时 刻 的 被 形 . 
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在 图 7-14b 中 , 波 已 < 通过 ” 


的 地 区 ,振动 消失 而 芝 表 止 在 [UU 


原平 衡 位 置 ; 在 图 7-16 中 , 波 已 
“通过 ”的 地 区 ,虽然 振动 也 消 ， 


失 , 但 偏离 了 原平 衡 位 置 . = 


(二 ) 端点 的 反射 
研究 半 无 限 长 弦 的 自由 振 
25. 半 无 限 长 的 纺 具 有 一 个 端点 - 


先 考察 端点 固定 的 情况 , 即 定 


PEE. 
Ug uu 0. Orce) 
(7.4.8) 
u |o= Pr) , 
ren. (Ox r«oo) 
(7. 4. 9) 
u | s0 =0. (7. 4. 10) 


注意 初始 条 件 C7.4. 9) 里 的 plr) 
和 g(x) 必须 宗 量 rz 之 0 才 有 意义 ， 
这 是 因为 在 zx<0 fd bE3E 
不 存在 ,也 就 谈 不 上 初始 条 件 . 这 
样 , 对 于 较 迟 的 时 间 GT 1/2) 35 
户 贝 尔 公式 里 的 pz 一 of) 和 
Pidi 失去 意义 ,公式 也 就 不 能 
应 用 . 


B 7-15 


B 7-16 


$8 $5.2 习题 4, 不妨 把 这 根 半 无 限 长 弦 当 作 某 根 无 限 长 弦 
的 x20 的 部 分 . 按照 (7. 4. 10) ,这 无 限 长 弦 的 振动 过 程 中 ,点 + 一 
0 必须 保持 不 动 . 这 是 说 ,无 限 长 落 的 位 移 ua Ge E 24 Er A 
国 而 无 限 长 茧 的 初始 位 移 D CooRUB] f XE REP GO EB S pj 
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数 , 即 

"T eG) Crzz0), YG)— CD Crzz0), 
—g(—z) (r0); —46—23) G0). 

(7. 4. 115 

通常 采用 ”* 延 折 ” 一 词 把 67.4. 11) 说 成 “把 wz) 和 人 5Cz) 从 半 无 界 

区 间 x20 p E dtr S E] 26 87 D 8] ,分 别 成 为 更 (z) 和 更 (z)” 现 

在 完全 可 以 应 用 达 朗 贝尔 公式 (7. 4.7) 求 解 无 限 长 孩 的 自由 振动 ， 
它 的 z 之 0 的 部 分 正 是 我 们 所 考察 的 半 无 跟 长 纺 . 根据 人 7. 4.70, 


u D= [Dataa E S wat. 
把 (7.4.11) 代 入 上 式 ， 
广 [LPCz 十 at) 十 PCz 一 at 
ifr x) 
ez sea [<7] ' 


ulet) =4 1 Q7. 4-12) 
zietate) ] 


+f yeas m . 
A T RHC. A 127 的 物理 意义 ,图 ?7-417 描画 了 只 有 初始 位 移 
而 没有 初始 速度 的 情况 . 最 下 一 图 右 半边 用 实 线 措 画 出 分 别 向 左 
右 两 方 移动 的 波 , 左 半边 用 细 线 描画 出 其 奇 延 拓 , 奇 延 拓 的 波 也 分 
别 向 左右 两 方 移动 . 在 这 图 中 ,端点 还 没有 引起 什么 影响 . 由 下 而 
上 各 图 按 着 时 间 上 顺序 描 曾 了 波 的 传播 情况 , 粗 线 为 合成 的 波形 , 端 
点 < 一 0 确实 保持 不 动 . 由 图 可 见 ,端点 的 影响 表现 为 反射 波 . 这 
反射 波 的 相位 跟 入 射 波 相反 ,这 就 是 所 请 半 波 损 失 . 
再 考察 半 无 限 长 杆 的 自由 振动 ,' 杆 的 端点 自由 ,这 个 定 解 问题 
是 
Uu a n=, (OAs) (7. 4.13) 
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一 


图 7-17 


[2i-— 960, 

s, |o= $ GO ， 

u,|.-.—9.. (7. £4. 15) 

同样 ,不 妨 把 这 根 半 无 限 长 杆 当 作 某 根 无 限 长 杆 的 2-0 的 
部 分 .按照 (7. 4.15), 这 无 限 长 杆 的 振动 过 程 中 ,在 点 z=0 的 相 
IE zs 必须 保持 为 零 . 这 是 说 ,无 限 长 杆 的 位 移 ulest) Pr 28 E 
侦 函 数 ,因而 无 限 长 杆 的 初始 位 移 (x) 和 初始 速度 CD RR 
EMAA. RD 


(Oxz aoo) (7. 4. 14) 


qr) Crz20), per) (z0), 


D=] M x)-— 
Hr) (r0); Hx) (r0). 
(7. 4. 16) 


这 就 是 “把 Go 30 9 GO BOE JC KA 2220 侦 延 拓 到 整个 无 界 区 
8] 5r 3 IR 2g. Cx RI C7. 现在 ,应 用 达 朗 贝尔 公式 (7. 4.7) 求 
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解 无 限 长 杆 的 自由 振动 ， 
uxt) = [Btad to lt | wat. 
把 (7.4.16) 代 入 上 式 ， 
ltga-can-EgG an] 


Prl ag 
+] pédé ux). 
Za sar " a 


4 [9 x rat? T 9CGat— x» ] 


+ 起 | eos n wea 228 
CT. A. 1T) 

自由 端点 的 影 啊 可 以 仿照 图 7-17 D LU BER oc d de — Rb SEE. 
不 同 的 是 反射 波 的 相位 跟 入 射 波 相同 CB SERRE 8 AC. 

(=) 定 解 问题 是 一 个 整体 

从 偏 徽 分 方程 (7. 4. 1) 解 出 过 朗 贝 尔 公式 (7.4. 7) 的 过 程 ,与 
读者 所 热 悉 的 常 微分 方程 的 求解 过 程 是 完全 类 似 的 . 

但 是 ,很 可 惜 , 绝 大 多 数 信 微分 方程 很 难 求 出 通 解 ; 即 使 已 求 
得 通 解 ,用 定 解 条 件 确 定 其 中 待定 葡 数 往往 更 加 困难 . 

在 本 章 的 开头 已 指出 ,从 物理 的 角度 来 说 ,问题 的 完整 提 法 是 
在 给 定 的 定 解 条 件 下 求解 数学 物理 方程 .现在 我 们 要 指出 ,除了 达 
朗 贝 尔 公 式 一 类 极 少 的 例外 ,从 数学 的 角度 来 说 ,不 可 能 先 求 偏 微 
分 方程 的 通 解 然 后 再 考虑 定 解 条 件 , 必 须 同 时 考虑 偏 匆 分 方程 和 
定 解 条 件 以 进行 求解 . 

这 样 ,不 管 信 物理 上 说 还 是 从 数学 上 说 , 定 解 问题 是 一 个 整 
体 . . 
(四 )》 定 解 问 题 的 适 定性 
定 解 河 题 来 自 实际 , 它 的 解答 也 应 回 到 实际 中 去 .为 此 ,应 当 
要 求 定 解 问题 届 ) 有 解 , (2) 其 解 是 唯一 的 ,(3) 解 是 稳定 的 . 解 的 在 
在 性 和 唯一 性 这 两 个 要 求 明白 易 懂 , 至 于 第 三 个 要 求 即 稳定 性 说 
.177。 


的 是 :如 果 定 解 条 件 的 数值 有 细微 的 改变 , 解 的 数值 也 只 作 细 微 的 
改变 . 

为 什么 要 求 稳定 呢 ? 由 于 浏 量 不 可 能 绝对 精密 ,来 自 实际 的 定 
解 条 件 不 免 带 有 细微 的 误差 ,如 果 解 不 是 稳定 的 ,那么 它 就 很 可 能 
与 实际 情况 相去 甚 远 , 没 有 价值 . 

定 解 问题 如 果 满 足以 上 三 个 条 件 ,就 称 为 适 定 的 , 非 适 定 的 定 
解 问 题 应 当 修 改 其 提 法 ,使 其 成 为 适 定 的 ， 

以 达 度 贝尔 解 (7.4. 7) 为 例 . 如 果 PrzJEC2( 这 些 记 导 的 意思 
是 pt(z) 轴 于 具有 二 阶 连 续 导 数 的 函数 类 ) ,g(x)E CO, 不 难 直 接 验 
证 它 确实 满足 方程 (7. 4. 1) 和 条 件 (7. 4. 6). 这 是 说 , 解 是 存在 的 . 

在 推 得 达 朗 贝尔 公式 (7. 4.7) 的 过 程 中 ,没有 对 所 求解 的 * 作 
过 任何 假定 和 限制 , 几 满 足 方程 (7. 4.1) 和 条 件 (7.4. 6) 的 解 必 可 
XU C. 4.7), 这 是 说 , 解 是 唯一 的 . 

最 后 ;证 明达 庚 贝 尔 解 (7. 4. 7) 的 稳定 性 . 设 有 相差 很 细微 的 
两 组 初始 条 忻 


oT Air), 4 一 0 一 (rj, 
" m L VORNE (7.4.18) 
ulna CE 25], -o77 f G4 
In plas, 1d —9s | «8. (7. 4. 19) 


由 相应 的 两 解 el fü us 相差 
"E | < à Gc -aD — platat) +H aG—aD—$G-—aD 


+ Lr lj CO — d.C |dé 
2a aa hn Pr 


< ; 5+ > 8+ + 2arð= (3-08. 
两 解 的 差 确 是 骨 微 的 . 
本 书 所 研究 的 定 解 问题 多 蚌 适 定 的 ,我 们 将 不 再 一 一 加 以 论 
说 ， 
具 下 章 开始 ,我 们 将 不 再 先 求 泛 定 方程 的 通 解 ,而 是 把 证 定 方 
程 和 定 解 条 件 作 为 整体 来 处 理 ， 
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1 求解 无 限 长 苞 的 自由 振动 , 设 苇 的 初始 位 移 为 g(x) ,初始 速度 为 一 
agi Cr). 

2. 求解 无 限 长 理想 传输 线 上 电压 和 电流 的 传播 情况 , 设 初始 电压 分 布 
为 4coskz, 韧 始 电流 分 布 为 CL Acoska. 

3. 在 GLC 二 RIL 条 件 下 求 无 限 长 传输 线 上 的 电报 方程 的 通 解 

C 无限 长 弦 在 点 =r 受到 韧 始 冲击 , 冲 基 为 了 , 试 求解 弦 的 振动 . [ 提 
T iulio pE — 2.2] 

5. REAMER P CE GS 2A Be s. [提示 : 活 定 方程 见 $7.1 习题 2, 作 
i w= 二 vizx, ] 

(6 站 半 无 限 长 杆 的 端点 受到 纵向 力 PC) 二 Asinex 作用 ,求解 村 的 纵 振动 

7. 求解 半 无 限 长 理想 传 答 线 上 电报 方程 的 解 ,端点 通过 电阻 R 而 相 接 ， 
初始 电压 分 布 dceakz, 初 始 电 少 分 布 XC/ILAcoshzx, 在 什么 条 件 下 端点 没有 
反射 (这 种 情况 叫 作 匹 配 )? 

B) 半 无 根 长 落 的 初始 位 移 和 速 凑 都 是 零 , 端 点 作 微小 振动 x|.-。 一 
Asina. 求解 孩 的 振动 . 
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第 八 章 TARARE or AGO 


8 7.4 先 求证 定 方 程 通 解 的 办 法 只 适用 于 很 少数 的 革 些 定 解 
问题 . 本 章 介 绍 的 分 高 变数 ( 情 里 叶 级 数 ) 法 是 定 解 问题 的 一 种 基 
本 解法 ,适用 于 大 基 的 各 种 各 样 定 解 问题 . 其 基本 思想 是 把 偏 微分 
方程 分 解 为 几 个 常 微分 方程 ,其 中 有 的 常 微分 方程 带 有 附加 条 件 
而 构成 本 征 值 问题 . 本 章 将 限于 本 征 王 数 为 三 角 函 数 的 情况 . ET 
本 征 函 数 不 限 于 三 角 函 数 的 情况 请 见 第 九 ~~ 第 十 一 章 . 


$8.1 齐 次 方程 的 分 离 变 数 法 


(—) 分离 变数 法 介绍 
研究 两 端 固定 的 均匀 落 的 自由 振动 , 即 定 解 问题 
证 定 方 程 usa uu = Os (8. 1.1) 
边界 条 件 (8.1.2) 
初始 条 件 AAA (Oz. o (8.1.2) 
u, l.i). * i US 


8$ 7. 4 已 措 出 端点 引起 波 的 反射 .这 里 研究 的 弦 是 有 限 长 的 ， 
它 有 两 个 端点 , 波 就 在 这 两 端点 之 间 往 复 反 射 . 我 们 知道 ,两 列 反 
向 行进 的 同 频 率 的 波形 成 驻 波 . 这 就 启发 我 们 尝试 从 驻 波 出 发 解 
cni ER. 

在 驻 波 中 ,有 些 点 振幅 最 大 , 叫 作 波 腹 (图 8-1); 还 有 些 点 振 
幅 最 小 (在 图 8-1 中 这 个 最 小 振幅 是 零 ), 叫 作 波 节 . SEE SEE OE 
传播 现象 ,就 是 说 ,各 点 振动 相位 ( 周 相 ? 并 不 依次 滞后 ,它们 接 同 
一 方式 随时 间 : 振动 ,可 以 统一 表示 为 (2). 但 是 各 点 的 振幅 X 
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却 随地 点 x gio 5e. BU PS X 


mE GE gro eger 
是 zx 的 函数 到 Cr}. 这 样 , 驻 d 


£ ` 


HO MN 
Á N 


HEE- RERAN 
u(x4)—XCGT U). x SNR 
(8. 1. 4) 
在 (8.1.4) 里 , 自 变数 工 只 出 m e 
现 于 总 之 中 , 自 变数 上 只 出 现 于 了 之 中 , 驻 波 的 一 般 表 示 式 具有 
分 离 变 数 的 形式 . 


那么 ,在 两 端 固定 的 弦 上 究 竞 有 哪些 斑 波 呢 ? 把 驻 波 的 一 般 表 
RÅB. 1.4) HAE sh f. 1.17 和 边界 条件 (8. 1. 2), 得 


XT"— a K'T =Ù, (8.1.5) 
X«(0)TG)—0, (8.1.6) 
XQO)T (0-0. US 


条 件 (8. 1. 60 PALR SCAR TÉ A5 Lo de E TE ZEE eX COT COR. X 0D 
TG BE. 这 只 能 是 
XQ0—0, X(N=0. (C8. 1. 7) 
注意 :由 于 边界 条 件 是 齐 次 前 , 才 得 出 (8.1.7? 这 样 简单 的 结论 , 关 
于 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 请 看 $ 8. 3. 现在 再 看 方程 (8.1.5), 用 
a XT 亡 除 各 项 即 得 
T” X" 
aT X' 
左边 是 时 间 z ARRO RER r ARKAA e 的 画 数 , 跟 
HEA: 无关. 两 边 相 等 显然 是 不 可 能 的 ,除非 两 边 实 际 上 是 同一 个 
常数 .把 这 个 常数 记 作 一 4， 
T" X" 
eT X 
这 可 以 分 离 为 甘于 六 的 常 微分 方程 和 关于 休 的 常 微分 方程 ;前 者 
还 附带 有 条 件 (8. 1. D. 
[rre (8.1.8) 
X(0) —0,XQ)—9. (8. 1. 7) 
* I81* 


—A 


T'"-FAa*T —0. (8.1. 9) 
ARE X. f 4 二 0.4=0 和 24>0 三 种 可 能 性 逐一 吉 以 考察 . 
《1)A<0. 方程 (8. 1. 8) 的 解 是 
XG)-—Cie T+ Ce 77 
积分 常数 Cl 和 Cs 由 条 件 (8. 1. 70 8 BT 
C,--C,—0, 
i. ^ EC, 0. 
E EGRE HE C, —0,C, —0. Afi X Go0, BR UE HE ur — X G2) 
TDO=0, 这 是 没有 意义 的 .于 是 ,<0 的 可 能 性 就 排除 了 . 
(2)4 一 D0. 方程 (8. 1. 8) 的 解 是 
X(xr)—CQu-FC,. 
积分 常数 Ci 和 C. 由 条 件 (8. 1. 70 883E EN 
C,—0, 
lere co 
HERH C, — 0.0 — 0, JA. fo X G0. BDCR BERE e= XT —0, 没有 
意义 .于 是 ,4 二 0 的 可 能 性 也 排除 了 . 
(3)42»0. 方程 (8. 1. 8) 的 解 是 
XC) —C,cos wz 十 Cosin w À x. 
积分 常数 Cl 和 Cs 由 条 件 (8. 1.7) 883g , BI 


C0, 
ias w 17 一 0. 
如 sin V41 关 0; 则 仍然 解 出 C 一 0,C 一 0 从 而 xz 人 到 0, 同样 
没有 意义 ,应 子 排 除 . 现 只 剩 下 一 种 可 能 性 ;Cl 一 0,sin v 11 一 0， 
FE, V AL Oi 为 正 整 数 ), 亦 即 


E 
a- E. (n—1,2,3,:—2 (8. 1. 10) 


当 4 取 这 样 的 数值 时 ， 
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X(r)-—Cysin TE, (8. 1. 11) 


C, 为 任意 常数 . 请 注意 ,(8. 1. 1D IE f E E 22: ECC EE eR 
Ari. 

这 样 , 分 离 变数 过 程 中 所 引信 的 常数 1 不 能 为 负数 或 零 , 甚 至 
也 下 能 是 任意 的 正 数 , 它 必 须 取 58. 1. 10? 所 给 出 的 特定 数值 , 才 可 
能 从 方程 (8.1. 8) 和 条 件 (8.1.7) 求 出 有 意义 的 解 .常数 不 的 这 种 
特定 数值 电 作 本 征 信 :相应 的 解 叫 作 本 征 函 数 . 方程 48.1.8) 和 条 
件 (8.1.7) 则 梅 成 所 谓 本 征 值 问题 - 

再 看 了 的 方程 (8. 1. 9) ,按照 (8.1. 100 ,这 应 改写 为 


了 
T"-Fa* t 


了 一 0. 
这 个 方程 的 解 是 
TG)—Acos "7" + Bsin 7", (8.1.12) 
K'BA BERJA. 
把 (8. 1. L0 REI C8. 1. 122 AC. 1. 4) ,得 到 分 离 变数 形式 的 解 


SL E B,sin RE sin Fo (n—1,2,3.*-) 


urt) =) ACOs 


(8.1.13) 
n HERP. 这 就 是 商 端 图 定 弦 上 的 可 能 的 驻 波 . 每 一 个 n 对 应 于 
一 种 性 波 . 这 些 驻 波 也 叫 作 两 端 固 定 获 的 本 征 振动 . 

Æ r—ki/n(k—0,1,2,-7,n0dEil nat HR E.sinGmr/D— 
sin&x — 0, TIT a. Cr 60 —0. 这 些 点 就 是 驻 波 的 节点 . 相 邻 节点 间 
Bà L/n 应 为 半 波 长 ,所 以 波长 一 277m- 

本 征 振动 (8. 1. 135 ff] fei iode CE nr] [BASES FE o — nma /L ,从 而 
频率 /—5/2x—na/21. 

n* 一 1 的 驻 波 除 两 端 * 一 0 和 xz 一 i 外 没有 其 它 节 点 , 它 的 波长 
21 在 所 有 本 征 振动 中 是 最 长 的 ;相应 地 , 它 的 频率 a/2! 在 所 有 本 
征 振动 中 是 最 低 的 . xx EE QE HL PEE 81 的 各 个 驻 波 分 别 叫 
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TE ”次 谐 波 .= 次 谐 波 的 波长 /rn 是 大波 的 1/n PESE na /2L 则 是 
HRH fi. 

UJ E EAE SS 2I RES IE 95 Dj 7; PE CS. 1. 10 308 3328 PE SR (E C8. 1.22 
的 线性 独立 的 特 解 . 由 于 方程 (8. 1. D RIA VE CB. 1. 2) 都 是 线 
性 而 且 齐 次 的 ,本 征 振动 的 线性 答 如 


ula) = 1 | Acos "72-1 B.sin m) sin BIT (8.1.14) 


: 7 
仍然 满足 方程 (8-1.1) 和 边界 条 件 (8.1.2), 这 就 是 满足 方程 
(8.1.1) 和 边界 条 件 (8.1.2) 的 一 般 解 ,其 中 A, 和 B. 为 任意 常数 . 
这 里 尚未 考虑 初始 条 件 . 

下 面 的 任务 便 是 求 宕 解 问题 08. 1.1) 一 (8.1. 37 的 确定 解 ,在 
数学 上 ,就 是 要 选取 适当 的 和 登 加 系数 A 和 B, 使 (8. 1. 14) 满 足 初 
始 条 件 (8. 1. 3). IE DL CB. 1. 1404 AL CB. 1. 2, 


» A,sin m gi) ， 
na] 


» (Or (8. 1. 15) 
nO . nux 
2 B, -7 sin po 49. 
(8. 1. 150 ff] Zi 38 JF dd EE Ip ERR, AR ERREA eG) 
和 (xz) 屡 开 为 傅 蛙 叶 正 弦 级 数 ,然后 比较 两 边 的 系数 就 可 确定 
A, fll B,. 


^ = irr g = 于 | gesin ae, 


B, = -所 傅 里 叶 系 数 一 2 [ ocosin Sae. 
(8. 1. 16) 
至 此 , 定 解 问题 18.1.17 一 (8.1.3) 已 既 解 出 ,答案 是 
(8.1. 14) ,其 中 系数 4. 和 B, 取决 于 弦 的 初始 状态 ,具体 计算 公式 
ÆG. 1. 160. 解 (8. 1. LIE TE RETE LIH IE SZ ECC x Je dE =0 和 
xz 一 处 的 第 -ARAR RE. 1. 2) 所 决定 的 - 
回顾 整个 求解 讨 程 , 可 以 作出 图 解 好 下 : 
» 184 。 


d HR 常 微分 方程 2 一 > «2 | 解 

5 85 m 

xn x EWIE] g MD 

REH Fk R CAE eR CO 
本 征 情 何 题 


所 求解 一 ERE 
d m 
penramgit 
se 


关键 在 于 把 分 离 变数 形式 的 试探 解 代 入 偏 微 分 方程 ,从 而 把 它 分 
解 为 儿 个 常 微分 方程 , 自 变 数 各 自分 离开 来 了 ,问题 转化 为 求解 常 
微分 方程 . 另 一 方面 ,代入 齐 次 边界 条 件 把 它 转化 为 常 微分 方程 的 
FRA UE ,这 些 条 件 与 相应 的 常 微分 方程 构成 本 征 值 问题 . 虽然 我 
们 是 从 鞋 波 引 出 解 题 的 线索 ,其 实 整个 求解 过 程 艰 驻 波 并 设 有 特 
殊 的 联系 ,从 数学 上 讲 ,完全 可 以 推广 应 用 于 线性 齐 次 方程 和 线性 
齐 次 边界 条 件 的 多 种 定 解 问题 . 这 个 方法 ,按照 它 的 特点 , 叫 作 分 
mdi. 

Hl 4 REESE EB S] E XE RE TER D] E — 88 36 7623 ROIG. 不 过 ,在 
具体 问题 中 ,级 数 里 常常 只 有 前 若干 项 较为 重要 ,后面 的 项 则 迅速 
减 小 ,从 而 可 以 一 概略 去 ， l 

(二 ) 例题 

前 面 已 研究 了 区 间 两 端 均 为 第 一 类 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问 
B. TAA 1 是 区 间 两 端 均 为 第 二 类 齐 次 边界 条 忻 的 例题 . 

例 1 磁 致 伸缩 换 能 器 . 鱼 群 探测 摘 能 器 等 器 件 的 核心 是 两 
端 自 由 的 均匀 杆 , 它 作 雏 据 动 . 研究 两 端 自由 棒 的 自由 级 振动 , 即 
定 解 问题 

usa! 0 (8. 1. 17) 


uU. | 一 0， 
(8. 1.18) 
tt] -一 0 
uli = plr), 
CO aD (8.1. 19) 
{re 


解 ” 按 照 分 离 变数 法 的 步骤 , 先 以 分 离 变 数 形式 的 试探 解 
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u(r,0-—X(GXPGG (8.1. 20 
代入 证 定 方程 C8. 1. 17 GR AECE. 1.180, 18. 


XT'—a!X"T —0, (8.1. 21) 
X'(DT(G)—0, X'(DT()0—0, (8. 1. 22) 
条 件 (8.1. 22) 也 就 是 
X'(0-—0, X'ü)—0. (8. 1. 23) 
再 看 方程 (8,1. 21), 用 a XT 遍 除 各 项 即 得 
T” X 
eT X 


两 边 分 别 是 时 间 * 和 坐标 工 的 函数 ,不 可 能 相等 ,除非 两 边 实 际 上 
是 同一 个 常数 . 把 这 个 常数 记 作 一 4， 
了 X" 
aT X 
XX RIZRHROUOLPOX BT 9T EDRDXDOIOT 的 常 微分 方程 ,前 者 附 
带 有 条 件 58.1. 23), 


—4A 


X"-rAX-—0, (8. 1. 24) 
X' C0) —0,X' (0 —0; (8.1.23) 
T" +AT —0 ` (8.1. 25) 


求解 本 征 慎 问题 (8.1. 24), (8. 1. 23). 如 果 4<0, 只 能 得 到 无 意义 
的 解 X Cc) —0. 如果 4 一 0; 则 方程 C8. 1. 220 B] ERE X G0 — Co - 
Dar EA ÆI CO. 1.232,48 D, —0, FÆ X G2 =C. C, S ERE 
元 ,这 是 对 应 于 本 征 值 4=9 的 本 征 函 数 . 如 果 4 之 0, 方 程 
(8.1. 24) 的 解 是 

X (x) —C,cos ArtCsiny Ax 
积分 常数 C, 和 Cs 由 条 件 (8. 1. 23) 确 定 , 即 

vv AC,—0 

{ VÀ (—Cisin w A £4-C,cos y AD) —0 
由 于 VÀ 350, BEEL C? —0, C,sin v A £—0. 如 果 忆 二 0, 则 得 无 意义 
的 解 X G0s0; Il C1 220, sin y A1—0. FE / A I—nni—1,2, 
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e), BI Ax IP (i12, 这 是 240 情况 下 的 本 征 值 .相应 
WAERME X(x)—Ccos(nmnz/DD(n—1,2,*). 
现在 把 4=0 与 A0 情况 的 本 征 值 和 本 征 函 数 合 在 一 起 ， 


nn 


A—U Grm 0.1.2. (8. 1. 26) 
X Gr) —C,c0s T Tr, G—0, 1.2.5 (8.1. 27) 


C, 为 任意 常数 . (8. 1. FOEDE HE AAM RE an OR 
当 AL 时 , 特 本 征 值 (8.1.326) 代 入 T 工 的 方程 (3.1.25); 有 


0 及 T+ "a P9, (a40) 


甚 解 是 
Ty) — A But (8.1. 28) 


T.G)— A.cos + T 1T B. sin ——,, (1—1,2,*-) (8.1. 29) 


其 中 ALBAS B. SOPREAHERAHRE 

jg. 1. 272, (8. 1. 28) 818. 1. 290 (& IE] C8. 1. 207 ,得 到 本 征 振 
动 

人 Guns A,cos TAB, sin er) cos *5 aT, (n—1.2,*) 


I 
ugtr SA 0 十 Bat. 
(8. 1. 30) 


请 注意 , (8. 1. 300 EERE TEARS SCC BS HET p TCR. 
FB ARCOE Be] 5) B SV — REPRE a Gc 10 BD 


ulr D= A d- Bai 2) 


TL . Ta T 
A,cos T B,sin cos Tar 


(8. 1. 31) 
系数 A o BoA B, 应 由 初始 条 件 (8.1.19) 确 定 .以 C8.1.31) 代 入 
(8. 1. 19) ,有 


4 十 Y Acos = Tr 9X) , 


Bo 十 5 — cos Ta= MES 


MH= 1 


(Orz) 
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把 右边 的 eG fU. 9 Go RET Z4 MEHR PEZ 92 OCC FRU: HEE A 
系数 ,得 


J 1 
Ao = Tone, A, 一 2 f Ecos "Ede, 
B, 


1f 2[ nux 
-1 f ae, |B, = RAO nede, 


答案 (8.1. 31) 中 的 A t Buc 描写 标的 整体 移动 ,其 余部 分 才 
真正 描写 杆 的 纵 振动 . 从 (8.1.32) 知 道 A, 与 B, 分 别 等 于 平均 初 
始 位 称 和 平均 初始 速度 . 由 于 不 爱 外 力作 用 , 杆 以 不 变 的 速度 B. 
f£ 35. 解 (8. 1. 31) 正 是 傅 里 时 余弦 级 数 . 这 是 在 x0 和 c—1 处 的 
第 二 类 齐 次 边界 条 件 (8, 1. 18) 抉 定 的 ， 

下 一 个 例子 是 一 端 为 第 一 类 齐 次 边界 条 件 , 另 一 端 为 第 二 类 
齐 次 边界 条 件 . 

例 2 研究 细 杆 导热 问题 . 初始 时 刻 杆 的 一 端 温 度 为 零度 , 另 
HARA w。, 杆 上 温 庆 梯度 均匀 ,零度 的 一 端 保持 温度 不 变 , 另 
—R BUE TIL S8 35. 试 求 细 杆 上 温度 的 变化 . 

O HERE aul ORE TIN ESRA ERR 


(8. 1. 32) 


u,— a tna —0 (a! =k cp), (8.1. 33) 
te | -0 ™ Ù, 

A (8. 1. 34) 

uo usr/ (Ore. 
(8.1. 35) 
ZETEMA RETKE nf ELRE FRA ERE EE: LEE 7G 

以 分 离 变 数 形式 的 试探 解 

ub x.f)—X GT) (8. 1. 36) 


代入 方程 (8. 1. 33) 和 边界 条 件 (8. 1. 340 ,可 得 关于 X GO 89 25 P6 
分 方程 条 件 以 及 关于 工 必 ) 竟 常 微分 方程 : 


ND (8. 1. 37) 
X0) —0,X'()—0 (8. 1. 38) 
T' +AT =0 (8. 1. 39) 


* 188* 


X GOBIJPRRCB. 1. 37 TAI G. 1. 38 R2 VE (IE TR] RE , rm 3E 
A«CO Bi — 0, HL BE 45 8] JG RE XC RE X C) 20. 如 果 AZ 0, RU] EUR 
(8. 1. 37) 的 解 是 

X(x)—C,cos x Àx--C,sin VA. 
积分 常数 Cl A C. 由 条 件 (8.1, 38) 确 定 , 即 


人 1 一 人 站， 
na w À1—0. 
由 此 仍然 得 出 没有 意义 的 解 C; — 0,0, —0, Kai X G0. REE 
cos y Ai—0. XE cos v AL—0 的 条 忻 下 ,Cs 是 任意 常数 .条 件 cos 


LÀ I-SO0,BD v AI— (k lonG 0,272) URB 


1 
GL FE 
A—— P -Sta (—0,1,2,"-). (8. 1. 40) 
(8. 1. 40028 h ZEE AE (E. ARIE ERE 
X (2) —C,sin FEVT, (—0,1,2,7). (8. 1.4 


再 看 关于 了 的 方程 (8. 1. 39. 根据 58. 1. 400 ,这 应 改写 成 


| ety) E 
T' Fa? E T=0. 


这 个 方程 的 解 是 


k4 l j Batat 


了 (一 Ce 2 (8. 1. 42) 

本 例 的 本 征 函 数 (8.1. 4) HI sin GEEDR M KFN 一 类 

齐 次 边界 条 件 的 sin “六 ,又 不 同 于 第 二 类 齐 次 边界 条 件 的 

cos 3<. 其 实 ,边界 条 件 w, 1. 一 0 表明 ,应 当 把 导热 细 杆 从 区 间 

(0, 门 偶 延 拓 到 区 间 (?,20) 上 . 延 括 后 ,条 件 是 uc 05.0. 

s | ma 0. 第 一 个 和 第 三 个 条 件 决定 了 本 征 函 数 是 sin 57 Rh n 
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是 整数 . 第 二 个 条 件 则 限制 了 整数 只 能 是 奇数 ,这 是 因为 


| sin ed | NL PEE n 是 偶数 则 cos COURS T. 


HERE, AER B sin SEE gg. 1.41). 
这 样 ;和 的 解 一 般 应 是 
1) 


lad LES kd Tr 
urt) = 21 Cie r sin 7 


系数 Cn 应 由 初始 条 件 (8. 1.350) 98 E. 因此 ,以 (8.1.437 代 入 
(8. 1. 352, | 


m LIES u 
> Csin i =7r QO«r«D. (8. 1. 44) 


C8. 1. 432 


k-u 


1 1 
二 十 二 | xz 
(8. 1. 44) 左 边 是 以 sin 二 二 | a ERRURRA IRS 


1 
k+ lnr 
BREUI RS Gc /D 23 sin Lu REN 


SCC GOURC SERO e DC [8] C0, 27). E RETE 2A P8 HL HE IE SE £O ,然后 
比较 两 边 的 系数 ,得 


1 
u 2i , 《十 了 iii 
= 7 sin 7 
m 
1 f 1 ; 
RA 二 二 In oktat] i 2g 
LAURI o 2 =n 1 1. 
7 。 | +3] r? 


于 是 ,得 到 答案 


* 790- 


| 1 | 
» (att) ze k+ |nr 
ua D= 5—1 1 jg 4 M 2 . 
&—0 


1 
[t3 
(8.1. 45) 


应 当 着 重 指出 :如果 考 虑 早先 的 时 刻 即 考虑 zt<<0, 则 


kE) aže 
z 
F 


Bü k EKTARYA, ARARE. 1. 45) 发 散 , 成 为 无 意义 ， 
这 是 可 以 理解 的 . 因为 杆 上 温度 分 布 总 是 趋 于 某 种 平衡 状态 ,而 且 
只 要 边界 条 件 相同 ,不 管 初 始 温 度 分 布 是 怎样 的 ,总 是 趋 于 同一 平 
衡 状态 ,所 以 从 某 个 时 刻 的 温度 分 布 可 议 推算 以 后 时 刻 的 温度 分 
布 , 却 不 能 反 推 早先 时 刻 的 温度 分 布 . 其 实 , 其 他 输 运 过 程 ,例如 扩 
散 , 也 是 如 此 . 这 是 输 运 过 程 不 同 于 振动 过 程 的 地 方 . 

另 一 方面 ,对 于 以 后 的 时 刻 67-0, KU) 


(epe 


~、 e 2 . 
BÉ k IHA TI ERA A RARES. 1. AD RRR. 越 大 ， 
2C SUBE ER. 在 270. 182 /a? 时 ,可 以 只 保留 二 0 的 项 而 略 去 
4>>0 的 项 ,其 误差 不 超过 1% ，， 


Ea 


Su, 1o Tr 
u(x.g)-——1e^Qqj'sin pre 
- 21 

下 一 个 例子 是 关于 稳定 场 的 . 

例 3 散热 片 的 模 截 面 为 矩形 (图 8-2). 
EK -i ?一 已 处 于 较 高 壳 度 U, 其 他 三 边 y 
一 0z 一 0 和 = 一 a 则 处 于 冷却 介质 中 因而 各 
持 较 低 的 温度 us. 求解 这 模 截 面 上 的 稳定 温 


度 分 布 z(x,y); 即 定 解 问题 m 57 
Was uy,7—0; l (8. 1. 46) 
u | z-o =tio rtt | za =o (OLYE); (8. 1. 47) 
u | yno =tio u|,L4—U Ora). (8. 1. 48) 
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解 ” 这 是 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 类 边界 值 河 题 . 由 于 不 含 
初始 条 件 , 拉 普 拉 斯 方程 的 边界 条 件 不 可 能 全 是 齐 次 的 ,因为 这 种 
条 忻 下 的 解 只 能 是 零 . 但 是 . 尽 可 能 把 一 些 边 界 条 件 化 为 齐 次 , 毕 
竞 会 带 来 一 些 方便 .常用 的 办 法 是 把 w(x,y) 分 解 为 vlz,y) 和 w 
《x;y) 的 线性 县 加 ， 

uCr,.y)—vCr, yw (ry) 


”和 zam 分 别 满 是 拉 普 拉 斯 方程 ,并 各 有 一 组 齐 次 边界 条 件 , 即 


Un bv, 0s uud ww, 0; 
u lamo = gst | rma = Hai w |za = 0ste |s- 50; 
v|,2,-0,v1,2,—0; w | 207 ul uU. 


很 容易 验证 ,把 v 和 ze HEREA WERKA u 的 滩 定 方程 ， 
把 vw 和 w 的 边 绒 茶 件 香 加 起 来 确 是 x 的 边界 条 件 .于 是 ,问题 转 
EARE v A w, o 和 w 各 有 两 个 齐 次 边界 条 件 足 以 构成 本 征 
值 问题 ,不 难 分 别 解 出 ， 
其 实 ,本 例 还 有 一 个 特殊 的 简便 方法 ,就 是 令 

WTIY) =u tolr y) (8. 1. 49) 
这 只 不 过 是 把 温标 移动 一 下 ,把 原来 的 us 作为 新 温标 w(z ,人 的 
零点 . 以 [8.1.49) 代 入 C8.1.46) 一 《8.1.48) ,得 


Va d-v,,—0; (8. 1. 50) 
v|.-.—0.v|.5,—0; (8. 1. 5D 
v| yao =0 rt |y- FU — tio- (8. 1. 52) 
以 分 离 变数 形式 的 试探 解 


viry =X (oY (y) 
RAZED. LOMIKA. 1. 510, 0318 X m Y B8 
常 微分 方程 以 及 到 HARR.: 


人 (8.1. 53) 
X(0)—0,X(a) 50; UT 
y'—àY =ù. (8. 1. 54) 


(8. 1.53) 构 成 本 征 信 问题 . 不 难 解 得 本 征 值 
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a- E (n—1,2,352, (8. 1. 55) 
ATE PR TC 
XG) —Csin "77, (n—1,2,8.77) (8. 1. 56) 
H RECE. 1. 55) 代 入 方程 (8. 1. 54) , 解 得 


Y(y)— Ae??-- Be 2» 
这 样 ,分 离 变 数 形式 的 解 已 求 出 为 
ve Gr, y) = Cue? - Bue sin y, 
称 为 本 征 解 . RE o Cr 0 EEE ER E, 
vG.y-— > (A+B e F )sin r — (8.1.57) 
为 确定 系数 A. 和 B. DC. 1.57) 代 入 非 齐 次 边界 条 件 (8, 1.5522, 


(4 十 百 )sin P r0, 


> (Ae’ es 7? LB, e- 7] sin Pg 一 [一 fo， 
把 右边 展开 为 传 里 叶 正 纺 级 数 ， 然后 比较 两 过 系数 , 即 得 


A tB. =0, 
o Cr Sm. 
Ae TBe = Å 
ar e) n 为 奇数 )， 
由 此 解 出 
UC AQU —u) /nn(e"*" —e "9" (a HARO. 


于 是 ,得 到 答案 
4Q —1u) c 1 
ulr, y) = tot 元 “e 2 (2+1) 
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sin 


x a (2k + Drz 
sh n Dre a 


于 一 个 例题 是 平面 极 坐 标 系 的 分 离 

fia 带电 的 云 跟 太 地 之 河 的 静电 
场 近似 是 匀 强 静电 场 , 其 电场 强度 E, 是 
竖 直 的 . 水 平 架设 的 输电 线 处 在 这 个 静 
电场 之 中 (图 8-3a). 输电 线 是 导体 圆柱 . 
杜 面 由 于 静电 感应 出 现 感应 电荷 ,图 柱 
邻近 的 静电 场 也 就 不 再 是 匀 强 的 了 .不 
过 , 离 圆柱 “无 限 远 ”处 的 静电 场 仍 保持 
为 名 强 的 - 现在 研究 导 迟 圆柱 怎样 改变 
了 与 强 静电 场 . 

首先 需要 把 这 个 物理 问题 表 为 定 解 问题 . 取 圆柱 的 轴 为 = 轴 . 
如 果 贺 柱 “ 匹 限 长 ”, 那 么 ,这 个 静电 场 的 电场 强度 ,电势 显然 跟 = 
无 关 , 我 们 只 需 在 xy 平面 上 加 以 研究 就 驶 了 . 图 8-3a 画 的 正 是 
zy 平面 上 的 静电 场 ,圆柱 面 在 xy EET RS ERI ET RECIBE +y =a, 
中 a 是 圆 桂 的 半径 . 

柱 外 的 空间 中 没有 电荷 ,所 以 电势 z 满足 二 维 的 拉 普 拉 斯 方 


Hf 8-3a 


i 
u.du,70 GERD. 
导体 中 的 电荷 既然 不 再 移动 ,这 说 明 导 体 中 各 处 电势 相同 . 又 因为 
电势 只 具有 相对 的 意义 ,完全 可 以 把 导 栖 的 电势 当 作 零 ,从 而 和 写 出 
边界 条 件 
u | 24.y 4:0. 

按照 分 离 变数 法 ,以 w(x (303 X GOY (Ly) 代入 拉 普 拉 斯 方程 固然 
不 难 把 它 分 解 为 两 个 常 微 分 方程 ,但 代入 上 述 边 界 条 件 却 只 能 得 
到 

* 了 94。 


XGOY(C/ at —25)—0 
不 能 分 解 为 X(z) 或 了 (9 的 边界 条 件 . 事实 上 ,既然 边界 是 图 , 直 
角 坐 标 系 显然 是 不 适当 的 ,必须 采用 平面 极 坐 标 系 . 
拉 普 拉 斯 方程 在 极 坐 标 系 中 的 表达 式 见 被 积分 教 本 或 $5 习 
题 3 的 管 案 .“ 柱 外 空间 中 的 电势 x 满足 拉 普 拉 斯 方程 ”就 表 为 


Fu lou lou 
a pep pay (pa), (8. 1. 58) 
AP o RRB o fg. "Se HB CR EU REO TEX LR E 
u | o= = 0 (B. 1. 59) 


在 “无 限 远 ”处 的 静电 场 仍然 保持 为 名 强 的 E。. ATERT x SIDE 
FF E, PUERA, E,—O0O. E. — Eo, B[ — ou/ax— E, JPEN u 
二 一 oz 一 一 Eopcosq 因而 还 有 一 个 非 齐 次 的 边界 条 忻 | 
u |e Espcosg. (8. 1. 60) 
问题 就 在 于 求解 定 解 问题 <8. 1. 58) —- (8. 1. 60). 
解 ” 以 分 离 变 数 形式 的 试探 解 
up Q —RG)PGD 
代入 拉 普 拉 斯 方程 (8. 1. 58) ,得 
[,d4[,dR 
RP del” de 
上 式 左边 是 p 的 函数 ,与 9g 无关; 右边 是 9 的 函数 ,与 pb 无 关 . 两 边 
不 可 能 相等 ,除非 两 边 实际 上 是 同一 个 常数 . 把 这 常数 记 作 2， 


lm lo, dco dR 
-= 


2d 
}= iv". 


这 就 分 解 为 两 个 常 微 分 方程 
' $'-i0-0, (8. 1. 61) 
g R"-- gR! — AR— 0. (8. 1. 62) 


常 微分 方程 (8. 1. 61) 隐 人 洁 着 一 个 附 如 条 件 .事实 二, 一 个 确定 

地 点 的 极 角 可 以 加 减 2c 的 整 倍数 ,而 电势 “在 确定 的 地 点 应 其 确 
定数 值 ,所 以 u Cog 220 =u lo 9) HI RUBH 20:0 — RGO — 
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(9) , ZI BD 
dO 2x) — Pp. (8. 1. 63) 
这 叫 作 自然 的 周期 条 件 . 常 微分 方程 (8.1. 63) 4 AR PE CS. 1. 63048 
成 本 征 值 问题 .读者 不 难 求 得 方程 (8- 1. 61) 的 解 为 
| Acos v À q-- Bsin "ST | (A0) 


Dp) =: A+ Bg (A—0) (8.1.64) 
iAe r+ Be nr, (A«0) 
Mf RAE AHA F E tE p A 
^ A—m? (0 —0,1,2.--) (8. 1. 65) 
本 (内 一 Acosmq-4-Bsinme, (m0) (8. 1. 66) 
(m —0) 
以 本 征 值 (8. 1. 65) 代 入 常 微分 方程 (8. 1.62), 
dx dR 
"gp dp "&-9 (8.1. 67) 
这 是 欧 勤 型 常 微 分 方程 , 作 我 换 p—e' HI 上 一 Inp: 方 程 化 为 
d —m^R-6. 


其 解 为 


7 
C 4- Dr C4 Dlnp. Gn 0) 
这 样 , 分 离 变 数 形式 的 解 是 
uo (pq) Cs t Dolnp, 
us Coq) — 8g" CA cosmgpl- B sinmgp) 
Te ^G.cosmgd-D.sinmg). 
拉 普 拉 斯 方程 是 线性 的 , 它 的 一 般 解 应 是 所 有 本 征 解 的 登 加 ， 


mi — mt... 1 
e 二 De C0" 十 D -—, (m0) 


即 
up p) =C + Dolnp 
+ ` p C Ancosmpt Basing) 


m-1 
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十 DB) pr" (Cncosmgt D,sinme). (8. 1. 68) 


为 确定 (8. 1. 68) 中 的 系数 ,把 (8.1. 68) 代 入 边界 条 件 . 先 代入 
齐 次 边界 条 件 C8. 1.59), 


Co Dna 十 5 a" (Ancosmp+ B,sinmp) ZEN 


十 5 a`" {Cacosmpt Desinmp) = 0. 

Eu PUECCELEJIT ERRENA RETRA AE, R 
Cit Dina —0,a"A,-Fa "C, —0,a"7B,--a "D, —0. 

由 此 ， 

C,— —Dna;C,-- Apa" y Dam —B.a'" (8.1.69) 

再 研究 非 齐 次 的 边界 条 件 (8- 1.600 ,这 里 着 重 研 究 x 的 主要 

部 分 , 对 于 很 大 的 ,18. 1. 68D 中 的 Co 十 Polne 和 e “项 远 远 小 于 
Am 项 丽 可 略 去 - 因此 ,以 (8. 1. 68) 代 入 (8.1. 60) 的 结果 是 


5 E CA.cosmq4- B,sinsiq) ~ — Esocosq (8. 1. 70) 
m-1 


既然 主要 部 分 是 o! 项 ,可 见 在 C8.1.70) 中 不 应 出 现 o7 Gn 0 
项 (否则 o" 项 就 成 了 主要 部 分 ). 这 是 说 ， 
4 一 0， Ba., (m1) 
3X o^ Wai. MG. 1.70058 
A= Es B,—0 
从 而 ， C=- Aa = Ea, Ca=0 al), D,—0 mil). 
最 后 得 柱 外 的 静电 势 为 


z 
ulpe = Doln £ — Espcosq-- Es rS (8. 1. 71) 


fj Bh de we EE CS. 1.710 B8 95 a. 当中 一 项 , HD 

一 Eopeos8 正 是 原来 的 义 强 静电 场 中 的 电势 分 布 .最 后 一 项 ,中 EE 

(a^ /p)cosg 对 于 大 的 Pp 可 以 忽 略 , 所 以 它 代表 在 圆柱 邻近 对 名 强 

电场 的 修正 ;这 自然 是 柱 面 感 永 电 荷 的 影响 - 此 外 ,还 有 Doln Co/ 
. 1977 


4) 项 , 它 的 系数 D 又 是 任意 常数 ,这 表明 解答 (8. 1. 7) f EE 
个 不 确定 的 因素 . 从 物理 上 检查 ,这 个 不 确定 因素 就 在 于 问题 提出 
时 根本 没有 说 明 导 体 柱 原来 所 带 的 电量 ,可 见 Dlo (pre) 下 是 图 
柱 原 来 所 带电 量 的 影响 5 从 静电 学 知道 ,Poln (pra) 正 是 均 习 带电 
辐 柱 体 效力 的 静电 场 中 的 电热 ), 

讨论 ” 设 圆柱 体 原来 并 不 带电 ,从 而 Do 二 0,(8.1.?0) 这 时 只 
含 两 项 


2 
uCp,g) = — Eocospt Es cosp (8.1. 72) 
在 图 8 一 3a 的 4 点 和 8B 点 的 电场 强度 是 
E=% =| Escos E, *. | —-E2E 
apl es VP p09) | ee 


是 原来 的 勾 强 电场 的 两 倍 ! 所 以 在 这 两 处 特别 容易 击 穿 . 面 且 不 管 
贺 柱 的 半径 名 么 小 ;这 个 结论 总 是 对 的 ! 
在 图 8-3a 的 y 轴 上 的 电势 是 


| — E aost E, Scosg| NEL 
REER GS] rh 3538 In]. 图 8-3a 的 y 轴 实 际 上 代表 三 维 空间 里 的 
yz 平面 ,因此 yz 平面 的 电势 跟 导 体 贺 柱 的 电势 相同 . 既然 导体 贺 
HER yz 平面 电 执 相同 ,如 果 让 导体 圆柱 的 两 侧 沿 yz 平面 伸 出 两 


3X CH] 8-3b) ,静电 场 并 不 改变 ,电势 分 布 仍然 是 (8. 1.72). 


W. 
| / | \ 


Y Af 


FERAYE RHR TA (H 8-3b 的 下 半幅 , 亦 即 图 8- 
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3c) ,那么 这 可 以 说 是 平行 板 电 容器 两 极 板 之 间 的 静电 场 ,只 是 上 
极 板 带 有 半圆 柱 形 突起 . 如 果 远 高 罕 起 的 电场 强度 是 EE, 则 突起 
最 高 处 的 电场 强度 总 是 ES 的 两 倍 . 对 于 高 压 电 容器 来 说 ,这 容易 
导致 击 穿 , 因 此 高 压 电容 器 的 极 板 必须 侧 得 非常 平滑 . 

下 一 个 例子 是 所 谓 “ 没 有 初始 条 件 的 问题 ”， 

例 5 长 为 了 的 理想 传输 线 ,一 端 =0 接 于 交流 电源 ,其 电动 
32178 vosindt. 55 — 9 r= JEJE FR. 求解 线 上 的 稳重 电 振 菏 ， 

“* 稳 恒 电 据 萝 ” 是 什么 意思 ?原来 ,理想 传输 线 是 一 种 理想 化 的 
模型 ,实际 上 总 是 存在 损 杯 ,所 以 初始 条 件 所 引起 的 自由 据 葛 总 及 
XE IURE ML. 经 过 交流 电 的 许多 周期 之 后 ,自由 振 葛 豪 威 殖 尽 .这 时 
的 电 振 莫 完全 是 交流 电源 引起 的 . 交流 电源 提供 的 能 量 正好 补 懂 
了 损耗 ,所 以 这 种 振 蔓 得 以 维持 一 定 的 幅度 而 无 训 减 ,这 就 是 所 请 
fai i ded. 

解 HAURAS IRSE E dS CERAR., ERP 
题 中 当然 不 必 考 虑 初始 条 件 . 困 此 ,这 里 求解 的 是 没有 初始 条 件 的 
问题 . 

Vaata = 0,  (a* — 1/LC) (8.1. 73) 

v |o= tE s (8. 1. 74) 

了 | 一 0- (8. 1. 75) 
为 了 计算 的 简便 , 在 边界 条 件 (8.1,. 74) 中 ,wosinat Bl Im (oe zik 
写成 了 vet. 这 样 作 是 可 以 的 ,由 于 方程 和 边界 条 件 都 是 线性 的 ， 
我 们 只 要 取 最 后 结果 的 虚 部 就 行 了 . 

稳 恒 振 葛 完全 由 交流 电源 引起 ,所 以 周期 必 与 交流 电源 相 辣 ， 

故 
ulr i) =X lre". (8.1.76) 
以 C8.1.76) 代 入 偏 微分 方程 (8, 1. 73) 可 得 下 的 常 微分 方程 
X"-- C! LC) X —0. 
其 解 是 
X GO) — Ae * 4 Be Ps, 
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因而 
vr = Ae HTH + pert 470. (8.1. 77) 
C8. 1. 77) 的 第 二 项 是 从 电源 端 发 出 的 波 , 第 一 项 则 是 反射 波 . 
RA AHB 由 边界 条 件 确定 .但 边界 条 御 中 出 现 电流 j, 上 所 以 
我 们 还 需要 j 的 表达 式 . 4ECTSO1.10 B.E R—0.G—0,B] 48 j= 
—(C,, 57 — (Lw. 
利用 这 两 个 关系 式 求 得 与 C8, 1. 76) 相 应 的 电流 


js m A] P Ae TI TF gea. (B. 1. 78) 


现在 ,把 (8.1.77) 和 (8.1.78) 分 别 伐 入 边界 条 件 53. 1. 740 和 
(8. 1. 75) ,得 


np 
Aem Ci Bei o. 
由 此 解 出 
v Tz 
A ITem Ba CB. 1. 79) 


RE, ,传输 线 上 的 稳 恒 振 荔 为 (8. 1.77) 和 (8, 1.78) 给 出 ,其 中 
系数 A RI B 则 由 (C8.1.79) 给 出 . 

在 输入 端 ( 交 流 电源 问 ) 的 电压 v1,_。 同 电流 jo。 之 比 叫 作 传 
输 线 的 输入 阻抗 Zen 按照 (8. 1. 77) 和 (8. 1. 78) 


. A L 
Zar =v t jhe] g EE y Eictg lw FCD. 


(8.1. 80) 


一 个 有 趣 的 情况 是 


-lpp l AR l_a _ 
:一 才 波 长 一 才 Æ dem su IC 


在 这 种 情况 下 ,(8. 1. 80) 给 出 


之 省 人 一 —A] 去 ictg $9 
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iX PE ,长 度 为 1/4 波长 的 传输 线 接 在 交流 电源 上 , 另 一 端 开 路 ,从 
交流 电源 一 方 看 过 来 ,这 有 段 传 输 线 况 然 相当 于 一 个 短路 元 件 . 


习 题 


L 长 为 ! sg sk SPESE IE E "PUE 7129 T. ZEKB —3 29 zo 的 一 点 以 力 Fa 

TE SE BET dg SERRE BR 1X CRETA 
CORBIE IAME FEE ARRIERE ADI 
| 一 古代 一 全 i 

3. AWAZ ,长 为 上 必用 宽 为 22 WT B OE RGIBAX E xu. OH 

宽 为 25 00 AGES ERE GER x 一 zo. OR ERU S 
sA 78 Bg SERE LIH EZ Bs DA E BERE AS 20 720. 放手 后 自由 振动 ， 
求解 杆 的 这 一 气动 . 

5. 长 为 [的 杆 , 一 端 固 定 ,; 另 一 疾 受 力 im 而 伸 长 .求解 杆 在 放手 后 的 振 
z. 

6. 长 为 的 理想 传输 线 , 远 端 开路 . 先 把 传输 钱 充 电 到 电位 差 wm, 然后 把 
近 端 短路 . 求解 线 上 电压 vlet). 

守 长 海 1 的 杆 , 上 端 固定 定 电 梯 尖 花 板 , 杆 身 坚 直 ;下 端 自由 . 电梯 下 降 ， 
HEES vo 时 突然 停止 .求解 杆 的 振动 ， 

8. 在 铀 块 中 ,除了 中 子 的 扩散 运动 以 外 ,还 进行 车 中 子 的 增殖 过 程 ,每 
秒 钟 在 单位 体积 中 产生 前 中 子 数 正比 于 该 处 的 中 子 浓 诬 v. MA nI3R OU. Bu 
(是 表示 增殖 快慢 的 常数 ). 研究 厚度 为 上 的 户 状 铀 抉 . cR S FR DE HE. Cli ER 
JS BE d E M 7 DIE BE E FP Tj BORE BEC BT R TO HE E a aE. 原子 弹 里 
就 是 这 么 回 事 , 》 

9. 求解 薄膜 的 重 定 表面 浓度 扩散 问题 . 薄膜 厚度 为 i ,杂质 从 两 面 进 入 
WEE. 由 于 薄膜 周 图 气氛 中 含有 充分 的 杂质 , 薄 腊 表面 上 的 杂质 浓 庶 得 以 保 
持 为 恒定 的 we, 对 于 较 大 的 坟 把 所 得 答案 简化 . 

10. 把 上 丁 改 为 限定 源 扩 散 . 这 是 说 , 狂 膜 两 面 的 表层 已 含有 一 定 的 如 
质 , 比 方 说 ,每 单位 表面 积 下 条 质 总 量 外 ,但 此 外 和 不 再 有 杂质 进入 薄膜 . 

11. EWER circa cyh ERRER RNE Axw 二 0 使 满足 
HRE ule- 5A yu |a = Oat | ya = Bisn = ajy 0. 

12, 35) BE ERR i E ra 0L y oo, 边界 上 的 温度 
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u LIT | -一 Da | 5-272 lima 0, 
y 


求解 板 的 稳定 调度 分 布 ， 
13. APRE O0 va.0yxoo ERE An — 0 p 


uleo= sul... 0l, —A[ 1 一 三 】 ;limz- 0. 
a l’ pee 


i4. 矩形 膜 ,这 长 为 4 各, 边缘 固定 . 求 它 的 本 征 振 动 模式 . 

15. 细 图 环 ,半径 为 ,初始 温度 分 布 已 知 为 FG ,8 是 以 环 心 为 极点 的 
极 角 . 环 的 表面 是 笔 热 的 .求解 环 内 温度 变化 情况 . 

16. 在 贺 形 域内 求解 Auc 0 使 满足 边界 条 件 Du1sn == Acosg 

Qu laes, = A+ Being 

未 半圆 形 薄 板 , 半 径 为 po, 板 面 交 热 ,边界 直径 上 温度 保持 零度 ,西周 
上 保持 u 来 稳定 状态 下 的 板 上 湿 座 分 布 . 

18. 把 例 4 的 导 和 储 轿 柱 换 为 介质 圆柱 ,介质 的 介 电 常数 为 8. 求解 柱 内 外 
的 电场 . [提示 : 柱 内 电势 必须 有 限 . 在 柱 面 上 ,电势 连续 ,电位 移 的 法 向 分 量 
连续 . ] 

19. 半径 为 a. 青 面 霹 黑 了 的 均匀 长 图 柱 , 在 温度 为 零 麻 的 空气 中 受 善 阳 
HRH. 阳光 垂直 于 柱 轴 ; 热 流 强 度 为 9. 试 求 柱 内 稳定 温度 分 布 . [o LEE 
定 方程 为 A 二 0, 边界 条 忻 为 (hws 十 Hn) | LL. — fF (G9 ,了 (9) 是 热流 强 座 的 法 向 
ArE. 加 取 极 轴 敌 直 于 阳光 , 则 

gsing (wm, 
r= » Gr pez2n). ] 

20. 在 以 原点 为 心 ,以 o 和 ps SPESE Ie Eoo BRL PERS GR 3 ESI. 
M Au—0 使 满足 边界 条 件 ul =A u m fum. 

21. 3KTEBEIE EE BS] CBE RT ER. 在 远离 圆柱 因而 未 受 辆 柱 千 扰 处 的 水 流 是 
均匀 的 ,流速 为 mw, MEFE S a. ` 

22. KAHERA, 一端 接 于 电动 势 为 wesinas 的 交流 电源 , 另 一 
端 短 路 .求解 线 上 的 称 得 电 振 莫 并 计算 输入 阻抗 . 

23. 长 为 的 非 理 想 忧 输 线 ,一 疯 接 于 交流 电源 vosinwet ,号 一 端 通 过 阻 
抗 元 件 Ros Lo 和 Co 而 相 接 . 求解 线 上 的 稳 恒 电 据 萝 . 在 怎样 的 条 件 下 不 存在 
反射 波 ( 这 叫 作 匹 配 》? 

24. 长 为 的 均 条 杆 , 一 端 固定 , 另 一 端 在 织 向 力 下 (一 Finar 长 期 作 
用 下 . 求解 杆 的 稳 恒 振动 . 
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25. 一 长 为 1 的 均匀 导热 细 杆 , 杯 上 有 热源 ,单位 长 库 杆 上 的 热源 强度 为 
cepi. CUT) x — 0 PB TR e — 1 端 保持 报 氏 零度 ,初始 温度 分 布 为 woztz 一 
如 , 试 求 杆 上 各 处 温度 如 和 何 随时 间 变 化 的 ? 其 中 ec 为 杆 的 比 热 ,p 为 杆 的 线 密 
度 . uo 为 常数 . IE ER. 
wros*gp, 外 环 上 保持 温度 为 wzsing 求 此 夯 环 区 域内 的 稳定 温度 分 布 . 

27', 一 长 鸭 !, 规 面积 为 5 的 均匀 细 杆 , 今 将 + 二 0 端 保持 为 摄氏 零度 , 
=i 端 接 牛 顿 冷却 定律 向 温度 为 零度 的 媒质 散热 , 情 面 绝热 ,原先 杆 的 温度 
为 un, 求 在 冷却 寺 程 中 杆 上 种 处 温度 的 变化 . 


$5.2 ” 非 齐 次 振动 方程 和 输 运 方程 


上 一 - 节 研 究 了 齐 次 方程 的 定 解 问题 . 本 节 要 研究 非 齐 次 振动 
方程 和 输 运 方程 的 定 解 何 题 . 

我 们 仍然 限于 齐 次 的 边界 条 件 . 关于 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 
请 看 8 8. 3. 

本 节 先 介绍 情 里 时 级 数 法 , 它 直 接 求解 非 齐 次 方程 的 定 解 问 
E. 接着 是 冲 量 定理 法 , 它 把 非 齐 次 方 径 的 定 解 问题 转 化 为 齐 次 方 
程 的 定 解 问题 然后 求解 . 

(—) NEGO ENGL. 

$ 8. 1 中 求解 两 端 固 定 的 弦 的 齐 次 振动 方程 定 解 问题 ,得 到 
的 解 (8.1.14) 具 有 情 里 叶 正 弦 级 数 的 形式 ,而 且 其 系数 A 和 B. 
决定 于 初始 条 件 yz 和 GO B3 48 E DIESE 2CBECS 1.100. 至 于 
采取 正 避 豚 数 而 不 是 一 般 的 鱼 里 时 奴 数 的 形式 , 则 完全 是 由 于 按 
界 条 件 a|:-o 一 0 和 |:_: 二 0- 

分 离 变 数 法 得 出 的 这 些 结果 给 出 提示 ;不妨 把 所 求 的 解 本 身 
展开 为 人 博 里 时 级 救 , 即 

uc.) DTN GO. (8.2.1) 


储 里 叶 级 数 C8. 2. 1) 的 基本 请 数 族 X,(z) 为 该 定 解 问题 齐 次 方程 
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ERRARE ARIF F AE E RE. 

由 于 和 解 是 自 变数 z 和 上 R, A u Cc EE CCS 
是 常数 ,而 是 时 间 # 的 函数 ,把 它 记 作 了 ,G). 将 待定 解 人 8. 2. DN 
人 证 定 方 程 ,尝试 分 离 出 了 (的 常 微 分 方程 ,然后 求解 . 

俩 1 求解 定 解 问 题 


tia — d^ u pe cos sinet; (8. 2. 2) 
u.|.-.—0. tta | z=: = 0; (8. 2. 3) 
ulo S5 plr), owl). (Ox (8. 2. 4) 


解 REEI 85 3E 2e A pe A E PV BL TEILE D PE ww 一 
a^u..— O0 fe BEER XLI RR PF uL]. 0 — 0 1.0 FERAS QE RC. 


我 们 已 经 热 悉 这 些 本 征 函 数 , 它 们 是 cos 750 041,2, 9. X 


样 , 试 把 所 求 的 解 展 开 为 情 里 叶 佘 芒 级 数 
下 (Tt 一 2T, (Dcos A. 


nr 


为 了 求解 TOO ,尝试 把 这 个 级 数 代 入 滩 定 方程 ， 
之 [ * T, [eos TT = Acos Tr sinat. 

左边 是 傅 里 叶 余 弦 级 数 , 这 提示 我 们 把 右 迄 也 展开 为 情 蜂 时 余 弱 

SUR. 其 实 , 右 边 已 经 是 傅 里 叶 余 蔚 级 数 , 它 只 有 -个 单项 即 8-1 

的 项 . 于 是 , 比较 两 边 的 系数 ,分 离 出 了 (的 常 定 分 方程 

=Asinwt, T+ T.—0(n3*1). 

XE (—ÓÀ 得 


Èr. (02cos Sa Fz) 一 也 pcos P T^ (8. 2. 5) 


Ti 


T. (cos Tr=pa)= 3 duces Ps (B. 2. 6) 


其 中 6.9. EXIIT POR COSTS PAR SERO UI cos Grme/D 
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为 基本 函数 族 j] 的 第 x 个 传 里 叶 系 数 . 等 式 (8, 2. 50, (8. 2. 60 EXT 
BERETA RRM. 由 于 基本 函数 族 cos Gem / DIRE IE SE TE FA 
两 边 对 应 同一 基本 函数 的 健 里 叶 系 数 必然 相等 ,于 是 得 T.() 的 
非 零 秆 初始 条 件 


T 
pent | «oae, 


1 T 
ToO — 4 —7 f pid; 


" nut (R. 2. 7) 
TO) — 4-5 f €(£)cos ^1 46 
| (n3£0) 
T (GO) =p = 2 pceyeos ?de 
了 .gb 的 常 微分 方程 在 初始 条 件 (8.2.7) 王 的 解 是 
TiO S= A Tnt. (8. 2. 8) 
1 - . 
n GD 一 经 o pial zin T "sina 
tacos 52 a E psin ” t (8. 2. 9) 
TG) =p cos "M azer (nEO) (8.2.10) 


rua 
(8. 2.9) 的 第 一 项 为 了 OERKE RH ERE ER 
初始 条 件 . CS. 2. 9 的 后 两 项 之 和 及 (8.2.10) 分 别 为 TCD 和 了 
(Cn 天 0,17 的 齐 次 常 微 分 方程 的 解 , 满 足 非 零 值 初始 条 件 
(8. 2. 7). 


XX FE ,所 求 的 解 是 


Al 1 . "Tat Ra. xx 
ulr t) = . vpn e sinen) COS gz tAt 


dut -- 2) | gcos maty psin zrat 


Ta 


cos nr 
1C 


(8. 2.11) 
尝试 成 功 了 . 这 个 方法 叫做 傅 里 叶 级 数 法 . 很 明显 ,这 个 方法 
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的 关键 在 于 分 离 出 T.(2) 的 常 微分 方程 ,其 中 不 可 混杂 着 另 一 自 
变数 z, 这 是 怎样 做 到 的 呢 ? 原来 ,这 个 级 数 展开 的 基本 洒 数 cos 
Carzx/i 正 是 相应 齐 次 方程 . 齐 次 边界 条 件 下 用 分 高 变数 法 求 得 的 
本 征 函 数 , 这 才 得 以 分 离 出 了 (的 的 常 微分 方程 . 
齐 次 振动 方程 和 齐 次 输 运 方程 问题 当然 也 可 以 用 情 里 叶 级 数 
法 {结合 分 离 变 数 法 ) 求 解 ,这 时 得 到 的 了 了, (2) 的 常 微分 方程 为 齐 
次 方程 ,求解 更 容易 .建议 读者 用 这 祥 的 方法 重新 求解 上 节 的 定 解 
问题 (8. 1. 10 7 €8. 1. 3) 以 及 例 1 和 例 2, 这 里 就 不 袭 述 了 、 
综 上 所 述 ,可 以 看 出 ,对 于 振动 和 输 运 问题 ,不 论 齐 次 还 是 非 
齐 次 方程 定 解 问题 , 情 里 叶 级 数 法 结合 分 离 变 数 法 均 可 应 用 . dmt 
用 分 离 变 数 法 , 则 只 能 用 于 齐 次 方程 定 解 问题 . 
‘二 ) 冲 量 定理 法 
求解 非 齐 次 振动 方程 和 输 运 方程 定 解 问题 还 可 用 冲 量 定理 
法 . 这 里 仍然 考虑 边界 条 件 是 齐 次 的 , 应 用 冲 量 定理 法 有 一 个 前 
提 , 即 初始 条 件 均 取 堆 值 .这 其 实 无 损 于 一 般 性 . XE PRESS IST SE 0 
的 受 迫 振动 为 例 , 如 果 初 始 条 件 是 非 零 值 , 则 定 解 问 题 为 
us A wu m ft), 
ul.s.—0, ul|..—0, 
u|...—9. leno = pr. 
由 于 泛 定 方程 和 定 解 条 件 都 是 线性 的 ,可 以 利用 得 加 原理 ,把 z 分 
587g u! u! ZA, R 
ulet) ou! GyD-u! G0. 


并 令 u! ,au' 分别 满足 


ud —alul,—0, ud a udr =f x,t); 
u! |z=0= 0, u! | -一 0; u! [4-9 0, ul LI 
u! |,-o— PLE) uu! |,-o dC. u! lemo ™= 0st [m0 = 0 


JEEP JEDE BV P6 3X THE. LE E e ee EE. 这 样 Ta] 
题 转化 为 求解 x' 和 * .zx 的 初始 条 件 是 非 零 值 ,但 方程 是 齐 次 
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的 ,可 用 上 节 方法 求解 ;x 的 方程 是 非 齐 次 的 ,但 初始 条 件 已 化 为 


FE ,符合 冲 量 定理 法 所 提出 的 要 求 . 
现在 用 冲 基 定理 法 来 研究 弦 的 非 齐 次 振动 方程 定 解 问题 
ua us =] ru (8.2. 12) 
u|.-.—0.  u|.2—0, (8. 2.13) 
ulc-0. G]2;—0 —— (8. 2. 14D 


COD 冲 量 定理 法 的 物理 思想 

首先 ,在 物理 上 , 非 齐 次 汉 定 方程 (8- 2.12) 表 明 , 作 用 在 每 单 
位 长 强 上 的 外 力 F(z,f) 一 pf lx,t). 它 从 时 刻 零 持续 作用 到 时 刻 
tz; 我 们 求解 的 是 (zst) 作 用 下 ,在 时 刻 : 的 各 处 位 移 ux. 

冲 量 定理 法 的 基本 物理 思想 是 把 持续 作用 力 看 成 许 许 多 多 前 
后 相继 的 “瞬时 ? 力 ,把 持续 作用 力 引 起 的 振动 看 作 所 有 “瞬时 ?> 力 引 
起 的 振动 的 概 加 . 根据 (5. 3. 90 ,持续 作用 的 力 下 (xz,t) 可 以 表示 成 


Fix) = f FG 8G 0dr—pfG t 


一 f pfGc.8G—0dr (8. 2. 18) 
其 中 FG,.0860— rdr Zik RITE S BS EST RI PCR] Cr» rtr) E rf 
NUES Fs odr 的 “瞬时 ” 力 , 把 该 瞬时 力 引 起 的 振动 记 为 9? 
Cx 1) Ail a Cx LEY EPI RE RETRI EL DJ 


up —aut?-— FG sc 一 Ddre f(r,D8(—o0dr 
(8. 2.18) 
uU 2.0. — w?[-0, (8. 2.17) 
u“ 1, ,—0, ur? |.-.—0. (8. 2.18) 


H FRR Fir nia ndr 作用 在 时 间 区 间 (r,r-dr) 上 ， 

从 时 刻 零 直到 时 刻 r 一 0;, 它 尚未 起 作用 , 蓄 仍 然 是 静止 的 ， 

0 |, so 一 0. 时 刻 Tt, 该 瞬时 力 开 始 作 扯 ,至 时 刻 r 十 

dr 结束 . 由 于 dr 很 短 , 纺 上 各 质点 “来 不 及 ”位 称 , 故 在 时 刻 + 十 

dr, 位 移 u” |,- -re 一 0. 再 看 时 刻 z 十 dr BTE BE ui ,根据 冲 量 定理 ， 
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从 z 一 0 时 刻 到 r 十 dr 时 刻 , 单 位 长 度 纺 的 动量 变化 等 于 瞬时 力 下 
(r,c)6G— ndr 的 冲 量 , 故 有 
PUP encetar PP |... — Fin dr = pof lr rdr | 
从 而 得 到 
ui? | ar— fr rdr 

如 果 改 取 + 十 dr 时 刻 作 为 初始 时 刻 ,考察 瞬时 力 下 (zir)8cG 一 
Ddr 在 rt 十 dt BEA Afer 9 DES BP DESI. a7 (zt 由 于 该 瞬时 力 已 经 
作用 过 了 «3E EREI uU (zx,#) 满 足 齐 次 方程 ,其 定 解 问题 为 


Un a'u =0, (8. 2. 19) 
wD ]..—0, au?],,-—0, (8. 2.17) 
un les = 05 ur lae fF Cr. rdr. (8. 2. 20) 


定 解 问题 8. 2. 19) — (8. 2. 200 55 SE RE [n] Bj (8. 2. 160 — (8. 2. 150 dE 
等 价 的 . 从 (8. 2. 20) 可 以 看 出 x 中 必 含 有 因子 des u (x0 — 
ztzrwtsrldr, 则 wz 满足 定 解 问题 


Vacca vu — fr, r28Q— r) (8. 2. 21) 

v|,.—0. v|.2—0, (8. 2. 22) 

v|l2.—O, t le =. (8. 2.23) 
Rp 

Va a vu m0. (8. 2. 24) 

v|.,—0. v|..,—0, (8. 2. 22) 

ve—0 wl... (8. 2. 25) 


由 于 dz 很 短 , 在 (8. 2. 25) 中 已 将 r 十 dr 时 刻 记 为 + 时 刻 , 定 解 问 
RE CB. 2. 24) 一 (8. 2. 25) 为 齐 次 方程 问题 ,可 用 前 面 的 分 离 变 数 法 
或 傅 里 叶 级 数 法 求解 , 只 是 要 注意 ,前 面 两 种 方法 中 初始 时 刻 为 零 
HA ,这 里 初始 时 刘 为 时刻 , 因 则 前 二 方法 解 中 的 e GER ER D 
时 刻 0 时 刻 的 时 间 间 隔 ) ,在 这 里 应 换 成 上 一 r. 

定 解 问题 (8. 2. 12) — (8. 2. 14) 是 线性 的 ,适用 委 加 原理 ,既然 
外 加 力 是 一 系列 瞬时 力 的 生 加 , 则 定 解 问题 (8. 2. 12)~ (8. 2. 14) 
的 解 也 应 是 瞬时 力 所 引 起 的 振动 的 埠 加 . 计 及 所 有 瞬时 力 的 影响 ， 
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就 有 
uCr.i)— n» 一 f vir.£;r)dc (8. 2. 26) 


ulz,f) 就 是 定 解 问题 (8. 2. 122 — (8. 2. 14) 的 解 . 这 就 从 物理 上 给 
出 了 求解 非 齐 次 振动 方程 定 解 问题 (8. 2.12) — C8. 2. 147 的 方法 ， 
因为 和 用 了 冲 量 定理 , 故 称 为 冲 量 定 理 法 . 

回 商 一 下 求解 步骤 ,为 了 求解 非 齐 次 振动 方程 定 解 问题 
(8. 2.122 — €8. 2-14) ,把 持续 作用 的 力 p/(z, 直 看 作 一 系列 前 后 
相继 的 脉冲 力 prirnu rdr EARRA ofiri a — 
ndr M c HAES ERIR v Gn 2; ndr ulet WE ET i 
动 方程 定 解 问题 (8.2. 24) — (8.2. 250 , H v Or tic Jan IA 
(8. 2. 26) ;对 T 积分 ,就 能 得 到 所 求 的 解 . 

ulr UD um GS DB SEE olot DOBLE 1/L]. 
ELEME SSG- DARRA Ol MERR. A ££(8. 2.120 和 
(8. 2. 160 ÞETA H Le J/ Le ,而 方程 48. 2. 21) 中 每 一 
项 的 量 纲 同 是 Lz]/Lt 了 as 因此 ,从 量 网 来 分 析 , 方 程 C8.2.127)、 
(8. 2.160, (8. 2. 19) (8. 2. 21) (8. 2. 24) 在 物理 上 都 是 正确 的 ， 
这 从 另 一 个 侧面 ,证 明 溃 量 定理 法 在 物理 上 是 行 得 通 的 ， 

(2) 冲 量 定理 法 的 数学 验证 

这 里 要 验证 , 由 满足 齐 次 振动 方程 定 解 问题 (8,2. 24)、 
(8. 2. 222, (8. 2. 25) BE v Cr ri XR EAT CB. 2. 260 4838] I] uon 
是 非 齐 次 振动 方程 定 解 问题 (8. 2. 12) — (8- 2.14) 的 解 . 

首先 验证 边界 条 件 . 由 于 z=-0 一 0;5|:-1 二 0; 因 此 ， 


H |e = j v | zeod r= 0, u zl vl. ,dr—0. 
Q ü 


ulr OM EARRA ECB. 2.132. 
其 次 验证 初始 条 件 . 由 (8. 2. 260 , 知 初始 位 移 


u lio F vl,-Qdr-—0. 
为 验证 初始 速度 , 需 利 用 积分 号 下 求 导 的 公式 


Bi 
A gG Ddr= ] ED PED art girip FEE 


—glt;aco d KD, (B. 2. 27) 


这 个 公式 在 微 积分 教 本 中 可 以 找到 . 把 这 个 公式 应 用 于 (8. 2. 26), 
有 


tlt) = f v Cr.ti n drzd-vG 4:2. 
fR(B.2.25),v(x,r,)—0, (oxi; D. 所 以 ， 
uir f)— f 如 dz (8. 2. 28) 


a 
tg | i0 = Í v l-od r = 0. 
0 


(8. 2. 14) 中 的 两 个 零 值 初始 条 忻 均 成 立 . 
最 后 验证 非 齐 次 方程 . 对 (8. 2. 28) 应 用 求 导 公 式 (8. 2. 27)， 


PAL f valti dr Cx , £51). 
按 (8. 2. 25) ,wCGr.cT i0) — (rT) Osr). ME, 
Wa = [wresndrt fou. (8. 2. 29) 


以 (8. 2. 260 $0 (8. 2. 29) 代 入 非 齐 次 方程 48. 2. 1250 85 Ze 3n , DR] 
u,— dà Ws — f (v, —a v. dr-J- fir. = f Odz-l- FCz £t) 
—f(ra. 
非 齐 次 方程 68.2.12) 得 以 满足 ,其 中 利用 了 am 的 齐 次 方程 
(8. 2. 24). 
数学 验证 全 部 完成 , 冲 划 定理 法 在 数学 上 成 立 . 这 里 还 应 指 出 
一 点 :边界 条 件 (8. 2. 13) 不 必 限 于 第 一 类 齐 次 边界 条 人 忻 , 也 可 以 是 
第 二 类 或 第 三 类 齐 次 边界 条 件 ,甚至 = 一 0 端 与 = 一 上 端的 边界 条 
件 还 可 以 是 不 同类 的 ,只 要 边界 条 件 (8. 2. 22) 的 类 型 与 (8. 2.13) 
相同 就 行 
$42 和 将 例 1 中 的 初始 条 件 改 为 零 情 ,用 冲 基 定理 法 求解 , 即 
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求解 定 解 问题 


Tx 
Huy A Ur = Acos —sinet; 


i 
uso 0ste |z- = 0; 
u lica SOs te leng =. 
WE ”应 用 冲 量 定理 法 , 先 求 解 
va—a^0,, Ü; 


Ty |l. 0, v. [2,05 


"ur. 
w|i 0, vw | rs = Acos Feiner. 


参照 边界 条 件 , 试 把 解 o RAAE RRR 


To 


vL t= 2 /T.G.r)cos T 
把 这 余弦 级 数 代 入 证 定 方 程 ， 


2 [1:85 [eos M 0. 
由 此 分 离 出 T. 的 常 微分 方程 


ama 


Ti4- -p T= 0, 


这 个 常 微分 方程 的 解 是 
TiD = Ar-H Boii G—2, 


naa(t—rc 


2 (n550) 


T.Gir—A,(rDcos nm n 


-FB,(r)sin 
这 样 , 解 v 的 伟 里 叶 余 弦 级 数 是 | 
vlr £i; —A0-TBGG-—D, 


nta(t—c7) 
i 


十 »» [4. (r)cos 
"1 


nuza(t-—7:) "I 


+B, (sin 7 jJeos RE 


至 于 系数 AOA B.tr) 则 由 初始 条 件 确定 . 为 此 ,把 上 式 代 入 初 
“ 311° 


始 条 件 ， 
AsCe + 2.1 A. Cr)cos 0, 


Bair) + 23 B.Cr) os TE Acos SX siner. 
右边 的 Acos 了 sinor 也 是 情 里 叶 余 蓝 级 数 , 它 只 有 一 个 单项 妈 n 
—] 的 项 , 比较 两 边 系 数 ,得 
A. G)—0,B CO —A z-siner,B,(r) =0 (noe). 
到 此 ,已 求 出 vtz,tsr)， 
vætir) =A Tsinorsin 
按照 (8. 2. 26), 得 出 答案 
ue) = | v £5 r)dr 


Ta 外 一 zs 7 
i i 


- TE Die 
. "à TG. . AT 
一 一 —— rmn n Fi "T sini cos p. 
输 运 问题 ,如 斌 定 方程 是 非 齐 次 的 ,完全 可 以 仿照 冲 量 定理 加 
LARIE. 比如 ,研究 定 解 问题 


u,—auu.— f xg), (8. 2. 30) 
tts [z205 0s ttz] -一 0; (8. 2. 312 
下 | ,< 一 0 (8. 2. 32) 


非 齐 次 泛 定 方程 (8. 2. 300 AE HH ,每 单位 长 度 上 的 热源 强度 为 cof 
(rt). 这 热源 从 时 刻 零 一 直 延 续 到 时 刻 z, 现 在 求解 的 是 热 汤 强 度 
cof (zy 浊 的 影响 下 ,在 时 刻 上 的 温度 分 布 - 

仿照 冲 量 定理 对 非 齐 次 扰动 方程 定 解 问题 的 处 理 , 这 里 按照 
(5. 3. 9) ,将 持续 作用 的 热源 看 作 许 许多 名前 后 相继 的 “瞬时 ”热源 
cpf Gc,7)8G— ndr ft i, RRRA eof Ce, 5G — dr 作用 
于 时 间 区 间 (r,r 十 dr》 ,提供 的 热量 为 cpf(z,r)dr, 记 它 所 产生 的 
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HEHEH vlr dz. 2E (Bb np EID wtz yt;7) 的 定 解 问 题 为 


wma va = errea r) 1, (8. 2. 33) 
Ur. z=0 50 n ams (8. 2. 34) 
v |.2,—0. (8. 2. 35) 


直到 c—0 BI 79], BERE TR ME DRGELTEJH «ABI RR AR FF o 2,0 
得 v|,- 0 —0. c 时 刻 ,瞬时 热源 eo On m)5G— n dz 开始 起 作用 ， 
至 r 十 dz 时 刻 , 作 用 结束 ,瞬时 热源 放出 热量 ,使 z* 十 dz 时 刻 的 温 
REDIR] v l-era TE 

cpi v |rt lamo) dr—cpf ir, ndr, 
从 而 
wrt CET). 

这 是 r 十 dr 时 刻 的 温 麻 分布, 如 果 把 Hdr 时 刻 作 为 初始 时 刻 , 研 
究 瞬 时 热源 在 r 十 dr 时 刻 以 后 产生 的 刘 度 分 布 v Grotii dri Wl v 


(x ,tiT) 的 定 解 问题 为 
v/—a^v,,—0, i (B. 2. 36) 
vs a= 0,0, [,-; 0, (8. 2. 34) 
v|.-.—fG,.D.. (8. 2. 37) 


E DS BERT BRL CLER ERE SET (EE CO. 2. 36) 为 齐 次 方程 . 由 于 dr 很 
短 ,， (8.2.37) 中 将 初始 时 刻 r+ dr id 29 c 时刻 . 定 解 问题 
(8. 2. 36), (8. 2. 34), (8. 2. 37) 与 定 解 问题 58. 2. 332 — (8. 2. 35) 等 
价 ,已 是 齐 次 证 定 方程 . 齐 次 边界 条 件 , 可 用 分 离 变数 法 或 博 里 叶 
级 数 法 求解 ,不 过 要 注意 ,原来 求解 公式 中 的 + 这 里 应 搞 为 上 一 r. 

定 解 问题 (8. 2. 300 — (8. 2. 32) 是 线性 的 , 释 加 原理 也 适用 . 考 
虑 所 有 了 瞬时 热源 产生 的 影响 ,把 这 些 影响 得 加 起 来 ,就 得 到 此 定 解 
问题 的 解 Ce DTE 


下 (二 一 f vCr,f;Ddr (8. 2. 38) 
同样 ,可 从 数学 上 验证 这 样 得 到 的 u Cr 0388 3: 3 I IER IR] RE 


(8. 2. 302 —(8. 2. 32» ,请 读者 去 完成 ,这 里 不 装 述 了 . 
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例 3 求解 定 解 问题 
15 —a^u,,-— Asinet, 
u |s=0—= 0, |.-: 一 0， 
u |o=. 


NE ”首先 应 用 (8. 2. 38). 
u(r.f)— f ulrtrdr, 
ü 


而 olesti DARA TEE RE E 
让 一 好 一 站 ， 
v |== Ov za, 
v |== Asinar 


求解 ,这 可 仿照 上 上 节 例 2, 用 分 离 变数 法 解 出 


oret 


viz tiri = 240 Soo "sin 
其 中 系数 


2 
C, —T | Asincrsin 


. £Asiner . i 
d "| A / 
|. 2Asinwr 
"十 去 | x 
这 样 ， 
2Asinwr < 1 A mtz) iL 一 区 
如 人) 一 a D E * "sin 
a—t (2+5 
2 
从 而 


uCr.t)— f vir,t;r)dr 


' Zi4- 


mtj» 
zx. 


I 


1 ; 
| nc T 
— cos [t)r 


1 
4 
ma /Ea 


ded 


1 2 
| nay ta? ise. 


f sinef—«ecosct]-ce ^ 8 — — 


3 HH 


L KO cNIEPSIRET PERSE SE EAA h FosinG2rc/Dcosan, 
3i 86 6r ER 2g [ ein rz D ]* An] GS BE AE o RT BO SA e s. 
2 求解 热传导 同 题 
u,— à), — Asinat , 
dcs 
u [i-o PLT). 
3. MEER DC RR LE 2 ER DK BE PESE ISEL09 of G0 — 
po Crosinar 2E RR SEC IF] oz ,研究 共振 的 可 能 性 ,并 求 共振 时 的 解 . 
4 PPP ESETEGR xo REH O= phina 作用 而 振动 ,求解 振动 
情况 . [提示 :外 加 力 的 线 密度 可 表 为 ef Ger) = p foina lemar). ] 
5. 求解 振动 问题 
us — a uum fr, 
上 se 


u PELIES 3H l;-o 4x2. 


Hu, A t m —bu., 
此 sec 

t |m eO). 
-= 215- 


能 否 用 传 里 时 级 至 法 求解 ? ERIGI II P I 
来 | 

7. 均匀 细 导 线 ,每 单位 长 的 电 月 为 R, 通 以 恒定 的 电流 7, 导线 表面 跟 周 
图 光度 为 零度 的 介质 进行 热量 交换 , 试 解 线 上 温度 变化 , 设 初 始 温度 和 两 冀 
温度 都 是 零度 . 


$8.3 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 


在 $8.1 和 $8.2 两 节 中 ,不 管 是 齐 次 还 是 非 齐 次 振动 方程 和 
输 运 方程 ,它们 的 定 解 问题 的 解法 都 有 一 个 前 提 ; 边 界 条 件 是 齐 次 
的 . 

但 是, 在 实际 问题 中 , 常 有 非 齐 次 边界 条 件 出 现 , 那 么 ,这 样 的 
定 解 问 题 又 如 何 求解 呢 ? 由 于 定 解 问题 是 线性 的 ,处 理 的 原则 是 利 
用 和 寿 加 原理 ,把 非 齐 次 边界 条 件 疝 题 转化 为 另 一 未 知 函 数 的 齐 次 
边界 条 件 问 题 . 请 看 例题 . 


(一 ) 一 般 处 理 方法 

例 1 自由 振动 问题 
ta dir m, . (8. 3. 1) 
Hoo BD su | Lo v, (8. 3. 2) 
u lemo PET] st led). (8.3.3) 


边界 条 件 (8. 3. 2) 是 非 齐 次 的 . 
选取 一 个 函数 *(Cr:b ;使 其 满足 非 齐 次 边界 条 件 C8, 3, 20 ,为 
了 简单 起 见 , 不 妨 取 wlz, 让 为 工 的 线性 函数 , 即 
vlr DSAM HRG). (8. 3. 4) 
将 C8. 3. 4) 代 入 (8. 3. 2), 解 得 


va p= P7801], y (8.3.5) 
LESE 300.8 ES 
u(x,t) o Gs) wc st) (8. 3. 6) 


HECB. 3. 5). 8. 3. 6) 代 入 定 解 问题 (8. 3. 10 ~ (8. 3. 32,48 xo Gr 0) 
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的 定 解 问 题 
Wa — Wr = -mtatoa = TUO) " 
(8.3. DD 
w |205 0,20, 0, (8.3. 85 


wlan) — lees m eG HeLa (Q0) — (0) 12— a0), 


ws om d vrhom aE (0 —v (0) ]x— jr €. 


(8.3.9) 
虽然 zz6 的 方程 68.3.7? 一 般 是 非 齐 次 的 ,但 是 , 定 解 疝 题 
(8. 3.7) 一 (8. 3. 9) 具 有 齐 次 边界 条 件 ,可 按 8 8. 2 求解 . 

这 里 还 要 特别 说 一 下 z=0 和 z 一 ! 两 端 都 是 第 二 类 非 齐 次 边 
FLA E ucl co nOD ulum vo PEU. 如 果 仍 按 (8.3.4)? 取 = 
HARRAH o USA dE ET GR EAR PER 

Cc deam AQ — aD vim AGO — v. 
除非 GO — G0 CERE IDCPR SXCECAR FJ. 这 时 不 妨 改 试 
00 yir) — A(Qx + Bl. (8.3.10) 

(二 ) 特殊 处 理 方 法 

例 2 SED x—0 3n x c 8 XOB EIE IR SI Asiner 32 E 
初始 位 移 和 初始 速度 都 是 零 SK SE BS e. 这 个 定 解 问题 是 


Ha — uu 一品， COccr«D (8.3. 1D 
u|..a—0,. u |z= .Ásimet, (8.3. 125 
u h- 0, uno. (8. 3.13) 


z 一 ! 端 为 非 齐 次 边界 条 件 . 
如 果 按 上 述 一 般 处 理 方法 ,应 取 v Gr 0 = CAsinwt/2) xz , 1B 
是 ,相应 的 w(z DATEI E IPIE E H RON vs a W= — (GV 
va) — (Ao! x / Dsinwt , EER X 77 £8 GR BER. 能 否 有 较为 简 
便 的 方法 呢 ? 
由 于 求解 的 是 弦 在 z=/ 端 受 迫 作 谐 振动 Asina 情况 下 的 振 
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动 , 它 一 定 有 一 个 特 解 o Ce ,满足 齐 次 方程 (8. 3. 11)、 非 齐 次 边 
界 条 件 (8. 3.120, HUE = 一 端 同步 振动 , 即 其 时 间 部 分 的 函数 亦 
为 sinot, 就 是 说 , 特 解 具 有 分 离 变数 的 形式 


vr. —X(r)sinat (8. 3. 142 
将 (8. 3. 40$ AL (8. 3. 112, (8. 3. 122, f8 
2 
| X" 十 (去 X 20 (8. 3. 182 
X(0 —0,X(») —4A (8. 3. 16) 


将 常 微 分 方程 (8. 3. 13150 BE X GO — Ceos Cor/a) T- Dsin Guz/a 4X, 
A C8. 3. 160, HERE X GO) —[ A/sinCed/a) jsin oz/a) , Mmi 


vt) = — sin Zsinat (8. 3. 17) 
. wl a 
sin a 
于 是 令 
ur sy) =p r,t) wr 0 * (8. 3. 18) 


将 (8. 3.172, (8.3. 18) A (8. 3. 11) — (8. 3. 132, 48. wlr, Ð IL AE 
解 问题 


w.—awu m — (avum (8. 3. 19) 

w= 0;  :|.2,—0. (8. 3. 20) 
o aO, (Sinwr/a 

t6], 2oc 0. to he0 Aw Sinala (8. 3. 21) 


定 解 问题 (8. 3. 19) — (8. 3. 2 ARRIE ARARA AA 
高 变数 法 求解 ,其 一 般 解 由 (8. 1.14) 给 出 ,因此 ， 


wirt) = 2; | A,cos + B,sin et sin Trs 
其 中 系数 4. 和 B. 可 按 (8. 1. 16) 计 算 ,得 
2 f sin(e€/a) . nné 
去 | 上 sin(ol/a) 9 H dé 


^ nxa 
2Aw [- sin(Cam/a--nz/I)É , sin(w/a | 
nnasinCan /a) 2Go/a-- nx /D 2(o/a—nn/l) 
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ü 


Aw [人 sin Cua | 


^ nmxasin (ul /a) to/a 3-nx/i cfa—nx/l 


x 1 1 
=C) [zeta Haan | 
2an, 1 


一 【 1» * ah fal — nint IV 
这 样 
"i . mnmaogt nr 
wlat) =2 > "yp gp“ j Sin ~ 
一 me 
ulr DSA sin(ai/a) siner 
páv 3 1 . nTa. NET 
ab o wa nm 7 Sm 
习 是 


L 求解 细 杆 导热 问题 . 杆 长 1, 初 始 温度 均匀 为 wu, 两 端 分 别 保持 混 度 x 
和 ts. 

2y 求解 网 杆 导 热 问 题 ,初始 温度 为 零 ,一 山 = 一 E: T =o 
的 温度 为 ALCA 是 常数 ,t 代表 时 间 ). 

求解 均 句 杆 的 纵 振 动 , 杆 长 ,一端 固 定 , 另 一 端 爱 纵向 力 
E(D = Fosinet 

作用 ,初始 位 移 和 速度 分 别 是 poA pl). 

4. 长 为 1 的 柱 形 管 ,一 问 封 闭 , 另 一 端 开放 . 管 外 空气 中 含有 某 种 气体 ， 
其 深度 为 ,向 管内 扩散 . 求解 该 气体 在 管内 的 浓度 uled). 

5. JERSE =o 加 以 固定 ,在 静止 弹 得 的 下 端 x==! 轻 轻 地 挂 上 质 
BO m 的 物体 ,求解 弹簧 的 纵 振动 . 弹 黎 本 身 的 重量 可 忽略 不 计 ， 


$54 泊 松 方程 


泊 松 方程 
Au= f(x (ym) 
可 说 是 非 齐 次 的 拉 普 拉 斯 方程 . 它 与 时 间 无 关 ,显然 不 适用 种 基 定 
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理 法 . 

我 们 可 以 采用 特 解 法 . 先 不 管 边 界 条 件 , 任 取 这 泊 松 方程 的 一 
TREE oM uc — vw. 这 就 把 问题 转化 为 求解 也, 而 Am 一 Ar 
一 如 一 aa 一 了 一 0, 这 不 再 是 泊 松 方程 而 是 拉 普 拉 斯 方程 . 在 一 定 
边界 条 件 下 求解 拉 普 拉 斯 方程 是 § 8. 1 研究 过 的 问题 . 

例 1 ERÈ poce 上 求解 注 松 方程 的 边 值 问题 

meme 
u | pmp, —c. 

解 ” 先 设法 找 泊 松 方程 的 一 个 特 解 . 显然 ,A(axr?/2) =a, A 
(ay:/2) =q, AIPE N., RC a (x Hyi X ;ACbri/12) —br*.A 
( by!/12) — by. 这 样 ,找到 一 个 特 解 

v — E Gy ato yo p Eb Gh by Gt y) 

— Sg Hiph costg 
4 
u— vw Ig D p'cos2p+w, 
就 把 问题 转化 为 w 的 定 解 问 题 ， 


Aur —0, 
sce tac Le 
UI Rx EXEC EE E TUR EOA QE TRE 4E DA 
(8. 1. 68) BJ 


wp. p —Cy4- Dulnp 十 之 E CA cosmg-- Bsinmg) 


+ > "(Cuacosmg-l- Dasinmeg). 
w AR PR 24 AE PCR FL. 但 上 式 的 lne 和 "在 图 心 为 无 限 大 ， 所 
以 应 当 排 除 ,就 是 说 Da = 0 C0, D, —0. 于 是 ， 
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wi, q— De CA cosmq-- B,sinmg). 

把 上 式 代 人 边界 条 件 ， 

Ea Acosmpt Bosiomg) —c— $6 — Lpicosag 
比较 两 边 系 数 ,得 | 

Aoc — p sm — pl Av (m0. 2) B, =0. 
这 样 ,所 求解 是 ， mE 

u—v-Ew e GP i) - b (QI 一 PDcos29 

例 2 EEE Ox e«a.Oxlyscó 上 求解 泊 松 方程 的 边 值 问 


题 
A;u—-——2, 
t| s-o = 0,4 | zza = 0, (B. 4. 1) 
ul, 2.—0.u |,-,—:0. (8. 4. 2) 


饰 ” 先 找 泊 松 方程 的 一 个 特 解 v. 显然 ,vw 一 一 x 满足 Av 
一 2. 其 实 ,v 二 一 石 十 cz 十 cle 和 cs 是 两 个 积分 常数 ) 也 满足 Ar 
— —2. 我 们 打算 选择 适当 的 c 和 c;; 合 wv 满足 齐 次 边界 条 忻 
(8.4. D. 容易 看 出 ,ci 一 aycz 一 0. 这 样 ， 

v(r,y)—zr(a—32). 
4 
uiri y =v t w= arla r) twr, y), 


BERRA u 的 定 解 问题 ,就 把 它 转化 为 w 的 定 解 问题 


Ato —D, (8. 4- 3) 
w.-.—9.51.,-—0, (8. 4. 4) 
w lyo zlea) nol, rera), (8.4. 5) 
ER SB 13 BE IE CB. 4. 3) 和 (8. 4. 4) 的 解 可 表 为 
wilr, y= >) CA,e F -- B,e ^7 )sin E (8.4. 6) 
A] 
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为 确定 系数 A, 和 五 ,以 (8.4, 6) 代 入 边界 条 件 (8. 4. 5), 


oo 


5 CA, + B,„)sin TT =r (xa) + 


5 CA, eZ. + Be T sin A czG—a). 


将 (8. 4.7) 的 右边 也 展 为 博 里 时 正弦 级 数 : 
nur 


rGr-—a)-— 2 Csin 
Rm 


(B. 4. 7) 


(8. 4. 8) 


ur 了 
c, =2 | (ri—ax)sin ?zzdz 一 各 [一 1 一 1]， 
ea b a *» T 


 BACS. 4. S RA CB. 4. 7) 的 右边 ,比较 左右 两 边 的 情 里 叶 系 数 ， 


As B,C—C, * 
nw mb 
es 十 有 ea L—C.. 
A - ]—e-7*. Nn (gib ha Lg mea) 
n" ELLE LS Lo gms e cambia a 
p "bs C = e ét. C 
T ph re "en eosh(nxb/2a) T 
B Nu eri. 1 | emis (ere en 
n" etla p T mba nd pnma. 折 一 na n 
erba grh ia 


= ghe pe mf C. cosh (nx5/2a C7 
于 是 代 回 (8. 4. 6) 成 为 


wiry) 一 > cosh[nnCy—5/2) /a]c sin T 


xi cosh (nnb/2a) 


我 们 又 知道 ,对 于 n—2k,Ckb—]1,2,0,C, — DUXI n-—2hb-—1 


(&—1,2,-0,C,— — Ba? / (2& — Do. 这 样 ， 
Ba! N^ cosh 2k —1)z2(y—b5/2)/al . 


C2R— 1 ) nx 


ur y) = 


把 wlzsy) 加 上 ztx 一 a) 就 是 所 求 的 w(x,y). 
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n! iei (RÀ— lYcosh[(2&—1)x6/2a] ^ 


a 


2 NB 


1. EH pca 上 求解 Auc — 4. ARRE ub 9. 

9 ENR oca 上 求解 Au — — ay HR RIE ulpa =O. 

3. 在 矩形 域 Ora. —b/ 2 yc-8/2 上 求解 Au——2. Hu 在 边界 上 
的 信 为 零 . , 

在 矩形 域 0er La, b/2« y -M/2 LRE Au= ry, B. u 在 边界 
上 的 导 为 零 . 


$85 小 结 


在 掌 所 了 分 离 变数 法 ,埔里 叶 级 数 法 , 冲 量 定理 法 和 非 齐 次 边界 条 件 的 
处 理 方法 以 后 ,就 能 求解 最 一 般 的 有 界 问 题 : 泛 定 方程 和 边界 条 件 全 是 非 齐 
次 的 ,同村 ,初始 末 件 是 非 零 值 . 作为 本 章 的 小 结 , 下 面 以 一 般 的 一 维 有 界 振 
动 癌 题 和 二 维 有 界 稳定 温度 分 布 问 题 为 例 ,说 明 全 时 间 题 (波动 和 输 运 问题 ) 
和 不 含 时 间 题 (稳定 场 癌 题 ) 不 同 的 求解 步 又 和 最 有 效 的 解法 . 


(一 } 一 般 的 有 界 波动 和 输 运 了 向 是 

以 有 界 弦 的 一 般 振 动 同 题 为 便 , 其 定 解 问题 是 
ug — a uuu m F(z), (8. 5.1) 
uz. AY uu | i». (8.5.2) 
u lemo 9r? uu or. (8. 5. 35 


sk BK 59 BT IERI XC — iE PU 6 DUERONU EI B RE HE TT BEER PRO US DLE 
if fk EX 50 38 f PL e, ERE IG i 8 JURE RARR E TIER 90 8 
忻 是 非 零 值 .不 过 ,方程 .边界 条 件 和 初始 素 件 者 是 线性 的 , 重 加 原理 适用 ,前 
述 解 法 和 非 齐 次 边界 条 任 的 处 理 方法 均 可 应 用 . 为 了 方便 .有 效 ,可 采用 如 干 
REFE: 

O 边界 条 件 化 为 齐 次 

取 vtzsi) 满 足 非 齐 次 边界 条 任 (8- 5.20 , Bl hm 


vir.)- pO — pr) et pe), 


ux dt) viru) t.i) 
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代入 定 解 问题 (8. 5.127 (8.5. 32 4 wGr BT XE RESTER 

Wa —a Wa m f (Tt) —vyg rut). 

w |a = Ow |a= 0, 

wh Sp u hampi) ium oo CE) — hea CD. 
H PERS AUOD vpr) o emn — vw aadA gs PG), 
Per) 边界 条 件 已 是 齐 次 o SERIE TOL ER PT FEL. EHRE § 8. 2 
[BERE AR E34 TC EMIT IDE S274 € E E HET 
HH ACE TLCO T CO)ZROR E. AR RURULRGE AI br DECRE £e s p e E IGI 
PPAR EREA EE SERE EE ÉEHECR RE. DLP TRE CD. 

(2) 刊 用 倒 基 原理 化 成 两 个 简单 的 定 钾 问 是 


5 wlr D =w] Grad! Gu, 

w! w! EE P ER 
wd awh, -— wl —a'wir=glr,t), 
本 w!liicoOsget|.2—0, 
wi he5 Pir) wt h-o Y G); "ENT | 一 0 


w ! 的 定 解 问题 为 齐 次 方程 , 齐 次 边界 条 件 ,可 用 分 离 变 数 法 求解 ;而 w! 的 
定 解 问题 仅 方程 是 非 齐 次 的 ,可 用 冲 量 定理 法 求解 ， 
对 于 一 般 的 一 维 有 界 输 运 问题 ,例如 定 解 问题 
t a uus m f rst. 
tleo p), ulul), 
ula qr). 
HORECDUR. LESS BIER TZ S HAA, E AAEM LR HER K. 
对 干 二 维 、 三 维 的 有 界 波动 利 输 运 同 题 的 求解 了 岂可 仿 此 进行 . 
C) 一 般 的 有 界 稳定 场 问 是 
今 以 二 维 矩 形 域 稳定 温 唐 分 布 问 题 为 例 , 其 定 解 阿 是 是 
urtit =S Ts (B. 5. 4) 
ulemo) Hlama =r) 
lyo = PT), uly = lr 
稳定 分 布 问 题 与 时 间 c 3036 RARER A i AA i TR] REA [8] ,首先 
处 理 的 不 是 非 齐 次 边界 条 件 ,而 是 非 齐 次 方程 , 虽然 这 里 两 组 过 界 条 件 都 是 
非 齐 次 的 ,但 上 节 的 特 解 法 在 这 里 仍 扩 适 用 . 其 求解 步 又 是 : 
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OD 用 特 解 法 ,将 非 齐 次 方程 问题 化 戒 齐 次 方程 问题 
取 非 齐 次 方程 (8. 5.4) 的 一 个 特 解 w(z,y), 有 ws 十 wy 二 了 (zy). 令 
ur, y)-—vGr yw Tr y), 
于 是 wlr y ME REIR] RR 
War Hepy = (8.5.5) 
w| e5 Ay uly), wle riy va y), 
w| po 5r} vir, O, w| =i) eih). 
(8. 5- 5) 已 是 齐 次 方程 
(37》 用 重 加 原理 ,化 成 两 个 可 直 挫 有 求解 的 定 解 问题 
E xor, y) =w! Gi, y) +w! Cm), 
w w" 的 定 解 问题 分 别 基 


war ty DO 
| |--。 一 0， w! |,-,—0, 
wl | spr or w' ly mr) vi b), 
wi 4 w 4, — 0, 
| |--o— 420 —v(0,32,. 和 | My vy), 
wy 一 9， w!]|,—90. 
这 两 个 定 解 问题 都 是 齐 次 方程 和 一 组 非 齐 次 边界 条 件 ,可 用 分 离 变数 法 或 傅 
里 叶 级 数 法 直接 求解 . 


本 章 研 究 的 金 蚌 定义 在 有 有 界 区 域 的 定 解 问题 , 且 可 用 分 离 变 数 ( 伟 里 叶 
级 数 ) 法 求解 ,容易 使 人 产生 误解 ,似乎 任何 有 界 的 线性 的 定 解 问 是 都 能 用 分 
离 变 数 法 求解 , 其 实 不 是 这 样 ,例如 ,下 列 并 不 很 复杂 的 变 系 数 的 线性 偏 微分 
方程 


a a Tus, 0. (8. 5. D 
Ug Itu 0, (8.5. 72 
Ua — a! Gd 0. (8.5. 8) 


(8. 5. 62. (8. 5. 70 RIT DLE RE ECCE ,而 (8. 5. 8D BEC BE 2p CE C. 这 其 实 不 
难 理解 ,因为 方程 (8. 5.8) 根 本 不 存在 分 离 变 数 形 式 的 解 0 — X GOT 
《自然 ,分 元 变数 法 对 它 不 适用 . 

至 于 无 界 区 域 的 定 解 问题 ,请 见 第 十 二 ,十 三 .十 四 瘟 . 
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第 九 章 “二 阶 常 微分 方程 级 数 
解法 ”本 征 值 问题 


上 一 章 的 分 离 变 数 法 是 对 直角 坐标 系 的 各 种 定 解 问题 和 平面 
极 坐 标 系 稳定 场 问 题 进行 的 ,出 现 的 本 征 函 数 都 是 三 角 函 数 . 但 实 
际 问题 中 的 边界 是 多 种 多 样 的 ,坐标 系 必须 参照 问题 中 的 边界 形 
状 来 选择 ,不 可 能 总 是 直角 坐标 系 或 平面 极 坐 标 系 . 

圆 球 形 和 圆柱 形 就 是 两 种 常见 的 边界 ,相应 地 用 球 坐 标 系 和 
柱 坐 标 系 比 较 方便 . 本 章 要 考察 球 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 中 的 分 离 变 
数 法 所 导致 的 常 微 分 方程 以 及 相应 的 本 征 值 问题 . 


$9.1 特殊 函数 常 微分 方程 


(一 ) 拉 普 拉 斯 方程 Ax 一 4 
OD 球 坐 标 系 
球 坐 标 系 拉 普 拉 斯 算 符 A 的 表达 式 可 在 微 积 分 学 教 本 中 找 
到 ,从 而 得 拉 普 拉 斯 方程 在 球 坐 标 系 中 的 表达 式 
i| Fi Asa sin E] Ped 一 4 
(9. 1. 12 
首先 , 试 把 表示 距离 的 变数 x 跟 表 示 方 向 的 变数 8 和 ?分离 ， 
以 
ur Pp — ROOY(G,.9 
f& A C9. 1. D, 18 
Yd [7 ,R R wY 


P z| timbog 


ridr dr sing 77 
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dall 


用 ARY 让 乘 各 项 并 适当 称 项 , 即 得 
1d [= dR| —l e| .inó 23 1 1 sY 
Rdr dr j i ^ sin8Y að of Y sin?8 ap ' 
左边 是 + 的 函数 , 跟 9 和 元 关 ; 右 边 是 8 和 vp 的 西数 , 跟 r 无关 ， 
两 边 相 等 显然 是 不 可 能 的 ,除非 两 边 实际 上 是 同一 个 常数 . 通常 把 
ATEO GHI), 
1d[,dR 


1 1 Y 


oí . ,9Y 
Rdr de] < sin og Ysintóogg STD- 
这 新 分 解 为 要 中 方程， 
rT q |= oeo (9-1. 2) 
1 
gag sino $5 a)” seg OOY =0. (9.1.3) 


常 微 分 方程 (9. 1. DE e TE cae S lae DR- 0 是 欧 拉 型 常 
微分 方程 , 它 的 解 是 


RG)-Cr D A. (9.1. 4) 


偏 微分 方程 (9. 1. 3) 叫 作 球 函数 方程 . 
进 -- 步 分 离 变数 ,以 
YA PD CS 
代入 球 函 数 方 程 (9.1. 3) ,得 
aaa a9 + 二 
用 sin:p/BdG 遍 乘 各 项 并 适当 移 项 , 即 得 


sin&8d | . ,d&) 22g, 1d 
8 $lsin Fg | HUH Dsin 站 二 p dF 


左近 是 的 函数 , 跟 p AATE p R 0 XO. a 
显然 是 不 可 能 的 ,除非 两 边 实际 上 是 同一 个 常数 . 把 这 个 常数 记 作 
Às 


HG 1280 -— 0. 


1 dio 


g g| sin? $5 | HOH si ~ lcg x 


D 
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这 就 分 解 为 两 个 常 微分 方程 : 
d" -A0—0, (9. 1.5) 


sind E. sing Ed UG Dsis"-Xj-o. C9.1.6) 


常 微分 方程 (9.1. 5) 往 往 还 有 一 个 没有 写 出 来 的 “自然 的 周期 
Ik f" Cp 2:0 — $050 (参看 38.1 例 4). 常 微分 方程 (9. 1.5) 和 
自然 的 周期 条 件 构 成 本 征 值 问题 . 本 征 值 是 
ÀA—m* Gn-7-0,1,2,3,.72, (9. 1.7) 
ZEE PB E 
Dg) = Acosmqg-- Bsinmg. (9. 1. 8) 
下 看 常 微分 方程 (9.1. 60. HEBES (9-1. 0 ,应 把 (9, 1. ORGA 
agl sin? | + [74+ — ass eo (9.1. 9 
通常 用 
ü-—arc cosx, Bh r-—cosf, 
JU ELSE CB, 0 MA zkz 只 是 代表 cos, APERM). N 
d8 d6dz  . ,d8 
d9 dzd ° dz’ 
1 d(,,,9d9).. 1 dzd np dO 
oso sin A EA sin A 
-&[a-$] 


3r fco. 1. 9) 化 为 
d de mi 
i o-$ Hutoa je=0，(9.1.10) 
JRER 
de . de,r,. m s. 
a—2022 224.4 [IG*D—Q173 )je-o. 
(8. 1. 11) 
这 叫 作 7 Erst LE 7 TR. 其 0 —0 的 特例 , 即 
(1 zx) de 2r 8 U+ 6. (9. 1.12) 
dz dr 
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MuE 2 6081-07 $8. 

k TFA i f& Jr PEGRR XECHTOES LE $8 Zr TR gp cR S OR. $ 9.2 和 
$ 10. 2. 在 那里 将 要 看 到 Bb 48877 Borm x EE (7L REGE TER 
AXE r= iO 5—0,)80" B ERI AE CEUSERS RETE CIRT AE, , 决 
定 了 /上 只 能 取 整 数值 . 

(20 Hu 

柱 坐 标 系 拉 普 拉 斯 算 符 A 的 表达 式 同样 可 在 微 积 分 学 教 本 
中 找到 ,从 而 得 拉 普 拉 斯 方程 在 柱 坐 标 系 中 的 表达 式 


l è l afu ew 
se ER 十 ea o. (9.1.13) 


pof oro 
试 以 分 离 变 数 形式 的 mE 
ulp.q.z)— RGOO(9Z() 
FAQ. 1.132,18 
4Z TAA CIE HEFP C ROZ" —0 
用 PRD 遍 乘 各 项 并 适当 移 项 , 即 得 
PËR pdR, ,Z" — dv 


Rdé Rdp ^ 2^ 4 
左边 是 和 z HAKOR 9 COS AE paR LER. 2 和 = OX. 
两 了 边 相 等 显然 是 不 可 能 的 ,内 非 两 边 实 际 上 是 同 一 个 常数 . 把 这 个 
常数 记 作 A 


gdR, pdR dw 


Rdp Er 1 d E E 
这 就 分 解 为 两 个 方程 : 
otamo (9. 1. 14) 
CR, pdR 


HAIDE. 1.14) 8 EC LOCUS BP OPERAR EP ERU 
征 值 问题 . KEAR E FR CE 
A—m* (m—0.1,2,3,), (8. 1. 16) 
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Pip) 一 Acosmp]- Bsinmq. (9. 1.17) 
TJ 8 (9.1.1550, 4 (9. 1. 10 [KA Hl 1/ e? 3RSIE EE 3E EE 


项 , 即 得 


1d'R,11dR w' 2 
Rd pRde p  Z 


左边 是 p 的 函数 , 眼 x 无 关 ; 右 边 是 > 的 函数 , 跟 o 无关. PELA 
显然 是 不 可 能 的 ,除非 两 边 实际 上 是 同一 个 常数 . 把 这 个 常数 记 作 


—H, 


1dR 11dR m Zr 
Rdr pRde 9  Z ^ 

这 就 分 解 为 两 个 常 微 分 方程 ， 
px (9.1.18) 


(9. 1. 18) 


下 面 区 分 x 一 0, p>0 和 g<0 三 种 情况 . 
(12,5 — 0. Ji BE (9.1.19) E B dr h PR. Jp Fe (9. 1. 180 和 
(9. 1. 19) 的 解 是 


Z-—C--Dz; (9. 1. 20) 
E--Flnp, [了 一 
-| TFinp m=0) (9. I. 21) 
Ep"--F/p. Gn3*0) 


(22 4270. 对 于 方程 (9. 1. 190 ,通常 作 代 换 
T= up, 
EATA o EROS IO x 只 是 代表 wp, 并 非 直角 坐标 ), 则 
dR dRdr —dR 
de" dzdp^ Y“ da’ 
dR di dR| d dRidr dR 
sp cde. ^82] "del as] do a 
Jr Eb 


dzR | dR d 
H Eyi Tz |R=0, (9. 1. 22) 
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B E TR a WR E (zw) R-0. 


XE UE m 阶 具 塞 尔 方 
TI 员 塞 尔 方程 附加 以 p 二 ps 处 ( 即 半径 
为 po 的 圆柱 的 侧面 ?的 齐 次 边界 条 件 构成 本 征 值 问题 ,决定 产 的 
可 能 数值 (本 征 值 ). 
这 时 方程 (9.1. 18) 的 解 是 
Z()-—Ce "**--De- "** (9. 1. 23) 
(32460. id — i770, 77 RC. 1.18) 成 为 Z" 4 V/Z —0,H 
解 为 
Z(z)-zCcosvz + Dsinvz. (9. 1. 24) 
ECAR, EER *== 和 z=z; 处 ( 即 柱 体 的 上 下 底 
UD S TEICLAEAR TE OE PS HR QE (GL TR] RE. Ue $E v 的 可 能 数值 ,从 而 
Urs v É aAA CIS BETED €T 77 8209.1. 19) ,以 i — r 代 
入 ,并 作 代 换 


x—ypD, 
出 方程 化 为 
z 2 
即 pu d (rm) R=0. 


PS: os NERA. 事实 上 ,如 把 贝 塞 尔 方程 (9,1, 22) 的 宗 
量 x 改 成 虚数 zz, 就 成 了 (9.1. 250. 虚 宗 量 贝 塞 尔 方 程 的 求解 见 
§ 9. 4. 


(二 》 波动 方程 
考察 三 维 波动 方程 
tiu — a n — 0. (9. 1. 26) 
分 离 时 间 变 数 上 和 空间 变数 r,* 以 
urt) =T ulr) (9. 1. 272 
代入 (9.1. 265, f8 
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左边 是 时 间 上 的 函数 ,右边 是 = 的 函数 ,两 边 不 可 能 相等 ,除非 两 
边 实际 上 是 同一 个 常数 . 把 这 个 常数 记 作 一 起 ， 


Tr _az y 
aT v ` 
这 就 分 解 为 两 个 方程 
T” +k a T =Ò, (9. 1. 28) 
Av d- ko — 0. (9. 1. 29) 


常 微分 方程 (9. 1. 28) 的 解 是 读者 熟悉 的 
T (1) —Ccoskat + Dsinkat 或 Ce 二 De (k0), 
(9. 1. 30) 
T=C+D (=0). 
偏 微分 方程 (9. 1. 290 D] f E EE 475 £2 o 9 LET UE 


Ri". ABRAN PR TF LX EE SE H IC. 


(三 》 输 运 方 程 
考察 三 维 输 运 方程 | 
u at Au = Ò (9. 1. 31) 
分 离 时 间 恋 数 上 和 空间 变数 r, 以 
ur D —T vtr) (8.1. 32) 
£A C5. 1.310, 18 
T' Av 
aT v’ 


左边 是 时 间 : 的 函数 ,有 边 是 + 的 函数 ,两 边 不 可 能 相等 ,除非 两 
边 实 际 上 是 同一 个 常数 . 把 这 个 常数 记 作 一 夏 ， 


T' an 
To E 
这 就 分 解 为 两 个 方程 ， 
T' +a T =d, (9.1. 33) 
Av - k*o — 0. (9.1. 34) 


常 微分 方程 (9. 1. 33) 的 解 是 读者 熟悉 的 
: 232» 


TO =C, (9. 1. 35) 
偏 微分 方程 (49. 1. 340 t EZE. P ERE AE SE eA 
BEAD. | 
(quo zT 
(D SRded GR 
利用 球 坐 标 系 拉 普 拉 斯 算 符 AUS de ox BT GER AA pr A i 
Ta 25 75 PEOR dei s, 


la 


EHE 1 | sine 5 
Far!l or] sino? ad 


E ƏV pyi. 


3 
+ rsin” hag 


(9. 1. 36) 
首先 ,把 变数 + 跟 变 数 9,p 分 离开 来 - 以 
vir, -RGOY(G,9) 
代入 (9.1. 36, Hi r/RY 和 和 和 和 全 


tife E Lo A a eint $5 一 -La 

r —3in2Y a og Ysin?8 og? 

XE manm 2 和 ?的 函数 ,两 边 相 等 是 不 可 能 的 , 除 

非 两 边 实际 上 蚌 同 一 个 常数 .通常 把 这 个 常数 记 作 十 1)， 
kan) :一 一 了 sa 25 | viia 

一 +1). 


这 就 分 解 为 两 个 方程 


E td DY O, (9.1.37) 
dR\ 


E [8 —1-H1]R-0. (9. 1. 38) 


KO LoDR ERR EO. L D FER SIRAN 
Xr 885 C9. 1. RISE THEE IE 18875 EE C9. 1. 110. 前 面 已 提 到 ,方程 
(9.1. IDAE x — E 1 的 “自然 边界 条 件 ” 构 成 本 征 值 问题 ,决定 / 
只 能 取 整 数值 - 

常 微分 方程 (9. 1. 380 ZR 


. Y 
二 | sinf 26] 4- 


* 233-7 


p ER co, OR R Cy 14-1) ]R-0, (9. 1. 38) 


MPE 7 ERUERA. 这 是 因为 对 于 >0, 可 以 把 自 变 数 x AA 
数 RCr) 分 别 换 作 z 和 yia), 


zh, RD eA cy 


则 方程 (9. 1. 38? 成 为 
bz g«[-( o] Je (9. 1. 39) 
T9. 1. 39) 是 ! 十 172 阶 的 贝 塞 尔 方 程 , 其 解 见 $ 9.3. 
对 于 外 =0, 方 程 (9. 1. 38) 退 化 成 欧 拉 型 方程 (9, 1 20 ,相应 的 
解 为 (9. 1. 4), 即 REO =C + Dre, 
ZREZEK EME. LEO AE 
用 分 离 变 数 法 求解 波动 方程 和 输 运 方程 的 前 提 是 边界 条 件 为 齐 次 
的 ,如 有 非 齐 次 边界 条 件 必 须 先 “ 齐 次 化 ” 这 样 , 我 们 将 认定 交 姆 
Ta 257g PRESS RRE FREER. 方程 (9. 1. 38) 附 加 球面 (= 一 
ro) REB Jr 3X LIAE EJ AS QETRL IRL D, DeoE k B RT RERE. 在 
$ 9. A 将 会 看 到 ,对 这 样 的 本 征 值 问题 ， DRAKEN k20. 此 本 
征 恒 问题 的 求解 见 811. 5. 
(OD 柱 举 标 系 
利用 柱 坐 标 系 拉 普 拉 斯 算 符 A DREA, TEUER AB CE 
霍 兹 方程 的 表达 式 为 
l da 
pap 
以 分 离 变数 形式 的 
vop z) = RDID C) 
代入 (9. 1. 40) ,一 步 一 步 分 离 变数 ,引进 两 个 常数 AL s RE 
解 出 三 个 方程 


2 lov ər 2 一 必 
p Er es 2 二 42o 一 (9. 1. 40) 


o" Ab—0, (9. 1. 41) 
Zr M yZ-—0, (9. 1. 42) 
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dR 1dR j, s A) o 
aotig E 5] R=0. (9. 1. 43 
方程 (9. 1. 41) 和 没有 写 出 的 息 然 的 周期 条 件 构成 本 征 值 问 


题 ,这 是 读者 已 往 热 知 的 . 本 征 值 和 本 征 孙 * 数 是 


站 一 zz (一 0 192，…) C9. 1. 442 
(Cg) = Acosmq3- Bsinmpg. (9. 1. 45) 
记 常 数 a —v BD 
k — uv. (9. 1. 46) 
于 是 ,方程 (49. 1. 43) 可 改写 为 
dR 1dR mË 


do "rds |^ 


An E BrxE . T (i18 1A 29 Z2 ERR R7 ECL LTD UE RECHT K. 于 
是 ,方程 (9. 1. 42) 附 加 有 z= 二 zi Ls 处 的 齐 次 边界 条 件 , 构 成 
本 征 值 问题 ,次 定 ” 的 可 能 数值 . 而 方程 (9. 1.47? 附 加 有 圆柱 便 面 
上 的 齐 次 边界 条 件 , 也 构成 本 征 值 问 题 , 决 定 A 的 可 能 数值 (本 征 
值 ). 在 $9.4 中 和 将 会 看 到 对 这 里 的 两 个 本 征 值 问题 ,必然 有 本 征 
值守 0 和 本 征 值 umo. 根据 (9.1. 46) 4* 为 两 个 本 征 值 上 与 
ZFU ER Ez. 

方程 (9. 1. 47) 在 自 变数 的 代 换 


L2 (9.1.4D 


I= BP 
下 ,化 为 
dR, 1dR m. 
ER LE. |R 0, (9. 1. 48) 


这 是 六 BEKT 
从 上 可 知 , 不 管 是 球 坐 标 系 ,还 蚌 柱 坐标 系 , 交 姆 霍 兹 方程 在 
齐 次 边界 条 件 下 分 离 变 数 后 ,都 有 常数 280. ED 如 为 非 负 实数 ， 
从 而 上 为 实数 . 于 是 ,波动 方程 和 输送 方程 分 离 变 数 后 解 得 的 时 间 
pÁ Xo. 2. 300 fil (9. 1. 350 P. E AER. 由 于 (9.1.30) 中 C.D 
ÀGGUNCER CO. 1.35) rP & PL E JEGNIB EL, PEEL Ao BIA. 
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—f.k— ud 20. Hd p= BEi—0B8], 7] O 当 y 
—0, RCp}) 所 遵从 的 方程 (9,1.47) 退 全 为 欧 拉 型 方程 ,其 解 为 
(9.1. 210124 v —0,Z (2) 的 方程 (9. 1. 42) 退 化 为 Z" 一 0, 其 解 为 


(9. 1. 20). 
现 将 区 上 分 离 变数 结果 列表 如 下 ， 


EERE 


pip -— DAN A) 
sin mp 
G0) (= 一 <0) 
e? cos vx 
Bip — A M Ziz)-— MES Ziol-— S 4] 
unm Gom HÆR | RGO:m Prix 
Rie um : g 
拉 普 拉 斯 方程 RG)- Ó | pi DE $5973: 
Ay —0 1yra+li 
Qu i0) 
Brit Bp3E E Mr 1 
让 德 方 各 zo- {2} 
Ral zin | r RnCp)= (c. 
np; f 
(m0) 
1 cos kat 
波动 方程 | Tetf) = | | Tia | | O 
t sin £c . 
tn d A3u— U 
viri- ku(r) —0 
输 运 方程 EN ， 
i — at Ag 0 T) =e Avir) 3c & vir) —0 
LICoLu AN A) 
cos mp sin mp 
e (I | rOS vr 
BCOD 4 Erit Z= H v2 | nE =o 
ARETE igre Z= (2) 
Aav t Ep O RG) BEBE UL SER : z 
FROGO) Rim Br BUSEZR TEE E n0 R 
[^ R 1 (四 一 ( (se) 
nO [ua] o= (ine) Fete) 和 -| i 
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l. EISE TRE BEA n d — EE Sh FREE. 
2. 试用 平面 极 坐 标 系 把 二 维 输 运 方程 分 离 变 数 . 
3. 氢 原 子 定 态 问题 的 量子 力学 薛 定 刘 方 程 是 
一 a autu Eu, 
Bm 


EFA Ze E 都 是 常数 . 试用 球 坐 标 系 把 这 个 方程 分 离 变 数 . 


$9.2 常 点 邻 域 上 的 级 数 解 法 


用 妹 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 对 拉 普 拉 斯 方程 .波动 方程 . 输 运 方程 
进行 分 离 变 数 , 就 出 现 连 带 勒 让 德 方程 . 勒 让 德 方程 .页 塞 尔 方程 、 
球 风 蹇 尔 方程 等 特殊 函数 方程 . 用 其 他 坐标 系 对 其 他 数学 物理 偏 
微分 方程 进行 分 离 变数 ,还 会 出 现 各 种 各 样 的 特殊 函数 方程 . 它们 
大 多 是 线性 二 阶 常 徽 分 方程 . 这 向 我 们 提出 求解 带 初始 条 件 的 线 
性 二 阶 常 微分 方程 

y" c pO y! oatr)y=0, (9. 2. 1) 
yGn)-—Cs., y! G3 2C, 
的 任务 ,其 中 r 为 任意 指定 点 ,Co,C3 为 常数 . 

这 些 线 性 二 阶 常 微分 方程 常常 不 能 用 通常 的 方法 解 出 ,但 可 
用 级 数 解 法 解 出 . 所 谓 级 数 解法 ,就 是 在 某 个 任 选 点 r 的 邻 域 上 ， 
把 特 求 的 解 表 为 系数 待定 的 级 数 , 代 入 方程 以 逐个 确定 系数 . 

级 数 解 法 是 一 个 比较 普遍 的 方法 ,适用 范围 较 广 ,可 借助 于 解 
析 浇 数 的 理论 进行 讨论 . 这 里 仅 介 绍 有 关 的 结论 ,不作 证明. 读者 
如 需要 了 解 有 基 证 明 , 可 以 参看 例如 斯 米尔 诺 夫 著 《 高 等 数学 教 
程 ) 第 三 卷 第 三 分 册 等 书 . 

求 得 的 解 既 然 是 级 数 ， 就 有 是 否 收 伍 以 及 收 伍 范 围 的 问题 级 
数 解 法 的 计算 较为 繁 长 ,要 求 柄 心 和 细心 ， 

不 失 一 般 性 ,我 们 讨论 复 变 应 数 ww(z) 的 线性 二 阶 常 微分 方程 
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d? d 
da Hee) e +9) w=0, 


tw Cz) =C, w (z,) —C,. 

其 中 z 为 复 变数 ,z。 HEERA- CC 为 复 常 数 ， 

(一 ) .方程 的 常 点 和 奇 点 

如 果 方 程 (9. 2. 2) 的 系数 函数 p(xz) 和 g(x) 在 选 定 的 点 e ,的 
邻 域 中 是 解析 的 , 则 点 zs 叮 作 方程 (9. 2. 2) 的 常 点 . 如 果 选 定 的 点 
zo 是 p(z) 或 9(z) 的 奇 点 , 则 点 zo 叫 作 方程 (9.2. 2) 的 奇 点 “、 

本 节 介 绍 常 点 分 域 上 的 级 数 解法 . 

{二 ) 常 点 邻 域 上 的 级 数 解 

关于 线性 二 阶 常 微分 方程 (9. 2. 2) 在 常 点 邻 域 上 的 级 数 解 ， 有 
下 面 的 定理 (本 书 不 证 明 ). 

若 方程 (9. 2. 2) 的 系数 pp(z) 和 g(x) 为 点 zo IAE E s 1 
R 中 的 解析 函数 ,出 方程 (9. 2.2) 在 这 圆 中 存在 唯一 的 解析 的 解 ww 
C2 Hl JE ELA FE o G0 — Cow! (zo) 一 Ci; 其 中 Co; 是 任意 给 
定 的 复 常 数 . 

既然 线性 二 阶 常 微分 方程 (9.2. 2) 在 常 点 zo 的 邻 域 jz 一 so| 
-R 上 存在 唯一 的 解析 解 .就 把 它 表 成 此 邻 域 上 泰勒 级 数 的 形式 


wG)— 2a G2) (9. 2. 3) 

其 中 系数 dida stra 有待 确定 ， E 

为 了 确定 级 数 解 (9. 2 30 P AL REC. AEEA O. 2. 30 4X 
入 方程 (9. 2. 2) A 3E BERE A 3 3T JR EP e RECRCDRILAEIE , 找 出 系 
数 aovaivaz…at… 之 得 的 递 推 关系 ,最 后 用 已 给 的 初 值 Co,C 来 
确定 各 个 系数 a (0, 1,2, 2 JA SK (8 gm sg D ERR. 下面 以 
REANL EORR .具体 说 明 级 数 解 法 的 步骤， 

{三 ) 勒 让 德 方程 ” 自 热 边界 条 件 

OD Si ES Zi PROS PIRE 

在 x。 一 0 的 邻 域 上 求解 7 Ern 187; Ri 
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(9. 2. 2) 


(1— 250 y" —2xy! - E31) y—0, (9. 2. 4) 

BB »"—[2z/0—2)5]y EI GT O —22]y—0. 方程 的 系数 

BG) — —2z/0 a sg GO) — I 3/2. TE x 0 HE (B ER 

数 2(zo) 一 0,9(zo 一 1G 二 1， 均 为 有 限 值 ,它们 必然 在 ro 一 0 为 

解析 的 , 因此 ,zo 一 0 是 方程 的 常 点 . LIRE CAUSE ERUIT SE ER LR 
具有 (9. 2. 3) 的 泰勒 级 数 形式 ,在 这 里 就 是 

yGo as Fay tai! aix! o bau rn 
TE y GO-a 2aud3ajx-4aqx 4-7 E GE Danar do, 
y" Cr) — 2a tH 3 t 2a tA *3aí42*4- *-- 4- CE 4-2) Gk H- arpar" 


十 …， 
将 它们 代入 上 阶 勤 让 德 方程 (9.2.4). 方程 里 的 (1 一 zx) 是 只 会 r 
和 = 项 的 泰勒 级 数 , 一 2z 是 只 含 习 项 的 泰勒 级 数 ,5 十 1) 是 只 
"ra^ 项 的 泰勒 级 数 , 无 需 再 作 展 开 . 
合并 间 寿 次 的 项 列表 如 下 ， 


x 
CE3- 22 (8 H- Dana 4 


EE 项 
—1 

- 3* EAT Fu 3a4 LE 

Toe 


— 2zy' = —2*1a —Z*2ai 


—&(k— Da, 


— Bka 
HeLa prm 


T —67 
KEH y=| HP Da | itia, | HOT Daz n 


上 表 各 禹 次 合并 后 的 系数 应 分 别 为 零 , 从 而 得 一 系列 方程 

2 la: G-4-122850, 3e 2a: 十 (ff 十 1 一 2Ya 二 0， 

4 * 3a.d- (fi 6)as=0, 5 * das HHE 122a4— 0, 
GF 2) Ck - ae tH Gh -4L— & — &)a,—0. 


一 般 的 系数 递 推 公式 是 


RIG) _ -DHH 
Hr E2)3-1)^ ^ GE Z0 ?* 


按照 递 推 公 式 具 体 进行 系数 的 递 推 ， 


(9. 2. 5) 


* 239% 


-PUT D _a~-Dad+2 


$ 2! Go* A 3! 1* 
DUT, BDU, 
^ 4i ^ :4 
5.4 
G—IX-DETYAXUE S, (3—1X1—D«41-- 2X1 4-4) 
4?! 1 n* c 81  — — 4 
un 
(Zh —2—IX2k—4—D-- Q—IX DU EYXEESY GT 28D, 
(2551 
Qk—1-—DGk-3—D-0-D-E2)0-- 0-028) 
fart GkrDI 


这 样 ,我 们 得 到 i OM RC ESTE: 
yia) = ayika) Faiy Cr, 


i 2.8) 


y» — 4 C— Cun qt &— DC DO CEDEIT ze 
M" 2 一 Dia 4—4) DUH OEH 2 Dia 
(25) ! 

Te, 
(9. 2.7) 
| 
ye) +d =Dd+2) p4-Dü DH DUHA att 
NUS DC 3—D--0—D 0-2) 04-4) G- 2B) s 
(283-1) ! 
4M. 
(9. 2. 8) 


需要 确定 级 数 wkz) 积 y. GO BECAS, SERE CU DER 
的 公式 13.2.3) 应 用 于 ys GEO y. G2, TEE HERE R— lim la, / 


as: l. 利用 递 礁 公式 59. 2. 5)， 

NE 1 

i2 [i 
R=lim | CC | 一 Him Dr Zi j=. 


reca | Cai aH] we (1—4) fatt] 


n 
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这 样 , 级 数 解 yo tz} 和 y, ORAT En 011 WERF 1x17 1. 
ORE c HERE. ABAR. y GO DU z TEE UOCE LOS A 
Xy. 

(2) 级 数 解 在 * 一 士 1 是 否 收 效 

B. $9.1 可 以 知道 ,7 EPI LE 082; Re f] = 一 cosg, HE XE [E 
x Lo [cos8 | C1. 因此 ,尽管 级 数 解 ye OT y ORF 1x11, 
这 根本 不 成 为 问题. 

Ab ox dcl 对 应 于 8 一 0,x( 卫 球 坐 标的 极 轴 方 向 及 其 反方 
EDRR v CDH yc GO YE z— 41 是 否 收 化 ,倒是 要 认真 考虑 
的 . | 

本 书 附录 站 利用 高 斯 判别 法 证 明 , 级 数 解 yefz) 和 ytx) 各 在 
z=] 发 散 . 那么 ;是 否 可 能 存在 某 个 在 x= 士 1 为 有 限 的 级 数 解 
EHK B. 8 9. 3 习题 5 就 是 求 1 阶 勒 让 德 方程 在 zx 二 十 1 为 有 限 
的 级 数 解 ,不 过 ,这 个 解 在 z= 一 1 是 发 散 的 .下面 用 上 反 证 法 证 明 / 
MERTE c= tl 均 为 有 限 的 级 数 解 不 存在 . 

假定 有 一 个 级 数 解 y(z) 在 z= 二 十 1 和 z= 一 1 是 有 限 的 . 
yGO RR BI 3829 vo GOD ytx) 的 线性 给 合 . 

yGO — Doy (x) Di yi (tr), (9. 2. 9) 
注意 ,如 果 把 z — 83g — MAE EARE. 这 是 说 ， 
(9. 2. 9) 右边 的 x RES — n. 

yE T) = Doy —232-2-Diyi(—22, (9. 2. 10) 

仍然 是 z 阶 莫 让 德 方程 的 解 ,并 且 也 在 z= 十 1 和 2— —1 有 限 .由 
T yl BEAR, y CO EE B8 3L. (9. 2. 10)? 亲 以 改写 为 

yE a= Dy GO — Di yii). (8. 2. 11) 

既然 (9. 2. 9) (9. 2. LORE 2 Br Rib EI RETE > 一 十 1 和 zx 一 一 1 

为 有 限 的 解 ,它们 的 和 即 2Doys Ge) ,以 及 它们 的 差 即 2D, y GO ,应 

当 也 是 2 阶 勒 让 德 方 程 在 * 一 +1 和 c— —1 为 有 限 的 解 .但是 ,上 

面 已 证 明 ys Ge y GO YE z— 1 发 散 , 由 此 可 见 , “有 一 个 级 煞 

解 yE r= tl 和 xz 一 一 1 为 至 限 ”的 假定 不 能 成 立 . 结论 是 / 
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阶 勒 让 德 方程 没有 形 如 y G2 — Doy Go -Diy GO E x— 4153 
有 限 的 无 穷 级 数 解 . 

有 不 少 定 解 问题 要 求 & 在 一 切 方 向 悍 持 有 限 ,相应 地 就 要 求 
勒 让 德 方程 的 解 在 一 切 方 向 Oso 即 在 的 闭 区 间 [ 一 1, 十 1 
上 保持 有 限 . 而 无 穷 级 数 解 包括 ys GOL yy(x) 均 不 满足 这 个 要 
E 

出 路 何在 ? 无 窃 级 数 解 在 +== 土 1 存在 发 散 问题 ,如若 能 退化 
为 和 多项式, 具有 有 限 儿 项 ,在 r= tl 必然 取 有 限 数 值 ,那么 ,发 散 
问题 就 根本 不 存在 了 . 

D 退化 为 多项式 的 可 能 性 

FARRAR y OM y G0 ,它们 确实 有 退化 为 多 项 式 的 
可 能 . 

如 参数 上 是 某 个 偶数 ,i 二 2n(n 是 正 整 数 ), 则 yC RA zx 项 
为 上 ,因为 从 zs 项 起 ,系数 都 含有 因子 (22 一 门 从 而 都 是 霉 ， 
3%(z) 不 再 是 无 穷 级 数 而 是 2n 次 密 项 式 , 并 且 只 售 价 次 等 项 . 至 于 
3 GO, BRE EEUU AEN T (228 — D de 768344 C BE r= E 
SK. 在 一 般 解 (9. 2. 6? 中 只 要 取 任 意 常数 w 一 0 EIE MH Sr ROC 
BH /次 多 项 式 aoyo GO. 以 后 将 选取 适当 的 as 得 到 一 个 特 解 , 称 
fe 阶 勒 让 德 多 项 式 . 

如 参数 /是 某 个 奇数 ,i 一 2n 十 1(n REREN), RECO 
只 到 zn BON IE A DA, x”"* 项 起 ,系数 都 含有 因子 (2n 十 1 一直 
从 而 都 是 零 . wm(z) 不 再 是 无 穷 级 数 而 是 2 十 1 次 多 项 式 , 并 且 只 
RAKEN. 至 于 ytz), 因 其 系数 不 含 因子 (2 十 1 一 已 , 仍 是 无 穷 
级 数 且 在 = 一 士 1 发 散 . 在 一 般 解 (9. 2.6) 中 只 要 取 任 意 常数 ao 一 
0 即 得 一 个 只 含 奇 次 矫 的 1 次 名 项 式 am (zx). 以 后 将 选取 适当 的 
a 得 到 一 个 特 解 , 称 作 : 阶 勒 让 德 多 项 式 ， 

aD 自然 边界 杂 件 

由 此 看 来 ,对 于 勒 让 德 方程 ,* 解 在 区 间 [ 一 1, 十 菇 的 两 端 = 一 
士 1 保持 有 限 ? 竞 然 是 一 个 严重 的 限制 ,在 分 离 变 数 过 程 中 所 引入 
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的 常数 2 十 说 中 的 7 被 限制 于 零 和 正 整 数 ,通常 把 “ 解 在 z= 一 土 1 
保持 有 限 ” 说 成 是 勒 让 德 方程 的 自然 边界 素 件 . 
勒 让 德 方 程 与 自然 边界 条 和 件 构成 本 征 值 问题 . e GE (E 
KT (为 零 或 正 整 堵 )， (9. 2. 12) 
本 征 函 数 则 是 7 ELLE RH EC. 


jJ Hm 


l. 在 xz。 一 0 的 邻 域 上 求解 常 微 分 方程 十 ay 一 0(w 是 常数 ). 

2. YE a, —0 的 邻 域 上 求解 y" 一 xy — 0. 

3. 在 zm 一 0 的 邻 域 上 求解 埃 尔 米 特 方程 

y" —2xy! --(à—11y —0. 

4 取 什 么 数值 可 使 级 数 解 退 化 为 多 项 式 ? US DESCR DUSCHE IRE 
项 成 为 (2x "形式 ,就 叫 作 埃 尔 米 特 多项式 , 记 作 HLGO. 写 出 前 几 个 H(zx). 

4. f£ x —0 的 邻 域 上 求解 (1 一 zy 一 6xy' 十 6y 二 0 部 

C(1—3472 y" — 2€(24- ley + [3637-12— 2€24- 12 ]y — 0. 

EHET BEER CR Co 2.7} 和 (9.2.8) 之 中 以 1 二 3 代入 ,并 求 它 的 二 阶 
LIE T. ET ETT 2M 

5. 在 mm-=0 的 邻 域 上 求解 雅 可 停 方 程 

€1-:a22y" 十 [六 一 “一 let 8-- 2) ]y' 4 Alet B3- A12 — Q. 


$9.3 正则 奇 点 邻 域 上 的 级 数 解 法 


(一 ) 奇 点 邻 域 上 的 级 数 解 
求解 线性 二 阶 常 微分 方程 
te" +H b Cau! cg xe — 0. (8. 3. 12 
如 果 选 定 的 点 ze 是 方程 (9. 3.1) 的 坷 点 , 则 一 般 说 来 , 解 也 以 加 
为 奇 点 ,在 点 zo 邻 域 上 的 展开 式 不 是 泰勒 级 数 而 售 有 负 委 项 . 
关于 奇 点 邻 域 上 的 级 数 解 ,有 下 面 的 定理 (本 书 不 证 ). 
EA ze 汐 方 程 (9.2.2) 的 奇 点 , 则 在 点 zo 的 邻 域 0< enl ER EA 
FC. 2.2) 存 在 两 个 线性 独立 解 ,其 形式 为 
* 243， 


E 


una) = 22 ani, (9. 3. 2) 


和 w= 25 Ga, (9. 3. 3) 
va. 
或 toG) — Aus Gta G2) + 2 biz —zQ 2 (9. 3. 4) 


TUB 5.54.2, 60-0, T1. 2,20 为 常数 . 

ALERE- actu PEE X G RAOR HA t EE FE ti 
定常 数 ss ns bu. 事实 上 :这 些 常数 的 确定 在 一 般 情况 下 很 困难 ,本 书 从 
EF. 

(二 ) 正则 奇 点 邻 域 上 的 级 数 解 

如 果 丰 方程 (9. 3.1) 的 奇 点 z BR LJe zl €R EY 
程 的 两 个 线性 独立 解 全 都 具有 有 限 个 久 答 项 , 划 奇 点 zo 称 为 方程 
的 正则 奇 点 . 这 里 只 讨论 这 种 相对 容易 前 情况 . 这 也 是 常见 的 情 
m. 

如 系数 pGOL £o 为 不 高 于 一 阶 的 极点 * 且 系数 giz) bA z A 
不 高 于 二 芥 的 极点 , 即 


pl2)— 2) pler), gz)— alez)", (9. 3.5) 
可 以 证 明 奇 点 zo 就 是 正则 奇 点 . 这 就 是 说 ,在 zo 的 邻 域 0 二 |z 一 


zo | «R ENEO. 3.1) 的 两 个 线性 独立 解 的 级 数 表达 式 只 有 有 
限 个 负 兰 项 ， 


wy) 21a G2 He, (9. 3. 6) 
mn 
wl) 2b GRO, (9. 3. 7) 
或 wlz) — Aun GOIn Gi — z) 24b Gm), (9. 3. 8) 
HP s M: 是 所 谓 判 定 方程 
sís —1)+sp-: +g-:=0 (9. 3. 9) 


的 两 个 根 , 而 ** 为 较 小 的 那 一 个 根 , 至 于 Aa 和 b, 均 为 常数 系 
* 2d{* 


5. 

(3. 3.7) 适 用 于 5 一 5 天 整数 的 情况 ， (9. 3. 8) 则 适用 于 $1778; 
二 整数 的 情况 . 不 过 , (9. 3. 80 HRS 4 也 有 可 能 和 等于零, 而 (9. 3. 8) 
XA A CO. 3. 7). 

这 些 结论 不 难 验 证 : 

把 (9. 3. 5) 和 


TZ) DL ailz— zo) (9. 3. 102 
代入 方程 (9. 3. D GERIT A e 3E AS E NC XD OE.H P e EE I 
合并 后 的 系数 是 rt 11) 十 纪 .-1 十 9-2;: 令 它 等 于 零 ,得 到 的 正 是 判定 方程 
(9. 3. 90. 这 用 二 次 代数 方程 , 它 有 两 个 根 志 和 5s, 分 别 作 为 线性 独立 解 
(9. 3.5) 和 各 (9. 3. 70 ALIE TIERE IC. 
对 于 不 符合 条 件 (9. 3. 5) 的 情况 ,(9. 3. 外 应 代 之 以 


poro 21 p Go x), aGO— 2o qi G2 

其 中 由 > 或 m>2. 把 它们 和 (9. 3. 10) 代 入 方程 (9. 3. De 3E a] REIR E 
低 释 项 合并 后 的 系数 为 零 , 却 得 不 到 s 的 二 深 代 数 方 程 ,内 得 到 ; 的 一 次 代 
数 方 程 或 零 次 代数 方程 (请 读者 自行 验算 ). 这 是 说 ,只 能 求 出 一 个 * 或 很 本 
求 不 出 s- 摘 扣 话说 ,不 存在 两 个 线性 独立 的 各 自 含 有 有 限 个 负 竺 项 的 级 数 
s. 

回 到 正则 奇 点 的 情 沈 . 从 判定 方程 9. 3.9) 求 得 两 个 根 : 之 后 ,以 
《9. 3. 5) 和 (9. 3.63 代 人 方程 (9. 3.1), 合 并 同等 项 , 按 升 敌 顾 序 ,依次 邻 各 短 
项 的 系数 等 于 零 ,就 得 到 系数 递 锥 公式 ,以 m 依次 求 出 各 个 a 这 就 具体 求 
ERRO. 3.6). 同 理 , 以 (9. 3.5) 和 (9. 3.77 代 入 方程 (9.3.1) ,如 果 咕 利 
(顺利 ”的 意思 下 面 再 解释 ,也 可 从 嫩 依 雇 求 出 各 个 名 ,具体 求 出 线性 独立 
的 另 一 级 数 解 C9. 3. 7). as 和 加 则 正 基 二 阶 常 微 分 方程 的 解 的 两 个 积分 常 
数 . 


但 是 ,如 果 后 一 3 一 而 站 为 零 或 正 整 教 , 递 推 # 的 过 程 就 不 那么 顺利 
T.h AE” ,显然 不 会 顺利 ,因为 这 时 5.2 (9. 3. 60 5j C9. 3.7) 简 直 就 是 一 
Il: ,它们 并 不 是 线性 独立 的 两 个 解 . 四 一 正 整 数 ” 也 会 不 顺利 ,因为 哑 的 递 
推 公式 (请 读者 自行 验算 } 是 
b. [Go d- AO ssh — D) - 8. rssh)tg S Hoy a E GA — 1384-31] 

* 245* 


cé gGuiLA—2»5p qe] ADspoidqQ:l—0. 
Bp 
bls6—1)-5ansdg elt haC ptg- H nt Bo Dez phi Hadt. 
(9. 3. 11) 
按照 判定 方程 ,sls DE poas 十 q-: 一 0; 弟 推 公式 C9. 3- 11) 成 为 
by * Oc cb [Gn — Lpo tgi tt ES pui do gd=0. €9. 3. 12) 
我 们 要 推算 的 如 从 王 面 的 递 推 公式 中 消失 了 RIE ZLBE ERI Hos 呢 ? 系 数 
的 阐 推 失败 .不 过 ,在 某 种 特殊 情况 下 , 递 推 公 式 (9. 3.11) 成 为 恒等式 
b, * Oba- O62 * Od dB, * 0—0, (9. 3. 13) 
D b. 为 任意 常数 ,系数 的 递 推 仍 可 顺利 进行 . 
《9.3.7) 的 系数 递 推 不 顺利 ,这 意思 是 说 ,方程 (9. 3. 1) 的 第 二 个 解 并 不 
是 (9. 3. DREA WA. CHERERE? 这 个 问题 可 利用 朗 斯 基 
行列 式 的 性 质 来 解决 . 
EFEO. 3.1) 的 两 个 线性 独立 解 为 zw, (xz) 和 ses GO 
wp Tas) 二 0, (8. 3. 14) 
w”, + BÉ tw! acqua 0. (9. 3. 152 


B LEE 


wlz) wlz) 
Uu) walr) 


称 为 方程 (9. 3. 1) 的 朗 斯 基 行 列 式 . 
其 实 , 不 必 求 解 微分 方程 就 可 以 写 出 它 的 六 斯 基 行 列 式 . 事 实 上 ,以 w 
3583€ (9. 3. 15) 的 每 一 项 ,以 ws ON SIE C9. 3. 14) 的 每 一 项 ,两 者 丰茂 即 得 
Uere" a — w" us F p Cue! S wo! us) = 0, 


BD dA | gaz) 0, 


A(z)— 


= unte" 2 — u" 128 


从 而 AG) — Ae Irem, (9. 3. 162 - 
式 中 AS 是 常数 . 
有 了 翩 斯 基 行 列 式 ,就 可 以 从 二 阶 微分 方程 的 一 个 解 w (zx) 求 得 线性 狸 
立 的 第 二 个 解 rws(z). 事 实 上 ，, 易 证 
d fw TT! 4— w w, ACZ} 
&l «x B wn? = un 


从 而 
* 246* 


= := w| 1L 569- GT AG) (9.3.1) 


w z) J? dz. 

对 于 方程 (9. 3. D :已 知 其 一 个 解 的 形式 是 (9. 36), MERA 3. 17, 
就 可 求 得 线性 独立 的 第 二 个 解 的 形式 ,其 关 果 就 是 (9. 3. 8). 有 兴趣 的 读者 不 
PETS. 

下 面 以 贝 塞 尔 方 程 为 例 ,说 明 在 方程 的 正则 奇 点 邻 域 上 如 何 
用 组 数 解法 求解 线性 二 阶 常 微分 方程 . 

(=) 贝 塞 尔 方程 

OD v 阶 贝 塞 尔 方程 

在 点 xo 一 0 的 邻 域 上 求解 vy 阶 贝 塞 尔 方程 

zi y! xy! 十 (x 一 yy 一 0.《 阶 v 了 整数 或 半 奇 数 ) 
(9. 3. 18) 
方程 即 y" + O/a32y' + (O— V /z*2y —0. 点 za 一 0 d& pGD —1/x 的 
一 阶 极点 ,又 是 qGO—1—V/x 的 二 阶 极点 .因此 ,点 x —0 REDI 
ERTEK ENTA. 判定 方程 为 
sG—124-5—3* —0, HI s$—:2—0. 

两 个 根 为 "一 "2 一 一 "两 根 之 盖 515; — 29250 EE E SEC. 因此 ， 
线性 独立 的 两 个 解 取 (9. 3. 6) 和 (9. 3.7) 的 形式 . 

先 不 分 EJ TI 5; ELSE AER Er 的 解 

yD =ar taz! rat bait b e, (a,250) 
代入 方程 (9. 3. 180. Gat Fr REC Pm yd em F- 


12 项 


Ty ss Dao | Cs Dsm [GT 22607132; 


z+ xtti 


eo stilistė ija 


ty 二 E Ga; (s+ 202g | I (stias 


xiy-— ET 


—Vua — was 


上 表 各 个 三次 合并 后 的 系数 应 为 零 , 由 此 得 


* 2Z4d7* 


[55 — ]a,—0, 
Lieti — ja, — 0, 
J [ G4-22* — Jas Har= 0, 


[Gr AY —y la, Fa, 5790 L 


(9. 3. 19) 


根据 约定 a.250, (9. 3. 19) rH 26 — 1 Jr EBORE sg 3 —v 
一 0 两 个 根 前 面 已 经 解 出 , 将 这 两 个 根 代 入 (9. 3. 190 中 第 二 个 方 
程 ,有 [( 二 "十 1 一 只]a 一 0 得 
a, -— 0. 
利用 以 后 各 式 进 行 系数 的 递 推 , 递 推 公式 是 
《十 站 六 一 ja 十 at 一口， 


RI 


Tuty p 

u 一 1 

- GEM GE vy) 

ACH s: 一 十 由 递 推 公式 成 为 aa 一 一 ai k Otk. 于 是 ， 
一 ! 1 .1 
TADE rt) s?" 


a= 


一 1 1 1 
EEP TETA D ii 2(v4-2) 22^* 

oL 1 1 

Tt G-F1)G42)2: 


Pea ruu9hreeteananua 


os 


&a—C 1)* 1 k los. 
kl G1) 2)6&) 2 


aut 50. 


CTE 


这 样 ,得 到 v 阶 由 塞 尔 方程 的 一 个 特 解 
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vilr) San Ll 1! anl 3 

1 zl 
zGTDGTAI 3 | 
十 (一 1) 


十 


UH GT | +] 
(9. 3. 20) 

UT ACRI SEDET. RG. 2.3078 

R — lim |a, -;/a,| —limZ'&(2v-F A) —oo. 
这 是 说 ,只 要 上 有限 ,级 数 解 (9. 3. 20) 就 收敛 .通常 取 

| ao= 1/2'DG 1) 

(关于 实 变 数 r 的 了 (rz) 通 常 在 微 积 分 教 本 中 都 有 ,关于 复 变 数 = 
的 一 琢 数 ,读者 可 参阅 附录 十 三 ?, 并 把 这 个 解 叫 作 > Br eA 
数 , 记 和 作 JJ.Cz)， 


X 


B C B S x v-L 2k 
G)— 2i( D'g; FE 3 . (9.3. 2D 
BERE $;— — v, XE E 2 XXL E 5,— — 5, ,/kCR — 222. 于 是 ， 
_ -l EN 1 Ll 
TA 1! CD 
10 —] 
—3G-z5^ 
—1 1 1 


—i1a-35h57 tava a 
1 


— l; 
2 (一 "十 135 一 "十 2) 24 °°" 


机 


b; =0, 


b, 


一 k 1 .1 
ba—C D CTT més 


这 样 , 得 见 塞 尔 方程 的 另 一 个 特 解 


—y 1 T 7 
YetT) = bor [1 1! cmi z) 2 
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1 mj! 
tz cce» 2| 


" 1 z” 
HOD TTT) tU) 
xcd SUE a ic SIOCEG 
R lim ib. a/ Ba | —lim2*&( 一 22 十 &) 一 cc， 
这 是 说 ,只 要 z 有 限 , 这 个 级 数 解 就 收敛. 通常 取 
6,—1/2 'T(—v4-0D, 
并 把 这 个 解 叫 作 一 " Ep ERER Lind E J-i), 


— 2k 
2G c arora - 
(9. 3. 22) 
" 阶 贝 塞 尔 方 程 的 道 解 是 
yle) =C LO -4-C Cr), (9. 3. 23) 


CoC 为 任意 常数 ,与 工 无 关 . 

有 了 时 取 C etgynr C, — —cescon 代 人 (9.3. 23) 得 到 一 个 特 解 ， 
以 此 作为 v 阶 中 塞 尔 方程 的 第 二 个 线性 独立 的 解 . 叫 作 + 阶 诺 伊 
S RS LEG 

J.G0cosvx —] CON 


N.) = (9. 3. 24) 
sinvr 
因此 ,wv 阶 贝 塞 尔 方程 的 通 解 也 可 取 为 
yGr)— OU. Gr) HEN, GO. (9. 3. 25) 


D FFRIDD NEn 
在 点 x.—0 HAR L-zR1 G- 1/20 Ep D1 3E 7R 7p f 


E stay + |e [ni zl pe (—0,1,2, 7) 


(9. 3. 26) 
点 xz 一 0 为 方程 的 正则 奇 A. 
首先 考虑 IOS 1/2BB TLXXEIRJTE TR 
az y! + xy 二 [= -| z] 9 (9. 3. 27) 
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Ef] n 判定 方程 两 根 为 CS t ES E 在 这 里 就 是 8171/2,5 


一 一 172. XP REF JB s, —1/2 8988 fS BD 0I SER eR 36 (9. 3. 21), H 
中 v= 二 1/2. 这 就 是 172 AERA% 


- NN 
JG) 247 0 —j3—À4 EHE 
d "T r+] 
u et (—1»* x ien 
7E Gao jane 
2] 212 
-> 1 


1 
Lad 
1 | ? rt 


80 RB) (2At IOQR—10-553-:101 V zi 2 


_ f2z5) (一直 a 


T Hok (2k — 20---*4 *2 * CRH (285—105 *3-* 
EDNET 
T =o 


1 2 
ORFI” 
=. 4) n 


TT k=0 


T1- 


* GELD To Z sinz. (9. 3. 28) 


判定 方程 两 根 之 差 9 一 2 一 1 是 整数 ,第 二 个 特 解 的 形式 是 
《9. 3. 8), BẸ 


yz) =A]; Clnzt, 27 biz". 


这 里 稍微 改变 了 5 的 下 标 , 这 是 无 所 谓 的 . 把 上 式 代 入 1/2 阶 贝 塞 
尔 方程 ,得 


al zn HzJ 1 E A J; inz 2AzJy 


十 Di k—Dhzt 2. khz 
上 一 一 173 &- le 


- 
一 M art Bj lazo 
k— —1/2 n 24 


1/2 By ERARE 1/2 WERTER MALRA ]= 
0. 加 以 适当 归并 ,上 式 成 为 
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ZAJ 25 | pd bizit D atto, 
JE & T REX d 00851 9 SS dU T RR. 


C-prH 


PAN = 24D 


(ET 5/2)! 
CRF £—iREE 1/2) 


-— [ataa oea - 


Box 项 系数 为 零 H 


b- tE. 


从 zx 项 系数 为 零 , 知 
A=0, hE. 
不 难 验证 .从 任意 常数 aL REEF es DA AS GE Hp HR 
/1/2a1]A GO ,这 是 我 们 已 经 求 出 的 第 一 解 ,可 以 弃置 不 论 . 这 是 
说 ,不妨 认为 Hon rd 
bs, 2,61. "全 为 志 ， 
从 1， 等 项 的 系数 为 零 ,得 


1 1 1 
éj——.6-p bp— —q.."1-4(.69-Db 
1 1 
bu =y gtin TE- T 
于 是 , 求 得 第 二 个 特 解 
2 i [1 
nostat iiir 
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1 


1 
t 
v OX 


通常 取 1— V2/n. BORRA 


J-i Cx) = cosz. (9. 3. 29) 


RUE XE; FERA m REGERE 1, 但 常数 4 一 0, 第 二 特 解 的 玫 
达 式 中 并 不 出 现 对 数 跨 数 . 


去 阶 贝 塞 尔 方程 的 通 解 是 
yo TC GO C-i). (9. 3. 30D 


接着 考 虚 一 般 的 半 奇 数 G 十 1/2}) 阶 贝 塞 尔 方程 (9. 3. 260 , A 

定 方 程 的 两 个 根 为 5 一 :十 1/2,r 一 一 公 十 172) ,两 根 之 差 5; 一 $= 

212-13, 9] IE EIC. 对 应 大根 sj 二 1 十 172 的 特 解 应 为 “一 上 十 172 阶 的 

51 E^ pM CO. 3. 21), Bf 

(C— X r oben 

koX cra pe ) ” (9. 3. 82) 
第 二 个 线性 独立 的 特 解 的 形式 是 (9. 3. 85 . Bp 
XU 一人] 二 (zz 十， y» bx. 


=— {i+ iz) 
以 此 代入 方程 (9. 3. 260 , ST ERA 有 二 0;, 所 以 第 二 个 特 解 仍 可 
用 (9. 3. 222 deo INSERERE v— — 471/22 BU 


= 43 srl pz 
Jarpa 22 ( 9 [5] í 
T ki TO-IT S HRA) 


-—b. 


COST. 


(9. 3. 32) 
(十 172) 阶 贝 塞 尔 方程 的 通 解 是 
y) — CJ cus HC] onm tr. (9. 3. 33) 
"ORTI E ni 
在 点 x, 一 0 的 邻 域 上 求解 整数 m DET 
ty tary + rtm y=. Cm 为 TAID. (9. 3. 34) 
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”由 前 面 例子 可 知 ,这 里 判定 方程 的 两 个 根 是 s mes; —m. PH 
zd 81775; — Zn 是 0 或 正 整 数 , 对 应 大 要 5,—m 的 特 解 仍 为 U Æ 
AER C9. 3. 2D, PAER v— m, BI m Bp T ER R 


= ， 1 E3 
1.G)— 24 1" SEEN 2 


其 中 用 了 (MPAA DGnd-k-H-1) — Gn 2-421. 

对 应 小 根 s; — — m 的 特 解 ,这 里 先 尝试 仍 求 (9. 3.7) 形 式 , 这 
样 得 到 的 特 解 就 是 (9. 3. 22, HP —»— —m.d8— m Br UL3E ZR PR 
数 


mz 


(9. 3. 35) 


- . 1 z m-zk 
1G) 24( 1) 更 下 PT 一 Lals | ' 


出 于 "m 是 0 或 正 整数 ， 只 要 km. 则 一 到 十 下 十 1 基 零 或 负 整 数 ， 

而 零 或 负 整数 的 了 函数 为 无 限 大 ,所 以 上 面 这 个 级 数 实 际 上 只 从 

& —m 的 项 开始 ， 
KOPAS 


4 i=k—m, M 


x -mtk 
H 


k 1 
kI!DC—m--E-F1) 


1-.G)— 24 iy 


x | mz 


1 
Gm] rema 2 


=C D ÈD guru 
—(—]1)" NZS (8. 3. 36) 
实际 上 就 是 第 一 个 特 解 ,不 成 为 第 二 个 特 解 1 
或 者 ,让 我 们 尝试 (9. 3. 24) 所 定义 的 诺 伊 最 函数 N. (=)= 
[J.Cz2cosva — J- Cx? ]/sinvz. 可 是 ; 当 wv 整数 max T A SCENDS 
不 定式 0/0, 必须 运用 田 毕 达 法 则 求 极限 
J,rcosvk— JJ, Cr) 


r moii 


N, Gr) —limN. Cr) =lim sink (9.3. 37) 
这 个 极限 的 计算 见 附 录 七 ,其 结果 是 
N, Gom $40].G? 
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1 15 (m DL ! ($| pubs 


n 
15 (De 1, ,1 
LZ ra omitti ul 


DN ED” Dot l apm 
i 1 十 二 二 M" f | ` 
(9.3. 38) 


"-1 

XT. m —0 的 情况 ,对 = 的 有 限 求 和 项 之 , 不 存在 . 

这 样 ,整数 阶 贝 塞 尔 方程 的 通 解 不 是 Cj,(z) 十 Ce] -tz) ;而 是 

Cil. lr) N.C). (9. 3. 39) 

MRB REEERE E ERE CO. 3. 380. 为 此 ,应 从 (9. 3. 8) 形 式 的 级 

数 出 发 , 在 这 里 就 是 . 
wt) AJs Glnz-- 2 iba 77". 

EERRA IERTE. 


ALE Jm tH Eu 47 GE — mt) Sa lnr 4- 2Ax]om' 十 (mth) (—m-&—1) 


bir "tt Zim phat Cr—m/) 人 sz 一 
Bil 

AL Jm" Ham d- G — i] 2J. nat Arm + 

Vim HA mx 7*3 Xo- i 《9. 3. 40) 
m 阶 页 SREE m 阶 页 塞 尔 方程 的 解 ， 所 以 上 式 的 第 一 个 [5 )m0. 另外 ， 


zl) a) m 2; Ct2n (2) i p pg um 项 先 把 


(8. 3. 40) 里 矫 次 低 于 m AH 2o 05 3302 0d n FEL DEGREE 


LES I | 


[im — 3 -m*]& | [69 — 22? — m? be Cink) —m*]b. |-- 


4 Ex 8TXEKS3 E mU DES 


[ 65— 1» 
[ Ga — 35* 


Q5, — 0. 
[60 —2» 


m? Je, 4-5, — 0, 


m m* Jb, —0, 
— m? Jb, +h =Ò, 


m^ és } bs =p, 


Lim— k) 
由 此 得 


b. 任意 ， 
=— ld 
TT a p 


1 


bi. 


E 1 
2"(m-— 151 


Gn—n—123! 
n! 


ES 
2 


) -qtie 


_ _ 5 
2 mm 1) 


bm- = 


EFT Gn —52 G8 atly Ga pz 


by -—0, 
b,—0, 


[LP 


üt 


5s. =0. 


其 次 ,观察 (9. 3. 40) 里 的 z" CB £— 2000 S IX RODEO m 


1 
A —DI P 
由 此 得 
himt, AS im DI 2" :bm 一 


Z*"(m— 


F Ubin T bu. = 0. 


2 


DE 


不 难 验 证 ,从 任意 常数 b&。 递 推 下 去 ,所 得 各 项 正好 组 成 bue GO AER] 
LS a PN LEUR 最 后 ,把 
的 项 ?分 别 集合 如 于 表 . 


已 经 求 出 的 第 一 解 , 可 以 奔 轻 不 论 . 这 基 说 ， 
(9. 3. 400 PEKAT m ETE CHI 279 20 E 970 


( 


£—13GnT 2) 
in--121 


PA ITem! 


C—1?0nd-4) 


art 


4 EX ELTE GEILE IOUERIDAE SE ,得 
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[imt 422 —m*? bmt 


LGn -1Y —m? Jf Öm- =, 


(C- DO 2[ 13477 Loos B 
CDD Lj 4in2- m Jbmi=0, 


simt 33: —m? Jonta HEt = Ds 


cot o 1 
21 Gn-r22! 52 


2A 


m-F4 
2A )^ ore! mes doe 10s 


由 此 得 
zd. 一 
bimi =- Kim Domo 
1 CD mt 1)" 
Bim 3084237 aF] (3) 
aA 1 【一 1 ( L7 mf), 
(m—]121 27. (mm 十 1)1 11 2 -»- 1/7 
— i (—1 ]17U 1 
^ (Gm--191 27 (m41)! ii z) (1+5) 
1 


Bom+3 = gm tt =0, 


1 C-D*QnTAD[ 1 =] 
TFD | +t +2A 21-21 7) 
E 1 [i (1)7* 1 
Tn)! 27 E " >) (tul 

. i (—D* 1j7* 4Gn T 4) P 

4-208132) 21!€Gm42)1| 2 4 * 20-2) 


bmt = 


十 


-mr il [ol 


m--4 
"ern 


- Gp 1272 CAN +) “H 1+4) 


«(X I2 
— m+ 
=z r272 msi [G1] 


+ X J 


依 此 类 推 ， 
"T 1 (-1» (i^ 
US (Om—1 2752! G1 2 
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[ied l)pe(ulpe ieu) de 
Bintan 7 0. 


到 这 里 ,终于 求 得 第 二 个 特 解 
ba IS (mnl)! r+ 
noair 2Inz)], Cr) + » a | i) 


tENTÓAST " (CIAR i [| Lope) 

+| tamt zi) J z p 
fr "^ FEP AR — — (Om — 101 2"/x, 并 把 这 个 特 解 与 
[3«-mpo-i(iLe-——L) pommes 阶 诺 伊 本 前 数 , 记 


HE N, Ce), [记号 C 代表 欧 拉 常数 ， 
C—lim 0-33 


1 tn&)—0. 577216] 


2 Å 
N.Go- 2.[ ln 地 十 chro d L5, ADM l {三 z )"" 
(—1 i 1 1 1 mobi 
-ABLGG dbi i-i z) 
1 (—1» l 1 ndn 
Là + 二 + tE o cix 


在 最 后 两 个 求 和 式 中 , 令 / 一 m 十 x, 作 指 标 代 换 . 代 换 后 ,形式 上 又 将 7 仍 记 为 
#* 即 得 Na(x} 的 表达 式 (9. 3. 38). 
(4) x—9 处 的 自然 边界 条 忻 
[24 ME wu J Co J Ca) A $0378 2 4 S Ei 
NoG ,Ni(z) 的 曲线 图 象 分 别 画 在 图 11-1 和 图 11-3 中 ,由 表达 式 
(9. 3. 212 , (9, 3. 22), (9. 3. 24), (9. 3. 38) 可 以 看 出 , 当 x 一 0， 
Jotz), J], Cx2—0,J (x) oo. 
eo (0) 
因此 ,如 果 所 研究 的 区 域 包含 =0 在 内 ,往往 就 要 排除 
Note), Na GO ,J.. G2 NC 而 只 剩 下 Jofzy、 JnR J.C). 这 
FÉ ,我 们 说 , 贝 塞 尔 方 程 , 不 管 其 阶 数 是 整数 与 否 , 在 2-0 具有 自 
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(9. 3. 42) 


然 的 边界 条 人 忻 . 
(guo 庶 宗 量 贝 塞 尔 方程 
CD v Bt o A 
在 柱 坐 标 系 对 拉 普 拉 斯 方程 分 离 变 数 , 曾 出现 虚 宗 量 见 塞 尔 
mmo 1- 28» 现在 我 们 先 来 求解 一 般 的 > 阶 虚 宗 量 贝 塞 尔 方 程 
Rx dR Gà dT )R-0. GEES Aog; 
(9. 3. 43) 


FEMER S EmirA A iiA ,方程 (9. 3.43) 变 成 


e Reel, (E V )R-0, (9. 3. 44) 


这 是 v 阶 册 骞 尔 方程 ,在 点 fcir = 0 S539 D 8 —:E EY BB 
面 已 经 解 出 ， 分 别 为 

{—1} ir v+ 24 
I -160—27 E GFDl a] 


' 424 
c v. 


=r 2 Fi FGEREDUS 


+ 


和 


J6 =] dir)= 2 


=È y 


"PELLI 
ET EDO | 


(—-1D* 2) 7 
&! FC WERDÍI 


或 


N(B =N, Gr) = LER] i 
sin 


以 上 三 式 都 含 虚数 单位 i, 使 用 不 便 . 通常 说 的 虚 宗 量 贝 塞 尔 函数 
指 下 列 实 函 数 ， 


Lo-i 7T Gr) -2 Tro arD] a 


kd Qi 


《9. 3. 45) 
. 259» 


ev 
p" 


pone clo lz 
I,GO-i 1-2) 2; k! rx 2 


(9. 3. 46) 
(9. 3. 45) C9. 3. 46) 均 为 正 项 级 数 , 除 zx 一 0 外 恒 不 为 零 . 于是,» 
METERSE RRA 

Cr) T CU.,G) (9. 3. 47) 
C,,C; 为 任意 常数 . 


(2) 整数 m Br ESSE DLE ZU PE 
a TAa JR — (Em) R0. (m—SEN (9.3.48) 


跟 上 面 一 样 , 作 变数 变换 , 令 Esiz, (9. 3. A80 HE BI m. 阶 贝 塞 尔 方 
f 

E d+ dE - C — m R-0. (9. 3. 49) 
判定 方程 的 两 个 根 为 5,9 m5; — — m PLZ 3E s, 75 2m. 为 零 
或 正 整数 . 第 一 个 解 为 


Inle) =i] Gr 2 ETG TET] B 


m zk 
1 


(9. 3. 50) 

FR ZB m Er MESE UI EZ i 

H EMBEECOLIQOPUNCOMI TELE T3 ET. 
BÉ lni) =i] on Gr) =i" "ja Ge) — i" C7— 1)"i"L, Gr) 一 
lC) HE m ETE UXOR SE e B T ERE Ah ar IRL RR 2^2 
S HR SCR HAAA, HE 8 11.4 中 讲述 . 

LDR La), HEMRA E xz 一 0 FETA DIE EC HL ZR 
图 象 见 图 11-7. 于 0.1 G1, L G2 0. 


3 E 


1 在 zo 一 0 的 邻 域 上 求解 Ty" E ny! — m'y 0n? 是 常数 }.[ 这 个 方程 
Hl CB. 1. 675] 
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2. 在 mr=0 的 邻 域 上 求解 ry 十 2xy' 一 1 十 1)% 一 0.[ 这 个 方程 即 
(9. 1. 25] 

3. dE z,—0 4d ER dU NER TE ER "t+ ary -Ày— 0 的 有 限 解 . 
ARLETE cB ED E096 5 zx RE USE DL i S CELER UE 

RACY ERRUER MA ick LoGO. 写 出 前 几 个 Lalar). 

4 在 如 一 0 DRRR y zay e EGD | so 的 有 限 解 .4 
取 慎 么 数值 可 使 级 数 进化 为 多 项 式 ? 

5. Æ rml 的 邻 域 上 , 求 蔓 让 和 埠 方 程 届 一 zy 一 Zzxy' HEH y= 的 
ARE. 

6. 在 r, —0 H R OR E xy" — xy! y0, 

7. 在 zo 一 0 ALM LARME S Tao, 

8. 在 ro 一 0 的 邻 域 上 求解 高 斯 方程 ( 趣 几 何 级 数 微 分 方程 

rG—12y" [GF e-- 8) — Y ]y' 十 my 一 0 
9. 在 x,—0 BE d E SR AER LARKA 


xy"d-Q— x)y! —ay=0, 


$9.4 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 值 问题 


从 第 八 章 和 本 章 前 三 节 看 到 ,由 数学 物理 偏 微分 方程 的 分 离 
变数 法 引出 的 常 微分 方程 ,往往 附 有 边界 条 件 ,这 些 边界 条 件 有 的 
是 明白 提出 来 的 ,有 的 却 是 没有 明白 提出 来 的 所 谓 自 然 的 条 件 . 满 
足 这 些 边 界 条 件 的 非 零 解 往往 不 存在 ,除非 方程 的 参数 取 某 些 特 
定 值 . 这 些 特 定 值 叫 作 本 征 慎 ,相应 的 非 零 解 叫 作 本 征 函 数 , 求 本 
征 慎 和 本 征 阔 数 的 问题 叫 作 本 征 慎 问 题 . 

常见 的 本 征 值 问题 都 归结 为 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 值 间 题 , 本 节 
就 讨论 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 值 问题 . 

(一 ) 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 值 问题 

形式 为 


d d 
BEOL -eyta (a rp) 


(8. 4. 1) 
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的 二 阶 常 微分 方程 叫 作 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 方程 . 
一 般 的 二 阶 常 微分 方程 y" Say! d bGXyd-AcGr) y —0,3f€ 
上 适当 的 晒 数 e!"**“, 就 化 成 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 方程 


4 [e J airidas 2] 十 [bire «047. 十 Ale Cede latida Jy — 0. 


施 图 姆 - 刘 维 尔 型 方程 c9. 4. 1)? 附 以 齐 次 的 第 一 类 、 第 二 类 或 

第 三 类 边界 条 件 , 或 自然 的 边界 条 件 , 就 构成 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 

值 问 题 . 例如 

(Da—0.b— IH KG — TERI a (zx) 一 0,p(z) 一 常数 . 本 征 值 问题 为 
V 
yC0) —0, (D —0., 

Æ tüE (ERI 2 CEPR CREER] A= nh /P , y — Csin (nxz/l). 

Qa —1,b—-likG)—1—3ax5.gr)—0.pG) —1. 9E a—0.5— 

nz; k(0) —sin8,q(02 —0, 0(0) = sinh. 3x RE SIE P8 7 P A E [EC [U] E 


d ,dy d 
fæl NONE M UNE =0, 


yC— DARE. VOTRE. OMAR AMAR. 
(9.4.3) 


2 
a= —1,b—-1iGO 1—2*. 4 GO -TT =1 Haci, 


(9. 4. 2) 


| D. 
b— n4 k(O) csinf q() — 775. p(0) — sint. XX ERE E EZ RUE 


d d 2 
[a Dd r-z Ày-0, 
\y( 一 1) 有 限 ,y( 十 1) 有 限 . 
rmn Z e AsinGé — 0, 


AMAR, OG GOES 
(Da -—0,5—£,, k(8£) —&,g (E) m! /E, p(£) — E. 这 是 贝 塞 尔 方 程 本 
征 值 问题 
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或 (9. 4. 42 


i 
fe E nne (9. 4. 5) 
yE, y (C£, — 0. 
这 里 的 $ 其 实 是 柱 坐 标 系 或 平 凋 极 坐 标 系 的 o. 为 了 避免 与 施 图 
姆 - 刘 维 尔 型 方程 中 的 ptx) 相 混 消 暂且 改 用 记号 .上面 写 出 的 这 
个 方程 就 是 (9. 1.19) 和 (C9.1.47), 而 2 一 ;还 要 作 民 换 一 AE 
才 成 为 标准 形式 的 贝 塞 尔 方程 . 
(Bg — — co, be +o; klir) —e7 gz 一 0ypfz) 一 em 这 是 埃 尔 
米 特 方程 六 一 2z" 十 4y 二 0 的 本 征 值 问题 
feb repe ncm 

Tor—oo.y 的 增长 不 快 于 ei. 

〈 这 个 本 征 值 问题 来 自 量 子 力 学 中 的 谐振 子 向 题 , 其 解 见 附录 十 ). 


(a —0,5— deo kr) = re ".qir)—0.p(r)—e., 这 是 拉 盖 尔 方 
TÉ xy" tardy 十 Ay 二 0 的 本 征 值 问题 


dele noe 
IOAR, T roo, y 的 增长 不 快 于 e*. 
〈 这 个 本 征 值 问题 来 自 量子 力学 中 的 氨 原 子 问 题 ,其 解 见 附录 十 
—. EUER R Pk r) gino olr EAE E a,b) ERDE 
t. . 

从 以 上 各 例 , 还 可 看 出 :如 屿 点 4 或 5 是 Cx) 的 一 级 零点 ,在 
那个 端点 就 存在 着 自然 的 边界 条 件 . 鲍 如 , 贰 让 德 方程 的 &(z 一 1 
—ax,EOED-1—CGED'—0, ESI AE r= tl 确实 存在 自然 边界 
条 件 ( 见 $ 9,2). 又 如 贝 塞 尔 方程 的 (a0 — x £O —0, EX x 
— 0 确实 存在 着 自然 边界 条 件 ( 见 $9. 3). 再 如 拉 盖 尔 方程 的 上 
Cr) 一 Xe ,有 DO) 一 0 在 端点 一 0 确实 有 自然 边界 条 件 ( 见 $9.3 
习题 3 和 附录 十 一 ). 

自然 边界 条 件 的 存在 是 不 难 证 明 的 . 邦 图 姆 - 刘 维 尔 型 方程 即 
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(9. 4. 6) 


(9. 4. 7) 


ky" HR Gay! —g GO y+ Aplr y —0, dRB[I 

如 端点 xa 是 (Cr) 的 一 级 零点 , 则 它 也 就 是 y' 的 系数 Cz)/ 
£&《z) 的 一 阶 极点 ;只 要 xz 二 a 是 [一 gz) 十 p(z) 不 高 于 一 阶 的 极 
点 (其 上 各 例 均 满足 此 条 件 ), 则 它 就 是 y 的 系数 函数 [一 g(z) 十 和 p 
Cz)]AACz) 的 不 高 于 两 阶 的 极点 ,从 而 是 方程 的 正则 奇 点 . 先 计 算 
P-is 


pam Lo) G 71s [eS | 
运用 罗 毕 达 法 则 ， 
: 1 
pan Ege Jl mt 


于 是 ,判定 方程 sCs— 129r sp. cTg-:—0 成 为 
s*dg 10, 


r-—a* 


'E B9 PT 
aS EN 一 和， 597 N — q.s. 


对 于 物理 上 有 意义 的 问题 , 根 5 和 EE: 应 为 实数 ,所 以 5i 和 5; 一 正 
一 负 , 或 者 同 为 零 , 如 5 和 8 一 正 一 负 , 对 应 于 负 根 * 的 解 含 有 (xz 
— a) f£ fa SER DATE XE. z= 一 a 成 为 无 限 太 . 如 5 一 * 一 0, 则 有 一 个 解 
会 有 ln(x 一 a) 项 因而 在 +==a 成 为 无 限 大 , 在 一 “成 为 无 限 大 的 : 
解 应 该 排除 ,这 正 是 自然 边界 条 件 . 

(二 ) MEE xu gr A GE t ie] BR 893€ [5] 5 

ELE S BI EGO gC eCcHs H Br fü C00. 在 这 
样 的 条 件 下 , 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 值 问题 具有 如 于 的 共同 性 质 . 我 
们 将 只 给 出 性 质 (273 和 性 质 (3) 的 证 明 . 

(OD HRCT) R Cr) g GOXESE SX EL EE RIVA x 一 a fll r 为 一 
阶 极点 , 则 存在 无 限 多 个 本 征 值 

A (9.4. 8) 
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TH PV-HUE LEEA a DE er c 
FT) ya CT Ya) PEOLE 2 PELA 《9. 4. 0) 
jx He 2E AE pg EC RAT BERAETK FE AE Sf E ex RC ECCE de CTS es T AC 
性 质 在 量子 力学 中 可 用 以 很 方便 地 判断 哪个 波 函 数 代 表 基 态 ). 
(2) 所 有 本 征 值 A ZERO. 
证 CETERO yO REEE A 满足 
— d EDS ]taco».— eG». 
RI». AREMAN a 4 b 积分 ,得 


A [estie 一 一 fai 学 Jes 十 [oe 
d d 
=— [&». " e Ps Y dz 十 f qy.d 


一 yy ues UV G yy, Dz 十 m G 


a farde. | (9. 4. 10) 


4x gi T 8 4r BT ECL E RAE BC. Br DLIX BS BLA Z0. 再 
看 (9. 4. 10083 3 88 — JE Cy, y, 0... 如 果 在 端点 + 二 a 的 边界 条 件 
是 第 一 类 齐 次 生 件 y. (0 = 二 0, 或 第 二 类 齐 次 条 件 y,' Ca) 一 0, 或 自 
XR 33 9. AR IF ka= 0, 3X -- BR y, y. 2... IB ER IgE. 如 果 在 端点 = 
=a 的 边界 条 件 是 第 三 类 章 次 条 件 Cy, 一 hy 0:2. 0. DE] 
Gy y, Jama = [E Cy — hyn Vyn AE Jena =h Ay eaa 
再 看 (9. 4. 10043 ARC yy e TR EUR x— 56 的 边界 
条 件 是 第 一 类 齐 次 条 件 y,(5) 一 0, 或 第 二 类 齐 次 条 件 y, 00 —0, 
或 自然 边界 条 件 B (0 — 0, 3X — 9E Gy, y. ) -显然 为 零 . 如 果 在 端 
点 工 一 的 边界 条 件 是 第 三 类 齐 次 条 件 (y" 十 iv )z-5s 一 0, 则 

— Gy ya Dui — [EG Ay, Jya Aky Jems A Gy 4220. 
既然 C9. 4. 100786 302 88 3388 20 E 4L UE, 280 , BE 


A [exte >o. 
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上 式 里 的 定 积分 明显 是 正 的 ,因而 : 
AZe0. (9. 4.11) 


(G2 JB REL T AR BIA GEI An A A, BEIER yu. CEDE. y. C2 E 
区 间 [Le bl ERRE OES, R} 


[> (xy.GOpeoO dr = 0. (9. 4. 122 
证 EIER GOD v. 分 别 满足 


d rir 
dU» J Ym np ym — 0, 


Dy! Jay A gy. 0- 
前 一 式 坦 乘 以 mw Je —AORDIE DA y, ,然后 相 减 ， 
d 
y. zb J Ym AL [by J+ Q. — AD pyny, =0. 
逐 项 从 a 到 3 积 分 ,得 
li d t d Li 
0 一 [b dz. ) — M. dz C ) ]d:z + (A, 一 AD | pyyd 


= | oos — kyns Jdt + An — AD ['ex-»da 
= (Ry, Ym! = BYmYn ) .cs nu CLAN m RYmYn sze 
十 一 Jo [exse (9. 4.13) 

现在 看 右边 第 一 项 (和 or: — Eyes Du. 如 果 在 端点 + 二 5 的 边界 
条 件 是 第 一 类 齐 次 条 件 y. G0 —0 和 加 (人 一 0, 或 第 二 类 齐 次 条 件 
Ya C) —0 和 y, G0 —0, 8E EI TAXE AE FF BR GD — 0, 1X — D Cy Ym 
—kysy« -显然 为 零 , 如 果 在 端点 = 一 所 的 边界 条 件 是 第 三 类 齐 
XR E Cy hy J= 0 PIE Cy, Ay! 91:4 — 0, Dil 

[£y ym RY mya ]-.- HU {Yw Thy! > 

— kym Cyn Fyn ) l4 — 0. 


总 之 , 《9.4.13) 右 边 第 一 项 为 零 . 同 理 , 如 果 在 端点 =a 的 
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边界 条 件 是 第 -一 类 ,第 二 类 或 第 三 类 齐 次 条 件 , 或 者 自然 边界 条 
件 , 风 (9. 4. 13)? 右 边 第 二 项 为 零 . 这 样 ,59. 4. 13) 成 为 


(À, 一 aD ordz - o. 


BEER A, —4A,5£0, EX BD C9. 4. 12). 

如 权重 eCr)m1, (9. 4. 12) 简 单 地 称 为 正 交 . 

(4) FERARI yi CD ys G0 ys G2 是 完备 的 . 这 是 说 , 画 
数 ftr) 如 有 有 连续 一 阶 导 数 和 分 段 连续 二 阶 导 数 , 且 满 吓 本 征 晒 
数 族 所 满足 的 边界 笨 件 ,就 可 以 蝴 开 为 维 对 且 一 致 收 钱 的 级 数 


fGY- fayla). (9. 4. 14) 
这 个 性 质 的 证 明 超 出 本 书 范 围 ， 
(三 ) 广义 舍 里 叶 级 数 ， 
(9. 4. 14) 右 按 的 级 数 叫 作 广义 傅 里 叶 级 数 ,系数 P0 1.2, 
…) 叫 作 /02BS I7 SL IBOERR IC. RE y (0 (0 — 1,2. 2m HE 


这 级 数 展开 的 基 . 
现在 推导 广义 博 里 叶 系 数 的 计算 公式 . 
BTE (9. 4. 14) 是 绝对 且 一 致 的 ,可 以 逐 


项 积分 用 (zyp(z) 饥 乘 (9.4. 14) 各 项 ,并 逐 项 积分 ， 
[feb DE = 31 s s cocoa. 
由 于 正 交 关 系 (9. 4 12) ,上 式 右 边 除 * 一 mm 的 一 项 之 外 全 为 堆 ， 
[f coecbat = faf LO FEAE, 


E 
Ni = JDO Teea, (9. 4.18) 
把 积分 (9. 4. 15) 的 平方 根 IN, PIE y. Cro BE. TE 
fn = gi | f(y coocoat. (9. 4. 16) 
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这 就 是 广义 傅 里 叶 系 数 的 计算 公式 . 它 在 数学 物理 方程 的 分 离 变 
数 法 中 是 很 重要 的 ， 

in S d AE PRECES INL — 10608 — 1.2, 70 UL PER 9 ei s 
AE BRL. 对 于 正 交 归 一 化 的 机 征 函 数 族 , (9. 4.16) 简 化 为 


b 
fa = | FD y CE pe dé. (9.4.17) 


HZI FEHER RIER ytx) ,只 要 改 用 y, GO 作为 
新 的 本 征 庙 数 , 就 是 归 一 化 的 了 . 
"dB. 4. 32) 和 (9. 4.15) 合 并 成 一 个 式 子 


| ym Cr) yp le)dz = Ni (9. 4. 18) 
其 中 | 
à -人 (n—m) (9. 4. 19) 
7 lo, (nmn) UT 
T&v FPES OSEEIESSUH 76r d Eg RO . (9. 4. 18) 简 化 为 
cn», (ro p(r)dr = à... (9. 4. 20) 


为 了 应 用 公式 (9.4. 1260 C9. A. 10 40 28 AL E EAE GEL 
dé CHEBUBO IE SE B XR TEE TT TEE AE PRCOHCIPHIS. 在 第 十 .第 十 一 
两 章 中 研究 球 函 数 和 柱 函 数 时 ,将 很 重视 正 交 关系 和 模 的 计算 这 
两 个 问题 . 

前 面 查 到 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 秒 数 充 是 完备 的 . 这 里 介绍 完备 性 方程 . 

WR $5.1 — fh CC ELSE E 7 ER (5.1.60 3E DIE (DLL EE AE ín CR 
a GOGH se E TET BRL 这 里 六 xz) 的 近似 表达 式 


fui 2f y la) (9. 4. 21) 
3 7 iE 
er) gj eoad 一 iue 一 Jula) Forde 
à N b 
= En | [Pead — 2a Goecods | (9. 4. 225 
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当 NN 一 sco 时 ,相应 的 完备 性 方程 为 
[Peada = DAS orade. (9. 4. 232 


(9.4. 2324 T EE E p BE SE EL P7; n BUM EUBC POGO dor. 满足 完备 性 方 
程 的 本 征 函 数 族 称 为 完备 的 函数 谈 , 

对 于 完备 的 本 征 范 数 让 nir) ;yz Gn ,完备 性 方程 (9. 4. 23) 成 立 . 从 
而 , 当 六 一 =o 了 时 ,etr) 一 0, 即 Fu Cz29m A C2 I] Fs Ca EE. CT 4 BEES 
函数 FG. ESSE Bi ERE SERE SER CRAS f(z) 进 一 步 满 足 性 质 
OFAR AEIR wm G0 ys Ge E GE POOR -A R E 
(9.4. 1AE — Scc 9. 

《四 ) E-CcE xod: Ed 
以 上 的 讨论 假定 了 本 征 函 数 是 实 变数 的 实 值 函 数 . BR E jS 
数 也 可 以 是 实 变 数 的 复 值 函数 ,例如 本 征 值 问 题 
"二 aAP=0, 
自然 周期 条 件 
的 本 征 函 数 族 通 常 说 是 实 函 数 族 
19cospycosZpycos3py…ysingpysin2gpysin3py (D. 4. 24) 
但 这 完全 可 以 代 之 以 复 国 数 族 
ee Pe i eT] eee, (9. 4. 25) 

对 于 复数 的 率 征 函数 族 . 为 子 保 证 模 是 实数 ,通常 把 模 的 定义 

修订 为 


Na = f GOL»«GO ]? eG dz, (9. 4. 26) 
Refs G0] 29 y. OHRA M. 正 交 关系 也 相应 地 修订 为 
fy.) Ey)] "odr = 0. (9. 4. 27) 
(9. 4. 26) (9. 4. 27) 合 起 来 写 ,成 为 
[yet aXteGod = NE。 (9. 4- 28) 


广义 情 里 叶 系数 的 公式 (9.4. 23) 则 修订 为 
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f. = we | AD COT pcd. Q9. 4. 29) 


五》 着 尔 伯 特 空间 

为 了 帮助 理解 ,这 里 拿 矢量 来 作 类 比 .设想 有 某 种 无 限 维 的 所 
请 希 尔 伯 特 空间 ,函数 zz) 好 比 希 尔 伯 特 空间 中 的 “矢量 ?7. 基本 
函数 族 59.4. DIERE GTER R Ehki t ET 
成 希 尔 伯 特 空间 中 的 “基底 矢量 ”, 或 简称 * 基 ” 两 个 函数 Fi Gf 
fiCxO Bj 3k FD ogE GE X E [a.5] LE GB DX ny dm 


[^ GO fi GOpGOoda 好 比 两 个 矢量 的 “ 标 积 ”f，* fos 基本 函数 带 


权重 的 正 交 关系 (9, 4. 12) 好 比 是 说 希 尔 伯 特 空间 中 的 任意 两 个 
“基底 矢量 ”的 “ 标 积 ” 为 零 , 就 是 说 “互相 牌 直 ”. 把 联 数 S ORI 
AARET, IERE RE AA ERRE HRERS., 
fFohdedsdehc«-. 
TAREHA Hodie ZRPE SEO PES SC LB" A EA CGO B 
^ Ard Sx AC AGO ES ARABIE S ILE ACE v C En 
影 ” 广义 博 里 时 系数 的 计算 公式 人 9. 4. 15MRI C9. 4.16) 好 比 是 矢量 
的 “分 量 ” 计 算 公式 
_ 
Ta * 2 

* A JE A dE (9.4. 90 BD 4,0 —1, 2,3, 034 — E JE AR 
量 *( 它 们 的 “长 度 * 即 模 不 一 定 等 于 一 ), 因 而 “分 量 " 计 算 公 式 中 出 
现 分 母 霹 ' 襄 - 要 是 用 正 交 归 一 化 的 基本 函数 族 {y, lx)/N.}, 由 于 
它们 的 模 为 一 ,就 是 说 ,采用 “单位 矢量 ”作为 “ 基 ” ,那么 “分量 ?的 
计算 公式 就 元 需 分 母 i* i 了. 这 时 广 尽 铺 里 时 系数 的 计算 公式 
为 59. 4.172. 

照 这 样 类 比 下 去 , 贝 塞 尔 不 等 式 好 比 是 说 ,如 果 “ 基 底 拓 量 ” 的 个 数 低 于 
空间 的 维 数 , 即 基底 矢量 组 是 不 完备 的 (例如 说 ,在 三 维 变 间 中 只 了 到 了 两 个 基 
底 矢 量 ), 则 "矢量 "的 “长 座 " 的 平方 太 于 着 个 分量" 的 “大 小 ”的 平方 和 . 完备 
性 方程 则 好 比 是 说 ,如 果 “ 基 底 矢 量 "的 个 数 等 于 空间 的 维 数 , 即 基底 矢量 组 

。270。 


C, (n—1,.2,3,72 


是 完备 的 , 则 矢量" 的“ 长度" 的 平方 等 于 分量" 的 “大 小 ”的 平方 和 ,或 者 说 ， 
希 尔 伯 特 空间 中 “矢量 "的 “长 度 ” 的 平方 和 等 于 该 矢量 "在 该 空间 无 限 才 个 
“ 基 雇 矢量 * 上 的 投影 的 平方 和 ， 

SOS EAS SRI vs tr) 一 1,2,3,…) 是 含 虚 数 单 位 ;的 复 值 函 获 ,其 
正 变 关系 和 模 的 平方 及 广义 博 里 叶 系 熬 计 算 公 式 (9.4,. 260 — (9. 4. 200 IR E. 
面 一 样 ,同样 可 用 矢量 来 作 类 比 ， 


8 9. 1 并 没有 把 球 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 中 的 分 离 变 数 法 进行 到 
Je. 现在 勒 让 德 方程 种 贝 塞 尔 方程 已 经 解 出 ,下 面 两 章 将 继续 研究 
球 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 中 的 分 离 变数 法 . 

限于 篇 幅 , 在 特殊 函数 之 中 ,本 书 只 讨论 球 函 数 和 柱 函 数 . 附 
孙 十 和 十 一 简略 介绍 埃 尔 米 特 多 项 式 和 拉 盖 尔 多 项 式 . 


习 EH 


L 把 下 列 二 阶 线性 常 微分 方程 化 或 施 图 姆 - 订 维 尔 型 方程 的 形式 

吕 高 斯 方程 : 超 几 和 何 级 数 微 分 方程 3)r (7 一 1)y" 十 [C1 十 a 十 Bx 一 了 jy' 十 
afy= 0; 

过 汇合 超 几 何 级 数 微分 方程 "tY ry 一 ay 一 0 

2. 长 为 7 的 柔软 均 质 重 强 , 上端 固定 在 以 勾 速 w 转 动 的 竖 直 轴 下 ,由 于 
重力 作用 , 强 的 平衡 位 置 应 是 竖 直 线 . 此 绳 相 对 于 坚 站 线 的 筑 振动 方程 为 mw 

£I EE az 一 0 到 了 轴 向 下 ,原点 在 固定 端 ). 试 写 出 该 强 的 边 

LE l2 

3. 3R RC T- PU EE T8T E IEEE COS FL EF) de DE DRE SORGE 25. 30S HH 
模 的 平方 . 


[X* -AX—0 4,1 X3 46. 
1X(G0—0,X 60-0; " [X' t0 0. XO -AX! ()— 0. 
“4. 定 解 问题 
| Hp — a tn TÀ, Ca? — Y /p) 
u|.2.—0,.  OSu.4-m-u4)|.2—0, 
"dea FET t ls — 0. 
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用 分 离 变 数 法 求解 过 程 中 ,出 现 本 征 情 问 题 
oce 


X() =0,X CD) X d)-0. 
本 征 函 数 义 (x) 一 Csinv A x EIE A REEL UTR V/A cos A ILU 


sin vy 417 一 0 的 根 . 
不 难 验证 :对 于 AA. [sie a siny A zdz Æ 0. 
为 什么 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 不 正 交 ? 
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第 十 章 X og d 


$9.1 RI SR AE $53 oe DEP BEL; BERI ZZ HERE 247 EET TOT 
EER. G8 SU ER EC B6 (9.1.30, $ 9.1 LHYAAH ET 
FETA. EASRA BE C9. 1. 37). 其 体 写 出 , 球 函 数 方程 即 


3 
aia sin? 2j M HU -DY-o0. 


球 函 数 方 程 的 解 Y(8,p) 称 为 球 函 数 . 
dk $ 9.1 中 ,还 继续 对 球 沙 数 方程 进行 分 离 变 数 , 得 到 分 离 变 
数 形式 的 球 函 数 
Y (8,q) — CAcosmgpd- Bsinmg)689) ， 


其 中 OCA ESTE RES 


aD ES 7 2, 18, Ka HF i3 |e=。 


解 出 , 式 中 的 < 是 


x-—cosQ. 


本 章 8 10. 1 WA m —0 fps] I 93 DUE SERE RS SR p E. 
$10.1 轴 对 称 球 函 数 


本 节 研 究 m 一 0 的 特例 . 在 这 种 情况 下 ,满足 周期 条 件 的 解 是 
呈 () 一 常数 ,与 8 无 关 , 从 而 球 函 数 以 球 坐 标的 极 轴 为 对 称 轴 . 而 
BOE MA IRENE B L AA FEM A Me ALIE RS 


a= S P HFDS- 0. (10. 1. DD 
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《一 ) 勤 计 德 条 项 式 

OD 勒 让 德 和 多项式 的 妻 达 式 

SibfE7r£RO0.1. 1) 已 在 8 9.2 解 出 .作为 二 阶 常 微 分 方程 ， 
它 有 两 个 线性 独立 解 (9. 2. 720 C9. 2. 8), 通 解 是 这 两 个 线性 独立 
解 的 线性 组 合 (9. 2. 6). 

但 是 , 勒 让 德 方程 在 r= E10 9 一 0,r，, 亦 即 球 坐 标 系 的 极 畏 
方向 及 其 反方 向 ) 往 往 有 自然 边界 条 件 “* 解 在 * 一 士 1 保持 有 限 ”， 
从 而 枸 成 本 征 值 问题 . A AE EE Am C9. 2. 122 BR 0 223-10, 0—0, 
1.2,-0. 本 征 函 数 汐 由 C9.2.7) 和 (9.2.8) 之 一 退化 得 到 的 多 项 
式 , 将 它们 分 别 习 以 适当 的 常数 , 称 为 阶 勒 让 德 多 项 式 , 记 作 
P(x). 由 于 rm 一 0 时 ,名 (9) 一 常数 , 它 是 轴 对 称 的 . 轴 对 称 妹 函 数 
YB ,四 简化 为 P(x). 

SUE FUE Hr LEO RC. 于 常 约定 ,用 适当 的 常数 莱 本 征 
AR, EREKET r 的 系数 
_ 20)1 

AUD 
反 用 系数 递 推 公式 (9. 25D ,把 它 改 写成 


HD+) 
OT RDH 


就 可 把 其 它 系数 一 一 推算 出 来 . 例如 


《10. 1. 2) 


d: 


a — (71), FUODD! 
7 (—2 0l —10^" 220—211 L| 
1 (22)! 
2(21—122l - (L—101 Q—2)1 
1 (21— 251 
OD gq- dp 
a= U-20 
(~A 
— (49 (1—2)30—3) (21—22) 
2+2) (2UL—32 27U—1)1 (7—2)! 
(De 1 (202—221! 
2-21 (20L—2) 220—109 —2)1 G—4)91 
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(24—4)1 


— z 
=C D gb x-O-543 d—00£ 
2 Q—4)0—5) 
4-87 (Te I—st 
-1y 90-9 (21—4)1 
2 。3027 一 5 21 &(—2)1 —401 
ly 1 C21—4)! 
2231 (24—522'(1—2) 0—3)1 (i—6)! 
(Cy 《24 一 6 1 


3! ! 74—31 好 一 9 


u a 人 gm) 
acu c COM TE: G-20V (10. 1. 3) 


将 指标 a H &CRÍS I EEEE ARRERA N 


[r2] 
， (201—251 n 
BO] oD gh a Gah 


(10. 1. 4) 


记号 CI/2] 表 示 不 超过 i/2 的 最 大 整数 , 即 


aa EFA Q X HB 
[7/2]= | Q—D0/2. (为 奇数 ) 
HILARA de n S 


P.C» 二 1 
Pir) aem 


P.G)— las 1) — + (cos 26-1) 


2 

P.) (5r 34) — 1 (Scos30--3cost) 

PCz) 一 言 (3 (352*— 3023-3) — È (35c0548-- 20c0520--9) 
nog si moe tan 


E —— (83cos56-- 35c0s 30+ 30cos8) 


Pir) = T. (231z? — 315x + 105r" — 5} 
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=- 2 —(231cos 60+ 126cos46-- 105cos 26 +50) 
勒 让 德 多 项 式 的 图 象 见 图 10-1. 


9.5 
图 10-1 
现在 计算 P,CO ,这 应 当 等 于 多 项 式 PCz) 的 常数 项 . 如 ! 一 奇 
数 ?十 1, 则 PCz) 只 含 奇 次 寡 项 ,不 合 常 数 项 ,所 以 
Pari1t0)=0. €10. 1.5) 
如 £— (835 2». M PCz) 含 有 常数 项 , 即 (10. 1. DF à —472— m 的 


36— 18 . BEVA 


u a (25021 — y-— 
Pa O= CD zr up 0 D Dorf 
04 ls a1)! 
SO Om O9 18 


APWE On)! —(2On—2)0n—4)0:76.4. 2, 而 (22 一 1)11 一 
(2n — 12 (2n — 8) (2n — 52 5.3.1. 因 此, (24)1 = (2n)11 
C2n— 1211. 
(2) WEE SS m5 859 9 Me 
勒 让 德 多 项 式 有 微分 表示 
+ 276* 


l d 3 I 
Pz) rid —1Y. (10. 1. 7) 
这 叫 作 罗 德 里 格 斯 公式 ， 
证 用 二 项 式 定理 把 (zx: 一 1)' ROT, 


1 1 < i fykgp o ly 
zn -V'-s]22g—ppu C9 


: à 1 -z 
= 2 (—1) Jr Upi i 
把 上 式 求 导 i 次. UdEREX 2 一 28 (CT ERRE: RRE 
成 为 零 ,所 以 只 需 保 留守 次 20 — 2624 的 项 , 即 EI/2 的 项 . 这 样 ， 


1 4 i 
zug te D 
(1/21 
a GU— 2k) (2i — 2k — 1) G—25 3-1) 4 
2, 1? 7k —21 x 
ux. 
k (25—24)! i—2k 
= E: Dur A Ta 560 


GO Br $ ARRI ems 
按照 科 希 公式 (2.4. 3) ,微分 表示 《10.1.7) 可 表 为 路 积分 


1 1 (zz —1Y 
2xi 25 Jo (x — x! 


C Jy z ET EB ES =r 点 的 人 尾 一 闭合 回路 . xx ANRA 
5. 
(10. 1. 8036 P EA XE —2b 3 Dr ERAT. ROC. Ar ETE LIBE 

在 e— r, ER A v |i]. Æ C b.z—r— aele, de = 
i vx 一 1]erdy, (10. 1.8) 成 为 
idi i Liz + fx — je)? 一 1l 
mi £j. ( u*—]5)' (yt 
[i va — deno 
1 [e £e or per lp 

2). 2 Va — je 


Pix = 


dz, CIO. 1. 8? 


P) = 


"277" 


= e+ vile e Jag 
= = ilt. +i vi zicosyg] dy (10. 1. 9) 
这 叫 作 拉 茧 拉 斯 积分 . 如 从 = 周到 原来 的 变数 0. cosh, Mi 
Pa) = 二 | [cose 十 isin&cosd dg. 


A ao. 1. 名 很 容易 看 出 
P, =1,P;(—1)=(—1Y. (10.1.10) 


IPODI S i[ jcos8 十 isin&cosé ld 
一 二 | reosre 十 sin*8cos?g. F dg 


x 二 | [cose 十 sin!8 ydg 
D 
1 
Fo 二 | ay = l. 


Pid Sl, Cian) (10. 1. 11) 
(D $8 —3E «nu euni 
当 /是 零 或 正 整 数 时 , 勒 让 德 方 程 的 一 个 解 为 勒 让 德 多 项 式 P,(xz). 至 于 
另 一 个 线性 独立 解 , 于 {一 偶数 时 ,为 y,(z) 即 无 窃 级 数 (9. 2. 8); 于 (一 奇数 
时 , 则 是 yo CHO BE JC ST SURE CO. 2. 70. 但 是 习惯 上 ,常常 利用 并 斯 基 行 烈 式 导 
出 久 第 二 个 线性 独立 解 的 求解 公式 (9.3.17) 和 (9.3.16), 有 俯 第 一 个 解 PCz) 
得 出 具有 统一 dM 


因此 ， 


ej 


Qicr) = Pn) | so az 


[ i 
= Bin] (1— z5[BG TU 


(0. 1.125 


_ 称 为 第 二 类 勒 让 逢 函数 . 从 (10- 1. 1208] 18 


_f_dz L f 1 1 = Lp itz 
aa = | = 2 [rtp r Iz 


1 1 
Qc 7 «| qa =af| pta xe 
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_ [å 1+z 1 
= a| 4n 工 


一 in (z)ln 


1 十 工 1 
1—3 ' 

适当 地 选取 系数 ， 并 反 Giftzr) 的 积分 形式 改换 成 求 和 形式 可 得 下 面 的 公 
A CERE BED, 


a] 
[5H] 
Qiir- LP GO 1 — r2 1 一 中 


à 
1 (21 — Zn) 1 
ace 2k— 2n-c-l n! G—m5] G—2n2)! 


CC LX—DGAI). 
(10. 1. 13) 
APA- MIRRA BAARAK RARE A 


数 ) 或 奇 次 茸 ( 一 个 数 ) 多 项 式 , 适 当选 取 系 数 使 最 高 次 短 项 的 系数 为 一 
GDL FQ. 


IH S 35x 610. 1.13), ET EL E ERES H £262 88 AREER: 
Q,G)— TP, Goln 127 3 


zi" 

Q. G7 P, GOln Heti, 

Qad = TP, n 152 itr 35 rtz, 
1—x 8 


ibt87r ERRAN 
ETSC Pir) HER GG) 《10. 1. 14) 

CC, 为 任意 常数 . 由 于 所 有 的 人 (xz)? 都 含有 对 数 函 数 , 均 在 * 一 士 1 处 发 散 ， 
如 果 要 选取 在 区 间 端 点 r— 4-1 处 满足 自然 边界 条 忻 的 解 ， 就 不 能 要 Qr, 
CARE ECC 0. 8E VG —CIPIGO. 

(三 ) Enb8 $30 zt BE SER 

作为 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 值 问题 的 正 交 关系 (9. 4. 12) 的 特例 ， 
不 同 阶 的 勒 让 德 多 项 式 在 区 间 ( 一 1, +1> 上 正 变 ， 


PPVdr 一 0 RED. (190. 1. 15) 


MUR c BR BOR SEC o Co, 15) 应 是 
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[ P. cost? Pceos0)sinGde —0 (kÆ i). (10.1.16) 
Iu 


(quo Wibgk$ Is aut 
MEHREREN POHI N:, 


一 f iecoris. 
把 上 式 的 PO RARE a0 1.7) 表 出 ,以 便于 分 部 积分 ， 


+1 d'la? — 1» d^ !Cr — 1y 
n r aa E a 5 pe 

1 [£e — 1y di^!(z 1» *1 

= PD dz di^! ]. 


+i d^ dir — 1» — 1» d'ir? — 15 
2i 5 y za. dé | El dr Jaz, 
AE —1)—G—1YCG-H 1) El z— 51 A RE, AEK 


MIA ED up < 一 士 1 为 一 级 零点 ,从 而 上 式 已 积 出 


部 分 为 零 ， 
2 (— 1)! +1 d! — lY dite — 1» 
to PD. dz da^? 

一 次 又 一 次 地 分 部 积分 计 K, 


— t d? — E 
Mie [c ea 


这 里 (天 一 ] 半 是 到 次 多 项 式 , 它 的 22 阶 导数 也 就 是 最 高 竺 项 x* 
的 22 阶 导 数 即 (22)1. 于 是 ， 
—(— 1y DI 


2" Q1» 
分 部 积分 一 次 
N= (— 1) 


dz. 


+1 
(r — 1YCz + 1ds. 
一 上 


: (2E)! 
270p: 1-1 x 1 


1 
—i| G-D'Go Dide] 
—1 


: (22)1 
2" Q0* 


[tz — 1G + )!*'|*, 


一 (一 1) 


1 
(—D | G — 17 G +1) dz. 
-1 


E 
¿+1 
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已 积 出 部 分 以 xo 1 为 零点 ,从 而 为 零 . 至 此 ,分 部 积分 的 结果 

是 使 (z 一 1) 的 寡 次 降低 一 次 , Gr D BERE TES MX BLER AE SE 

上 一 个 相应 的 常数 因子 . 继续 分 部 积分 , 计 z 次 , 即 得 

iy QD! i i=l 
21» ipi 7 十 2 


. al. Cx — DG + ?dz 


“1 * LA 


M= 


1 


— =., #+1 |1 
= ow H+ E 一 到 4 
OR IL 
N:= Jaza —0,1,2,72 (10.1.17) 


《五 ) 7X 08 EB OEERE RC 

根据 $ 9.4 施 图 姆 - 刘 维尔 本 征 值 问题 的 性 质 人 4] ,作为 -一 个 
BUT Bri fi dS P(x} GU=0,1,2,…) 是 完备 的 ;可 作为 广 闷 健 
里 叶 级 数 展开 的 基 , 把 定义 在 zx 的 区 间 [ 一 1.1] 上 的 函数 F(x), 或 
定义 在 8 的 区 间 [0,xj 上 的 函数 SORRA CER C. 


f) = 2f PG), 
t=0 


(10. 1. 18) 
+1 
系数 PE 2] JGODPGoOdz, 
一 1 


即 


f» = b (cosB), 
(10. 1. 19) 
系数 S = EE popu costsinta?. 
EXE (10.1. 1908] H4 RF RUE sin, 参看 $ 9. 4( 一 ) 之 他. 
例 1 以 项 让 德 多 项 式 为 基 ,在 [一 1,1] 上 把 £6 —2zx 03x 
十 4 展开 为 广义 情 里 叶 级 数 . 


解 ” 本 例 不 必 应 用 一 般 合式 (10.1. 18) ,事实 上 ,f(z) 是 三 次 Á- 


多 项 式 , 应 该 可 以 表 为 Plr) ,Pi Ce) Po C32 A Pa GO BIER TEZH & ， 
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2a H3 HA — f Po GO-- f P, GO | fP, GO + Ps Go) 
—fA abf tfr EBr) 
f: lGs—41) 
—-U fou ifi heri fe 
比较 左右 两 端 , 即 得 


le 3 gl 
hife fiihs, 

3 5 

2fo—00yfi 
由 此 解 得 

zl 
HLIEP hi. HL fe 

因此 ， 


22?--&z-4-4—4P, (2) +p, (HÉR (z). 


例 2 以 勒 让 德 多 项 式 为 基 , 在 [一 1,1] 上 把 fos larl ER 
为 广义 博 里 叶 级 数 - 


WE ”本 例 的 
X, (Oscars 1) 


ræs (r0) 
在 区 间 [ 一 1.0j 和 和 [01 二 ,请 xz) 的 表达 式 不 同 ,不 能 采用 例 1 的 
解法 ,只 有 应 用 一 般 公 式 (10. 1. 18). 


f) 一 DAP), (10. 1. 20) 


ELI 
1 
f= 21 (C— pP, ond 十 | ep,(6de | 
EP 9 
(10. 1. 21) 


定 积分 的 值 与 积分 变数 采用 什么 记号 无 关 , 在 (10. 1. 21) 中 两 个 定 
积分 采用 了 不 同 的 积分 变数 ,在 前 一 个 积分 中 , 令 一 ?一 上 则 
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f, - E ee esc 6 + [eroa] 


E atA etp £) 十 P,C» Ke. 


XP EB 1—2n —1,P; GO RA AREN, E RS CL BT 

P, C-£) - —BE; OD 对 于 偶数 的 1— 2n, PG HS Br CREDE ,为 偶 
BE BI P,C—8) - PC ,因此 

201770. (10. 1. 22) 


f= ls < 2P (EdE ~ (4n + D f "£P, (EdE. 


将 微分 表示 {10. 1. DRA, 进行 分 部 积分 ,有 
f= 4n + 1 f, d^(£* — 1)” dé 
^ ^— 2*(2:51 de" 


Lo 4n cl " de 一 DT 


mm 2*(2n)| dé? 1 
[ di o£ = 12* 
3 d£?! 
已 积 出 部 分 以 £— 41 为 一 级 零点 , 且 以 £— 0 为 零点 , 故 其 数值 为 
F. | 


ag}. 


Aa 2,2. O qaal 
六 一 一 -4 十 1 [$ (D ] aerem 


2? (22)] dé 7 
由 于 (10.1. 2220] £— E 1 为 二 级 零点 ,把 上 限 2— 1 RAAE. H 
下 来 的 问题 是 下 限 6—0 的 代入 ,为 此 只 需 注 意 dt G? —1)7/ 
d£" 的 常数 项 , 即 ( 皇 一 1 和) 中 的 (2 一 2 次 苦 项 .运用 项 式 定 


UB o» F | 
— 1» 4 n qu Eme 8 (— Dj 
iaces ds Wi] 
l anti ge (28) ] onr qve 
f» 22 (2n)! ae D Gm FDE (一 1) ] 


(4n 3-12 (228 2)1 
[277 €0—1)01 J 27? 4-10 1] 


一 (一 Do 
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CXAn d- 10 2n — 221 
(2n—2)!1 (2n c-2)21! 
(2n 3-2211 (2n— 1) 


一 ( TD 二 二 。 nir (n—1,2,7) (10.1. 24) 


最 后 的 表达 式 虽 然 不 是 最 简 式 ,但 形式 易 记 . 不 过 它 不 适合 于 n= 
0. iff fo 可 直接 算出 H 


fo—-04 Df £P, coat = feae 一 i. 
ü ü 


一 (一 Dr 


( 


最 后 得 
lz| = RP.GO 十 Zon” 


a= 


(4n + Dn — DIlp (7) 
(2g — D(2n F 2110 077 


(10. 1. 25) 


CAO 拉 普 拉 斯 方程 的 轴 对 称 定 解 问题 

拉 普 拉 斯 方程 的 定 解 问题 ,如 果 具 有 对 称 办 , 自然 就 取 这 对 称 
轴 为 球 坐 标的 极 轴 , 因为 这 样 一 来 ,问题 与 9 无 关 , 只 需 用 区 一 0 
的 轴 对 称 球 函 数 ， | 

例 3 ÆR r=r 的 内 部 求解 Au —0 使 满足 边界 条 件 “|,-。 
—cos?f. 

解 ”边界 条 件 与 9? 无关, 以 球 坐 标的 极 轴 为 对 称 轴 . 所 求 的 解 
也 应 以 妹 坐 标的 极 轴 为 对 称 轴 , 因 而 

B, 


«c.n- >) { Art 


考虑 到 在 球 心 处 应 有 自然 边界 条 件 :z |--* 一 有 限 值 ,上 式 中 
1/77 31 4528 8r fF , ETHER B,—0. 


| P, (cos). 


a(r,0)— S Aw P. (cost). (10. 1. 26) 


(10. 1. 26) 是 轴 对 称 情况 下 , 拉 普 拉 斯 方程 在 球 内 区 域 有 限 的 一 般 
解 . 为 了 确定 系数 4 ,把 上 起 代入 边界 条 件 
' 254- 


5 Ar P.(cos8) —cos'0— z^. (10. 1. 27) 


I-0 
由 于 Ps(z) 一 到 (3z: 一 1), 有 
2 i En! 2 
T = 3 ELT 2P: GO ]- g Pe lx) 3 PC». 


这 就 是 x? 按 勒 让 德 多 项 式 Pi(z) 展 开 的 式 子 . 以 此 代入 《10. 1: 272 
的 右边 ,并 与 左边 比较 系数 , 即 得 


1 2 1 
4 一 了 4: 一 本 . H9 G-0,2). 
ix FE 
l 2 1 z 
u(r,8)— pF ` yz r P:Ceosð). (10. 1. 282 
例 4 半径 为 mm 的 半球 ,其 球面 上 温度 保持 为 xucosg, JE TBI 2 
热 , 试 求 这 个 半球 里 的 稳定 温度 分 布 ， 


解 ” 取 球 心 为 球 坐 标 系 的 极点 ,垂直 于 底面 的 半径 方向 为 球 
坐标 系 的 极 轴 方 向 . 这 样 , 极 轴 是 对 称 轴 ,问题 与 无 关 , 定 解 问题 
是 
[ Au — 0, . (10. 1. 29) 
| ons, = wocosb, (0 «0 < DO Bl uius, = urs CO ar D 


(10. 1. 30) 


ales 一 0， BD uL lso = O. (10. 1. 31) 


定 解 问题 仅 在 半 妹 区 域 (0 委 br7/2:0<z 扩 1) 有 意义 ,而 勒 
让 德 多 项 式 已 (cos 信 却 在 整个 球形 区 域 (0 委 Br 一 1 委 z< 妇 1 上 
才 是 完备 的 ,为 了 能 运用 勒 让 德 才 项 式 作 展 开 ,需要 把 定 解 问题 延 
拓 到 整个 球形 区 域 , 补 充 定义 另外 半 个 球面 (r72<ekSrs — 18x 
二 0) 上 的 边界 条 件 . 为 了 满足 半球 底面 4z 一 0 上 第 二 类 齐 次 边界 
3k Pr GO. 1. 31) ,必须 用 侦 延 拓 , 即 把 边界 条 件 补 充 定 义 成 并 的 侦 
函数 ， | 
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"T 


u.cos8, — (OxcÓx m/2) 

MM (n/2x0x m) 

sor, (OS) 

Zu MEN (10. 1. 32) 
S LH xu FER fF C10. 3. 320 fU C10. 1. 30) fI C10. 1. 31D. 现在 , 定 
解 问题 在 整个 球 内 区 域 有 意义 . | P8 3, 知 道 轴 对 称 情况 下 拉 普 拉 
斯 方程 在 球 内 区 域 有 限 的 一 般 解 为 


u(r,8) =  Ag"P cost). (10. 1. 33) 
以 此 代入 (10.1. 32). B 
SAP) = f(x) = uz. (10. 1. 34) 
A PG (—0,1,2, ) 为 基 , 将 Fn) 展开 为 广义 传 里 计 级 数 
fo) 一 2B. (10.1. 352 


其 中 系数 
1 1 
n= EX repete ~ Tu (EPOE. 


(10. 1. 36) 
例 2 EUEEIXIBIL7 1.7 11 E RS BC! e EFE PICO B I7 CIE Hn 
28 C10. 1. 250. 将 这 一 结果 代入 (10. 1. 362, 得 
太一 0， a —0,1,2,7) 


(an DOn— 111 
(2n—1X2n-2)11 


六 .一 (一 1 uss(n—1,2,--) (10. 1. 37) 


d 
f— 2 Us. 
将 (10.1. 324 A, (10. 1. 352, 5 C10. 1. 34) 的 左边 相 比 较 , 有 


A= fi dris Am 0 1041 22,177) 


pront DGns - Dtt 


ir 一 了 一- 
Faye m /an= ( (n —1)2n7-2) 11 


Ho. n= 1 2.70) 
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(An--1) (299—121! | us 


TY 
Am (1) oen DGnd 211 eim (10. 1. 38) 
最 后 解 得 

Ol cc; aqua Cn DD Gn — 1)11 

G8) = z“ + 2 DU (292 — D (2n F 2 
. m - (P. (cos9). (Q x 8L 
ri 2 
(10. 1. 39) 


(10. 1. 39) fe SR X BL COO 2) E ERE 定 解 问题 (10. 1.290 一 


(10. 1. 31) 的 解 . 

例 5 在 本 来 是 匀 强 的 静电 场 中 放置 均 名 介质 球 . 本 来 的 电 
场 强 度 是 E,, 球 的 半径 是 xo, 介 电 常 数 是 e 试 求解 介质 球 内 外 的 
电场 强度 . 

解 ” 取 球 旋 为 球 坐 标 系 的 极点 ,通过 球 心 而 平行 于 E 的 直线 
显然 是 对 称 轴 , 取 这 对 称 轴 作 为 球 举 标 系 的 极 轴 . 

由 于 介质 妹 的 极 化 ,球面 出 现 束 缚 电荷 ,以 致电 场 强 度 五 在 
球面 不 连续 ,An 一 YY ， Vu= 一 "下 在 球面 上 没有 意义 ,从 而 拉 
普 拉 斯 方程 在 球面 上 没有 意义 .我 们 只 好 先 分 别 考虑 球 内 的 电势 
ua 和 球 外 的 电势 xy ,然后 通过 衔接 ”一 一 -一 一 二 一 
条 件 使 两 者 在 球面 上 衔接 起 来 一 

1. 球 内 电势 xn. 

球 内 电势 ug 满足 

Ata 50. — (rr) 
(10. 1. 40) 
在 轴 对 称 情况 下 ,<10. 1. 407 的 -一 般 
FE 
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考虑 到 xm 在 球 心 "一 0 NAAR AF 1/7738, B,—0, 


u= »» Aur! P;Ccos0). (10.1. 41) 
系数 A 暂时 还 确定 不 了 . 
2. 球 奸 电教 us. 
球 外 电势 un 满足 
Aug =0. (ri>ro) (10. 1. 42) 
Ux sc Esrcosf. (10. 1. 43) 
无 限 远 处 的 边界 条 件 (10.1.43) 蚌 仿照 38.1 B8] 4 (608.1. 600 8 
出 的 . 
在 轴 对 称 情况 下 ,C10. 1.42) 的 一 般 解 是 
uf = > (C+D, Zr P, (cos6). (10. 1.44) 


把 (10. 1. 4412 44 A C10. 1. 432. 对 于 很 大 的 mrCe 项 和 Drt Bo 
远 小 于 地 项 .考虑 到 这 一 点 , 代 人 的 结果 是 
5 Cr'Pilcosh) — — Ecos = — ErP cos). 
Pi inB e ELLE SEE o s dB ARETAN, TA AURA 
{二 1 的 一 项 .两 边 比 较 , 得 
C=—EsC=0. U0,1) 
这 样 , C10. 1. 442 8 X 


uy —C, — E,rP, (cos&) d- 2.4. jr; Picosb). (10. 1. 45) 
系数 D, 暂时 还 确定 不 了 . 
3. in 与 型 让 的 衔接 ， 


uw 与 us 并 非 两 个 互 不 相关 的 问题 中 的 电势 ,而 是 同一 个 问 
题 中 不 同 区 域 上 的 电势 .它们 应 当 在 球面 上 互相 衡 接 . 这 里 说 的 
“衔接 ”* 指 的 是 :电势 在 球面 上 连续 ， 

us lee mun ion (10. 1. 46) 
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XE HL Br SE D= ee,E— — ee Vu 的 法 向 分 量 即 一 eeoaxyar 在 球面 
上 连续 (这 里 假定 了 介质 球 本 来 是 不 带电 的 )， 


c, 981, eo 外 | (10. 1. 47) 
er e ar ý 


f& C10. 1. 41010. 1. 45) PCACGEBEZK (/- (00. 1. 46) 和 和 和 (10.1. 47), 
p Ami P, (cos) =C — Eor Pi (cosd) 十 >, Pip, (cose) , 


I Iz ü 
E > tAr, P; (cos8) = — EP (eos — »» 他 十 DP, (cosg). 
. i=ġ i=ù ` a 
比较 两 边 的 系数 ,得 


A= tD, Ł, Ar =— Er tD Ll. 
a H 


0— DX, L, £A, = — E, — 21, L, 
b 


0350, 
E Ar; = GT 1D, AU 
¢ 


由 此 解 得 


D,—0, 45 EF [A,=0, 
550,1) 
C A E—] 3 D,—9. 


ua = A 一 — Ercosh, (10. 1. 48} 


Ee 
I 
f (10. 1.48) ,C10.1.49) 中 出 现任 意 常数 4o, 这 是 由 于 我 们 设 有 
规定 电热 的 零点 . 

球 内 电势 (10. 1. 48) 又 可 表 为 


uy = A, — Ecos + 


riE, Jicosf. (10. i. 49) 
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ui =A s Et 
由 此 可 见 , 球 内 场 强 Es 二 一 Vun Y z 7r IBI Es 方向 ,其 大 小 


这 是 说 ,En 仍 为 气 强 电场 ,只 是 按 一 定 比率 前 绊 了 ,. 球 内 极 化 强 
度 


Fa =e le — l Ey mE 3—1) 


也 是 常数 . 这 说 明 球 的 极 化 是 均 名 的 . 
(七 ) Bh 
设 在 单位 球 北 极 置 Axes 单位 的 
正 电荷 (图 10-3) , 则 在 球 内 任 一 点 M. 
(其 球 坐 标记 作 +,9.9) 的 静电 势 汶 


E; 


e-4-2 


lul 1 _ 
d 41— 2rcosÜ--ri 


(10. 1. 50) 

静电 势 1/4 A iN T.H 

ERAR Pg As 6) Rh SE PR, AE, 1/4 

应该 具有 轴 对 称 情 识 下 拉 普 拉 斯 方程 一 般 解 的 形式 , 即 

1-5 | A+B, EI 

先 研 究 单 位 球 内 的 静电 势 , 在 球 心 (二 0) ,电势 应 是 有 限 的 ， 

17r*1 项 不 满足 此 条 件 , 故 取 Bi:=0， 
1 Xa 

AUESGPSC A A P;(cost). (10. 1. 52) 

为 确定 系数 A, EYER. 1. 180 EE C10. 1. 190 HE E. 但 这 里 采 
用 一 个 较 简 便 的 变通 办 法 . 在 (10. 1. 52) 两 边 置 0— 0, 


L.— S ASPRO AF. (10. 1. 53) 
ic feo 


图 10-3 


P,Ccos6). (10. 1. 51D 


l—r 
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上 式 左边 在 r 一 9 的 邻 域 上 屡 为 泰勒 级 数 


lr 0 (10.1.54) 


l—r 
比较 (10.1.537 和 (10. 1. 540 BI 4 
A =l. (I—0,1.2,--2 
于 是 (10.1. 52? 成 为 
1 
4 1— 2rcosg +r’ 
请 读者 自己 研究 单位 妹 外 的 静电 势 . 其 结果 为 


A 2 去 PKeosg)(r>>1D (0. 1. 56) 
— Fr cos r 1-60 


1/ V 1—8rcos8-E c! A n md VE S SE QE E N zx 85 Hy ur 3 Cox, E k 
"5. 
以 半径 为 R 的 球 人 代替 单位 球 , 则 


25 Rr Preost), Cr<R) 
i-0 


= 2r Posi). (r«i) C10. 1. 55) 


l — 


Ri—:rReosÓd r | 
Y grReost- tr DYR AP; Cosf). (GR) 
1-9 


(10.1. 57) 

例 6 在 点 电荷 Areg 的 电场 中 放置 接地 导体 妹 , 球 的 半径 为 
av 球 心 与 点 电荷 相距 no >>a). 求 解 这 个 静电 场 . 

解 ” 取 球 心 为 球 坐标 系 的 极点 , 极 轴 通 过 点 电荷 , 则 极 轴 是 对 
称 轴 ,问题 与 9? 无关. 

假如 没有 导体 球 ,出 静电 势 本 来 应 当 是 

q 
NAE — 2r,rcosQ 4 r? 
HBCPiIESRPHIEXC PERHEEN 
u(r.0)— ki EvCr,0), 


~ r— 2r,rcosB +r" 
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vir DERRE EPHEL. 它 是 导体 妹 上 的 静电 感应 电荷 引起 
的 )， 


[Au —0, 
lu 1, 7-0, lima —0. 
Ap 0 
" 2 (10. 1. 58) 
vb-.———RM lim v=0. (10. 1. 59) 
^/ rj — 2ryacosQ-- a 
”在 轴 对 称 情况 下 ,方程 (10. 1.58) | nm 
的 一 般 解 是 PEN 1-35 e] r 
vr D= 3] [Ac B. zia | Pos". 
iaŭ T, 
5 REI C10. 1. 59) 的 无 限 远 边界 条 件 ， / 
NOE DD, 
v0) = D, B: Pi ost). / 
lmg 
(190. 1. 60) 
EA C10. 1. 6004 A C10. 1. 59) 8] SE TREO 加 
ü- 
界 条 件 ， e 
D) Bi iPi(eosb) =—————— 
nid 4| r1— 2r,acosQ-- a? 


引用 母 函数 (10. 1. 575, 
eo e t 
» B, -A P, Cos) — —g 5 -2 P; Ccosf). 


ERRU P7 XLI Hn LR 
2p 


a 
B,——q9 “nr. 
q "E 


ied 
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ulr) 一 4 S D Zn * 3a P.Gosf). 


Arn -5 i= 


(10. 1. 61) 


其 中 第 二 部 分 , 亦 即 vr,9) 又 可 改写 为 | 各 | 2| 
P;Ccos8) ,按照 (10.1.57), 这 就 是 
v(r.0)— —q(Ca/ri) 


JS 


事实 上 ,这 是 基 个 点 电荷 的 静电 场 中 的 静电 势 , 这 点 电荷 的 电量 为 
一 4mreogfari) ,位 置 在 球 心 与 本 来 那个 点 电荷 的 联 线 上 ,到 球 心 的 “ 
HAH mo 一 art<a 可 见 在 球 内 ). : 

这 样 ,就 导体 球 外 的 静电 场 而 论 ,好 像 不 存在 导体 球 , 而 存在 
上 述 假 想 的 点 电荷 . 这 假想 的 点 电荷 就 叫 作 原 来 那个 点 电荷 的 电 
fe. 

OO 递 推 公式 

利用 和 母 函 数 还 可 以 导出 勒 让 德 多 项 式 的 递 推 公 式 . 先 把 
(10. 1. 55) 写 成 


M pu 


[t m— 


1 = > PCz). (10. 1. 62) 


对 rr 求 导 ， 


r—r = a 
d—»epeyac De Pz). 
ALARA rrt 


r~r = 
=0-—2 y Sp, ir). 
l— 2r: F” rz "2, i 


pi ao. 1. 62) 代 入 上 式 左 边 ， 
(x 一 DSP) 一 《1 一 2rz 十 > DI 1P, Gr). 
比较 两 边 的 一 的 系数 ， 得 
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zPQCE)— P, kr = +H DP L 
— 2rP, (rd + k — DP, Cr), 
Rp 
GE -- DP, Ce) — CRH DPC) HP m0 GI 
(10. 1. 63) 
利用 这 个 式 子 可 从 Pri Cx) 和 PL GO HB. Pas GO, 所 以 此 式 称 为 
勒 让 德 多 项 式 的 递 推 公式 . 
勒 让 德 几 项 式 的 递 推 公 式 有 多 种 ,现在 来 推导 另外 几 个 常见 的 递 推 公 
x. 
将 (10. 1.62098 1X. z RF 
GT ERAS 2r Pia). 
WAAL O — rrtt 
1 rrr 
JL 1:62 4A EAZA, 


— (1— 2rz4- r0 Par BG. 


2341 = (1 一 2rz 十 rz ZrPitz). 
比较 两 边 UU mpg x SEE EDS 
Pitx}=Pi lr) —2zPi Gr P4 tr). GZE1D (10. 1. 64) 
(10.1. 62034 r RF, 
HDP CO — GET DOP) — 


(2k + 1) Par + RP 1 (x) — 0. l) (10. 1. 65) 
(10. 1. 64038 C262. 10. C10. 1. 6% 2, CHERE FPCz) 项 ,得 递 推 公式 
(2k+ DP Cr) = Piri tz) — PC GOGZD (10. 1. 66) 
燃 亿 地 ,还 可 得 到 下 列 公式 ， 
Pafz GT DP GO zP. (10. 1. 67) 
Piir) m aP, GS — Pica G2 (1) (10. 1. 68) 
Cr Ptr) = Arp, lr) — RP, i2. GZRD (10. 1. 69? 
C10. 1. 622, (10. 1. 642, C10. 1. 662, C10. 1. 672, C10. 1. 682 0 C10. 1. 69) 
dE dES EINSBN ESNAEÓ. 
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上 和 述 递 推 公式 有 些 可 用 来 计算 某 些 与 勒 让 德 多 项 式 有 关 的 定 


例 7 计算 定 积分 | PPr. CE、 为 自然 数 ) 


解 ” 利 用 递 推 公式 (10.1. 63) ,将 zPi(z) 化 成 P, GO 
P... Cr) * 


1 1 
[ xP COP GOds = a6 + DP a 
+ kP, GO JP, Gd 


È 1 六 
= ET | Pa 1C02P Cede 
È 1 
+a, Pilo Pindar 
_k+1 3 
2k 十 1 "ges 
n 
up ERES 
pr. 
GeF DCL TEZI 
= 2+ 1 u 
GET 3GRDp"-^t! 
0. l5 & — l k+l. 


(10. 1. 70) 


1 
LE 计算 定 积分 二 = GU D | Pdz —0,1,2,-) 
ü 


E arz? 中 计算 过 的 定 积分 ,这 里 利用 递 推 公式 重新 计算 ， 
利用 递 推 公式 (10. 1.63), 有 


1 i 
L= + bf zP, (3da = U + Df Pai GOdz +f Poi dz. 
ü [] Iu 
下 利用 地 推 公式 (0 1. 56) ,得 
1 
L= L [R 一 Bikz)Jaz 十 可 : a lo — Piir) ir 


DRE 


= 5t F LPusG) ~ EGO] + g lP) — Plr]; 
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考虑 到 (10,. 1. 0 MARERE x—i RABRACUR M 


HE LCp,(9)— PaslO J+ iP- (0 — P;CO) ]. 


DERE 
AA C10. 1. pDA CIO. 1. 62,08. 


In.41—80. (n20,1.2,*) 
Z£ncl[ (223—111 sag28T 1211 
Iu Trl. p" (2n311 CD t2x 2211 
DawvaKm— 32006 Q4 4. Gn—D1II1 
+l Dap 6 P (Qo ] 
—QnED, 1) Gal Di [Get 2) On D] 
(4n4-3) (2n4-2)11 


Cm) es C2n— 3)11 [2n--24—1] 


C Ga— (22011 
Lol MEC ESPIT sa On— 3311 
一 一 (一 DC DT 


C(2n— 2211 
£223 H os Com E 2)— (2a4— (2n 15] 
t2n—3211 
(2n- 25211 
CK4n3-1) . (28 —1?11 
Qa— D Ga 2M 


( 
一 【一 17 (n+ 1) 


二 {一 1y"+1 
对 n—0, 


in—1,2,7-2 (10. 1l. 71) 


1 1 
h,= f xPGods— | zdz— 1. 
o e 2 


Bri SERES DM 2 完全 一 样 . 


€10. 1. 725 


J M 


1. 以 勒 证 德 多 项 式 为 基 , 在 区 闻 [ 一 1,1] 上 把 下 列 函 数 展 开 为 广 多情 里 
叶 级 数 . 


* (Os rm) 
ED — (MG C 7 


DNOSE 
(3) f(r)— x". Gi HERERO 
2. 用 一 层 不 导电 的 物质 把 半径 为 rm LO ICI AE A ROU RC SERE E 
半球 各 充电 到 电势 为 wm ORE 试 计算 电场 中 的 电势 分 布 . 
3. 一 空心 圈 球 区 域 ,内 半径 为 i; 外 半径 为 ro, 内 球面 上 有 恒定 电势 m， 
外 球面 上 电势 悍 持 沟 uicos Osu ou 均 为 常数 , 试 求 内 外 球面 之 间 室 心 圆 奸 
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区 域 中 的 电势 分 布 . 

4. 半径 为 mm 的 半球 的 球面 保持 一 定 温 寄 uas ,半球 底 曾 (1) 保持 0^. (2 28 
热 , 试 求 这 个 半球 里 的 稳定 温度 分 布 . 

5. 在 本 来 是 匀 强 的 静电 场 E 中 放 矣 导体 球 , 球 的 半径 为 xo. 试 求解 球 
外 的 静电 场 . [88 1539 8 8.149 4] 

6. 均匀 介质 球 ,半径 为 m, 介 电 常 数 为 < 把 介质 球 放 在 点 电荷 dreg 的 
电场 中 , 球 心 眼 点 电荷 相 蝶 dt>ro) 求 解 这 个 静电 场 中 的 电势 
7. 半径 为 mm 表面 震 辕 的 均匀 球 , 在 温 订 为 六 的 空气 中 , 受 着 阳光 的 照 
射 ,阳光 的 热流 强 诬 为 go. 求解 小 球 里 的 稳定 温度 分 布 ， ac 

P3 ZEMECH RESET OE POPEUIAR rd ,初速 wx) 

9. 细 导 线 首 尾 相 接 而 构成 回环 , 环 的 半 和 从 为 ro 环 上 带电 4reog 单位 . 求 
团 环 抽 围 电场 中 的 静电 势 .[ 在 初等 电学 课程 中 已 经 知道 ,加 环 轴 上 臣 环 心 > 
处 的 电势 为 8/ AF. 这 可 用 来 作为 电势 在 0— 04 和 8 一 :方向 的 值 . J 

10. 证 是 递 推 公式 (10.1.677、(10. 1. 68, C10. 1. 69). 

11. 利用 勒 让 短 多 项 式 的 递 推 公式 ,计算 定 积分 


1 
1 = | Peaz. 
LH 


$10.2 连带 勒 让 德 函数 


为 了 得 到 一 般 情 况 下 的 球 函 数 ， 首先 要 求解 连带 勒 让 德 方程 


a-2529— 2x e+ [rac 175 zj8-9 Geo 


(10. 2. 15 
(—) 连带 勒 让 德 函数 
(1) 连带 勒 让 德 函 数 的 表达 式 
am 一 0 是 连带 勤 让 德 方程 (10. 2. 1) 的 党 点 ,可 以 用 § 9.2 的 方 
法 在 xo 一 0 的 邻 域 上 求 连 带 勒 让 德 方程 的 级 数 解 . 但 是 直接 运用 
级 数 解 法 所 得 系数 递 推 公式 比较 复杂 . 每 个 递 推 公式 涉及 三 个 系 
数 ,从 而 难于 写 出 系数 的 一 般 表示 式 . 
因此 ,通常 作 变换 
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8—(01—250$2y(2, (10. 2. 2) 
TU COR BRL, O THA ya). 在 这 变换 下 ， 
= -7201y may, 
TE am ry m1— zy 
I-m Gi —2) (0 r)i rty. 
把 以 上 三 个 式 子 代入 连带 勤 让 德 方程 (10. 2. 1) ,就 把 它 化 为 y GO 
的 微分 方程 
(1— 2*2 y" — 2m -F lyry HHL —mGn4-12]y — 0. 
(10. 2. 32 
xzo 一 0 是 这 个 微分 方程 的 常 点 ,直接 运用 级 数 解 法 所 得 系数 递 推 
公式 也 不 复杂 . 可 是 ,我 们 还 是 不 准备 直接 运用 级 数 解法 ,因为 有 
更 为 简便 的 方法 . 
事实 上 ,微分 方程 (10. 2. DREMEN REIR E m 次 后 
fé suff; SR CS 9.2 习题 4 就 是 一 个 例子 ,在 那里 :一 3,m 一 2). 验 
证 如 下 :应 用 关于 乘积 求 导 的 药 布 尼 茨 求 导 规 则 


(uv) m uuo Eum mor Due Te 


4. mim — D oie (一 此 十 D lgie- un 


Fully, (10. 2- 4) 
把 勒 让 德 方程 


(Q — 20P"—2zP' HELGM DP=0 
RF m 次 ,其 结果 是 


| (1—x3)PU7"— m2xpU77 — rm 1) 


2pm | 
—2(xP7! mP) -UDPS 0, 
Bp 
(1— 42) PU71" —2 Gn -- 1) PUn! -- [ 1-1) —m Gn 1) JEU 
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-—. 
XX 1E R& C10. 2. 3). 因 此 (10.2.3) 的 解 v C0 ES EE LE DEUS PERI ARE 
POR m 阶 导数 ， 
yid =P] Cr). (10. 2. 5) 

我 们 已 经 知道 , 勤 让 德 方程 和 自然 的 边界 条 件 ( 在 zx 一 士 1 为 
有 限 ) 构 成 本 征 慎 问题 ,本 征 值 是 (i 十 1), 而 i 为 整数 ,本 征 函 数 
则 是 勒 让 德 多 项 式 P). 那么 ,方程 (10- 2. 3) 也 就 与 自然 边界 条 
件 构 成 本 征 什 问题 ,本 征 慎 同上 ,本 征 阔 数 则 是 PLC BJ m 阶 导 
数 , 即 

yGO PF). (10. 2. 6) 
以 此 伐 回 (10. 2. 2) ,得 8 — (01— 077 PP GO. 这 叫 作 连带 勒 让 德 
函数 ,通常 记 作 PIG), 
Pred = (1— r Pr). (10. 2. 7) 
注意 区 分 PFCz)7 和 PIT GO ,后 者 只 是 Pi(z) 的 m 阶 导 数 ， 

总 之 ,连带 惑 让 德 方程 和 自然 进 界 条 件 也 构成 本 征 全 问题 ,本 
征 值 是 

G1) (—0,1,2-5, (10. 2. 8) 
FEAA URE ELE d o C10. 2. 75. 

Be £R P, Code KETA ERE HLBESK S LC Wd: 次 就 得 
到 零 . 因 此 ,本 征 值 2 二 1) 中 的 整数 上 必须 六 zz 对 的 一 个 确定 
É EE ERE PRSE CIO. 2. 7?) 中 的 m 只 能 取 值 

m—40,1,2,--. 10. 2. 92 
34 m=0 BEL P? C — PL GO EMPRESA O10. 2. 70 f81 45 29 BE 
德 多 项 式 P). BA msom 1—1.2 的 连带 勒 让 德 画 数 的 


有 具体 形式 
PIG — (1r sinp, (10. 2.10 
PG) = (0 — z)" (32) — 3-sin26, (0. 2. 11) 
PG) —30 2) —3sin'&— 3 (1 —cos265. (10. 2.12) 
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更 多 的 连带 勒 让 德 函数 的 具体 形式 参看 附录 五 ， 

OD 连带 勒 让 德 函 数 的 微分 表示 

Eri i nos a p ROO. 1.7) 立 刻 得 到 连带 勒 让 德 函 
数 的 微分 表示 

prin)— Ca el). (10, 2. 13) 
这 也 叫 作 胃 德 星 格 斯 公式 . 由 于 (一 xz?)*?, G^ —1» 为 偶 函 数 .从 
(10. 2. 13) 不 难看 出 , 当 29m — 2n (0 —0,1,2, 2 Bf, P7 COCA BL PR 
380,24 0—m—224-10:—90,1,2- BE. PP C) SE PR ÉR. 

从 (9.1.7? 延 续 下 来 ,我 们 一 直 把 m 当 作 正 整数 . 其 实 ,在 连 
PELES F2 (10. 2. 1) 中 只 出 现 m 而 并 不 出 现 m. WEER m 
TR, CORO m) ,连带 勒 让 德 方程 保 转 不 变 . 因而 ;我们 可 以 揣 
想 
Prr) c 4D Li LG 1» 
ud xen a ibf87r Beer HS E BH AKTE. 作为 二 阶 常 微分 
方程 ,连带 勒 让 德 方程 可 以 有 两 个 线性 独立 解 . 但 满足 自然 边界 条 
件 的 解 只 能 有 一 个 . 因此 ,Pr*(z) 应 当 就 是 PPGO ,最 多 差 一 个 党 
HAT. 为 了 求 出 这 个 常数 因子 , 拿 (10. 2. 132 RR C10. 2. 14) 相 除 ， 

Pr T — ri nd" 了 3 一 [4 d +m 
mc E er 
上 式 右 边 是 有 理 分 式 , 分 子 与 分 母 的 同 短 项 之 比 就 应 当 等 于 左边 
那个 常数 . 现在 看 分 子 与 分 母 最 高 等 项 之 比 , 它 
(2D1 ,.., (DI 


(10. 2. 14) 


(+m)! 


=i DraMa mayi" : Utat TOD" Umt 
这 样 , 我 们 得 到 
PrG)- CD pepe), 
(10. 2. 15 
(—m)! ) 
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(30 连带 勒 让 德 菌 数 的 积分 表示 
按照 柯 西 公式 (2. 4. 1) ,微分 表示 式 (10. 2. 13? 可 表 为 路 积分 


. qF 1 Gm) $ (2 — 1) 
PP) Z 24 1 cx ryrende. (10. 2 16) 


C Jg z PF TELE zcr B3 (E-- 18 m. 这 也 叫 作 施 列 夫 利 积 
分 . 
(10. 2. 16? 还 可 以 进一步 表 为 定 积分 . 为 此 , 取 CC 为 图 周 , 贺 
DXEzx—x. BÍ Vix —1l.XEC E zs rs Vx —1lef*. 而 (1 一 
aij Vx—1-—i(i-—a)/e*.dz—i vr:—levdy, (10.2. 16) 
为 


1 GT» 一 "o (z5— lY 
Prad = 2xi F] $[i* w) E - zjedz 
i" EDI us IY 
7 2n 241 E (x 一 zr 
I" ua 十 p 一 Im 内 
"^u 2 jo 
三 — ipy2 — i 
KC: E y a? WU 1]: Vari 一 le”dg 
zb — 


LU m «Ee 
=z X 


£ 十 2x x? — le*"-L (x? — 1)e7* 一 1 [ag 


2 4x 一 le* 
d" dt mif" u— 
2T Z! — 


| = 十 VETI + c) Jag. 


从 工 回 到 原来 的 变数 8, z =cos0, WU 


Pr (x)= | e "t cosf+isinfcosg | d$. (10. 2. 17) 


xi tnl fEBEMERENTBRAY. 
(二 ) 连带 勒 让 德 画 数 的 正 交 关系 
作为 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 值 问题 的 正 交 关系 (9. 4. 12) 的 特例 ， 
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同一 m 而 不 同 阶 Z EFE E EET LIE RE PCBCÉE DECIR] C 1, 2- D. EE E, 


[opr (2)Pr coda —0 (xD. (10. 2.18) 
im JA x 回 到 原来 的 变数 8, 则 (10, 2,18) 应 是 
| pr (eospyPr cosfosintd? =0 GL. (10. 2.19) 


(m ERLA R A 
现在 计算 连带 勒 让 德 画 数 PP Cz) 的 机 NT. 利用 (10. 2-15), 
army = [tero Fdz 


— 11 
qp GP? G)dx 


G 一 m)! 1 +1 d" 
QG — m)1 l- dr" 


= (— 1)” 


一 (一 1)” (a — 1) 


x iG 一 ldz. 
仿照 上 节 计 算 勒 让 德 多 项 式 的 模 的 方法 ,进行 分 部 积分 ,而 积 出 的 
部 分 代入 上 限 和 下 限 后 为 零 ， 
myz ml C dcm! 1 
CND = (— 1) U m)! ger 


+? I—mtl i m—1 
x i ilL 1» d goai — Ddr 


EX dt 
— (pna Etm) ftp-t- m- 
- Cape ERU D pee PP aoda 
一 次 又 一 次 地 分 部 积分 计 m 次 ,并 利用 (10. 1:10 Bp 48. 


二 
(NT = C7 Dee S 021 [p Go P Gnd 
OO my m2 
CU-»u0 9 — —wuHucrr 
终于 求 得 模 NT, 


m (+m)! 2 
NT 一 AT Whi (10. 2. 20) 


《四 ) J"SCNEB o ERE 
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根据 89.4 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 信 问题 的 性 质 54) ,作为 一 个 
例子 ,mm 相同 的 连带 勒 让 德 函 数 P7 G0 0 — 0,1, 20 658 d 8 nf 
作为 广义 健 里 叶 级 数 展开 的 基 , 把 定义 在 z 的 区 间 [ 一 1,1] 上 的 
函数 FO ,或 定义 在 8 的 区 间 [0,x] 上 的 省 数 (从 展开 为 广义 和 情 
里 叶 级 数 


M" 一 JAP), 
[= 


(10. 2. 21) 
2 2E E 1 UG — mpi! m 
RE f, = 23 C PT [roograoods. 
Bp 
IA = S APF (os), (10. 2. 22) 
{=0 
21-1 0 m)! n 
系数 六 一 2 Ul 21 rcp: (cos sind. 


HEX O0. 2. 22) 中 积分 有 权重 sing. 

例 1 以 PCO 一 0,1,2,"…) 为 基 , 在 xz 的 区 间 [ 一 1,1jJ 上 把 
PES 了 (rz) 一 sin*8==1 一 zx? 展开 为 广义 傅 里 叶 级 数 ， 

E HDTGXHDOm—2,P$G02:0,Pi G2 70, Ed CIO. 2. 20D 
把 fasl r 展开 成 


Am 一 (1 一 za) 一 22 PEG) (10. 2. 23) 
系数 f 可 按 (10. 2. 21) 计 算 ， 
21 4-1 251! ] d 一 D 
f: 3 | (1 v n da? 


分 部 积分 一 次 ， 

(2-1) 0€ —2)0! 242 
f£ "am -ronl r) 

1 2 dtir — 1Y 

-f ae r) dz z}, 
上 式 已 积 出 部 分 为 零 ,继续 分 部 积分 两 次， 
y 0 D. 0-2) 
: 2:1 Q 3-221 


d^ (x —1y7] 
l, 


dz! 


' 303 * 


dc — 1) d'^! 2 一 1Y 1 
[7c - o TE H Ge -o | 


d^! — 1» 
m ef = -一 1 


由 于 rsl 均 是 已 积 出 部 分 的 零点 , 故 上 式 已 积 出 部 分 为 零 ， 


dz]. 


‘(21 D Q—2) dz — 1» 
n= E Fa O| e ecd 
(10. 2. 24) 
对 21 一 2,(10. 2. pomis 
fi- ERE i -of x° 
u d(z* 一 2z* iD 
一 aps dx dz 
= 一 号 | (r! 一 x')dr 
1 
_ Ëfles 15] 4L 
E [is zu x (10. 2. 25) 


对 于 02.800.2. 24) 再 分 部 积分 一 次 ， 


(2 十 1) 人 一 231 di (c — 1») 

f= tux»- Cc c e[[: da? l, 
[ di- igr? — D R 
Lı dz 2 

上 式 已 积 出 部 分 同样 为 零 ,所 以 

fo TD,G-—21!,,, [2E — DT 0 

| 00 pM G -- 2)! datt ao 
(10. 2. 26) 

最 后 得 仅 售 Pitx) 的 展开 式 


f(x) = sin? = 1 — z’ = LP (x) = iPiGosO. 


(10. 2. 27) 

其 实 , 只 要 查看 前 面 列 出 的 连带 勒 让 德 画 数 EECr) 的 表达 式 

(10. 2. 12), 马上 就 能 得 到 (10- 2. 27) ,不 必 像 上 面 那样 进行 具体 计 

算 . 今后 对 一 些 简单 的 画 数 rz] ,都 可 以 这 样 进 行 广义 傅 里 叶 级 
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HERF. 
例 2 O PGOG-—0.1,2,-2293& TE x B IX RI[ — 1, 1,] 1E 
uo Oc xrxX 


x) 一 i -5), ` 
函数 f(x) 一 | oo HE 10-5) ERAT ERN 


VIEN 


图 10-5 
E HT m—2,P2G)2:0,P2 220, A JEt C10. 2. 212 
把 FGORJT 


fG- 2 PG) (10. 2. 28) 


系数 户 可 接 (10. 2.2038, 
f-Hrlilg-iM( d dt crt — 1) 
,一 


d 一 x5 dz 


2 Xr 215771 dr? 
经 过 两 次 分 部 积分 ,可 将 上 式 计 算出 来 ， 
fp- 2+1, 0-2! E — à?) dr 1) 
(一 3 CF L 2 do 
n 2r dc 一 1)! /— 2 im 2 
2l dz zi dz o 


上 式 插 号 中 第 一 项 和 第 三 项 均 以 z= 二 1 为 零点 ;第 二 项 以 a= 为 
零点 ,在 x 二 1 好 ,第 二 项 为 2P,(1) 二 2, 因 此 ， 
f (2L + 100 — 2) 1s 
am 2 十 251! 
1 d^!(z — 1Y dz 一 17 
iF [2 dz ^! drit! 1| 


E 
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ixl z : HESI 2_ in 
当 i= 2n Bb ti= 2841, 4 dn 1) -4 din 中 


每 一 项 均 含 =, 故 在 一 0 处 取 值 为 零 , 因 而 


f _ (4n 122—221 
m (442) — ^U 


当 [— 2n. 1 时 i 十 1 二 2 十 2 一 1 二 24; 利 用 二 项 式 定理 ， 
(z5—1) 一 (zs 一 1)241 


2241 
— (2n43- 1)! 
tmo (2n+1—ė)!| À! 


(n —1,2,:-:) C10. 2. 29) 


(D " (—1)»* 


(10.2. 30D 
di! PAN i fm 2 3 各 十 了 一 
因而 ， | Cr 1? l.-[ (x 1) 


i—i 3n 
dr dr -r—ü 


u . . —_ atl)! eian 
一 《10. 2. 30 P z2” 项 的 系数 Co! =r mF DI 1+! C2n)l, 


d'*x—1)» d^; —])*" 

[ dz |l dai? | 
= (10. 2. 30) 中 zz”* "3m B ZR Ee e (282-221 
mnl, Qu. 
= (a1! nt nt 1YC€22-- 221. 
因此 


fav 


-0 


(4n d- 32 C2n — 121 
2C2n-d- 321 


(— 1! (2221 
(2+ Ze al ier Gr D Gne] ju, 


— Gnd 3) Ga — Dt [1 | C D*! Qr) cnit suta) 
CaF 351 (22011 (2a +2)! ° 


u . Cn—1)21 
= Un E! 


{it C D** Qf on 2) . 


(2n —1)11] 一 " 
apay j 60—1,2, } 


(10. 2. 31) 
最 后 得 


O= 2 (dnt 1) RD 


《22 十 231 to Pin Cz) 
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3 (2n—1)1! 
tiae DT 
mM (2n—1)11 
l4pC—1)»" Ci! + 3n+ 2) 25 31933 Jas PL Gr) 


(10. 2. 32) 
由 于 请 数 Akz) 为 非 奇 非 偶 函 数 , 故 广义 情 里 叶 级 数 510. 2. 32) 中 
BEA BENE PLOOOG-1.,2,-0, X & e BÀ PLaGOO-12, 
e). 
CE xEtiEATLE NUR FK 89:8 fEE 2: 5X. 

IRI Srib 08 d 5 P E FE CBE iE S ER CT E 300.2. 7» ,可 以 
E dub 3: ESTEE EGE ANE E 

IW UsugB iu SEIN EHE OO. 1.63) C10. 1. 665 . Ef 

GT DP G2 — Gk DzPiGOdEP&a)—0. A) o (0.1.62) 

(k--DPGO-P'uuaQO-- Pan. GID (10. 1. 66) 
(10. 1. 632,10. 1. 660 5t SIE x RE m On — 10K LEE TR JE TOR S 
得 


G FDPElGO- Gà DPI"! G2) (10. 2. 335 
— m GE FE DPIT7H GO HAPI 1 Cz2— 0, 
CRH DPP GO PEH GO — PI21GO. (10. 2. 34) 


3800.2. 34«- MEA C102. 30 , ilf Ze PI GO 
( — m4: DP Go — (28-4 DaPÉ Ceo HOHP G2 0, 
GENE GO o-n0"^ 利用 (10. 2.7) ,得 - 
(2k | DPPC) G-- 8DPT GO G— m DPhaiGO. E81) 
(10. 2. 35) 
这 就 是 连带 勒 让 德 函 数 的 一 个 递 推 公 式 
(10. 1. 660X] x 3E Em TK 
C+ DPI Go = PEPI GO —PIrIUGO 
PRU CL — 7*7 5, dg 
QARIDI r PI Cr = Pri Cr) o- Prie). (GB (10. 2. 362 
(10. 2. 36) 是 连带 勒 让 德 函 数 的 另 一 个 递 推 公式 . 
利用 勤 让 德 多 项 式 的 递 推 公式 (10.1. 69) , 即 
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lat — Pir) = krPilr)— $PC (R10) (10. 1. 69) 
结合 (10. 1. 632, C10. 1. 6603F E] Sj H EH WE AE ER ELLE A HE ZO, é 

CRH DYCGL— x! )!* P? Cr) = Ge m CE 4-m OPT Ge) 

— (k mt 22 &—m-- DPIG), G1) (10. 2. 37) 


和 和 (QR DG-czx na 


一 HID HPT- LG 
—kk— mt PRC), (R1) (10. 2. 38) 
( 10. 2. 352. (10. 2. 36), (10. 2. 32280 C10. 2. 38) CIE EE b LE P EC] 
四 个 基本 的 递 推 公 式 CHE DE EZ ELA E TS HB. 


$ 10.3 一般 的 球 函 数 


一) RAR 

C1} 球 函 数 的 表达 式 

RR pi 3t 77 88 (o. 1. 3) 的 解 称 为 球 函 数 . 一 般 情况 下 , 球 靖 数 方 
程 的 分 离 变数 的 解 是 


WYT(B,q) =Pr cosd) ; (10.3.12 


sinmp 2m-—0,1,2,-,4 
rn] I-0,1,2;3.:- 
记号 { } 表 示 其 中 列举 的 西数 是 线性 独立 的 ,可 和 性 职 其 一 ,i uide 
球 函 数 的 阶 . 

(D 复数 形式 的 球 函 数 

线性 独立 的 7 阶 球 函 数 共 有 2 十 1 个 .这 是 因为 对 应 于 m — 
0, 有 一 个 球 函 数 P;Gcos6) ;对 应 于 m-—1.2,7, 则 各 有 两 个 球 阿 
数 即 P?Gosé)sinme 和 P7 (cos8Dcosmg. 

根据 欧 拉 公式 cosmo isinmqo— e", cosmp— isinmp-- e "F, 
(10. 3. 1) 完 全 可 以 重新 组 合 为 


m= —i,—i--1,7,0,1,-,. 
YT (0,9) =P” eose . 
1—0,1,2,3,*- 


(10. 3. 2) 
在 410. 3. 22 2 rB b Sr 8L Br ER Y YR d 20--1 个 . D (9. 1. É. 
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到 (10. 3. 10 m 都 是 指 的 正 整数 , 在 510. 3. 20 P m. 既 可 以 是 正 整 
Jr. qb up Di E fh ders 对 于 负 束 数 m, (10.3.2) 本 来 也 可 用 
P? (cos0)e*, B] Pr "!(cosd)e"*, 4H 2] 48 P cose [参看 
(10. 2. 15) ,Pi (cos8) 与 Pj"! cos 四) 是 线性 相关 的 ,它们 只 相差 
常数 因子 . ] 

(=) 球 函 数 的 正 交 关系 

FAAO. 3.1) 中 的 任意 两 个 在 球面 $ EC 0xzOs x Osce 
LIMES, l 

ffer 0, AYTO, Psingdldp 


一 | (cosB) P1 (cosb)singdg| nd | | nag ja 
[n ü 


cosmo) |cosng 
+1 ?x [sit in 
=| PFCz)PiCz)dz| , SÉ ML =0 
-1 v [cosmo] |cosng 


Gn Æ n W i ÆR), (10.3.3) 
REBA AKTA. REE, G1. OH RE mén 上 式 中 对 9 
的 积分 为 零 ; 而 如 果 m=n, (10. 2,18) 指 出 对 z 的 积分 为 零 ,或 者 
说 ,(10. 2.19) 指 出 对 5 的 积分 为 夫 . 
请 读者 自己 验证 , 球 函 数 (10- 3. 2? 中 的 任意 两 个 也 在 球面 上 
EX, 
| [Yr 0 DYO, psingdodp 


= [pr (cos) PI" (cosg)singdg| eLa] “dy 
ü G 
= | pme er (eyda f emper] de = 9. 
-1 0 
(ma n ERR) (10.3.4) 


(三) RKR 
现在 计算 球 函 数 (10. 3. Dig HE NT. 


(NPY 一 f [tvre.o Tisinédodge 一 [Eren x sin&dé 
5 Q 
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NM Mir - f" [Pr Cz) Jdz f ni e jan 
cosmo cos'mg 
读者 已 经 熟悉 

['sin'mode = ním Æ 0), 


2x 2 — — 2n 一 o, 
f cos*mo dp = và, .0, em t o 


(10. 2. 20028 E 


HI Dm o0 do mi 2 
M GO dz = (ET 


因此 ， 


2nó, (L--m)| 


NP = FIU m 


FTE, RAHCO. 3. 10 5 
„ f 2x8. Utm)! 
N= AAF U mr (10. 3. 5) 


femer] dp= [iae = 2r， 
Mani OE SS BERE ECCLO. 3. 20 BEBE NT. 的 平方 
(NTY 一 | [Exr (6,9 Yr Cg T singdodg 


因为 


一 fie (cos?) l'sinéd8 » Femme de 
5 0 


__? ,Ut|mD! 
a+i Q— al] 
于 是 ,复数 形式 的 球 函 数 (10. 3. 2) 的 模 


„_ f ax 4 Impt 
NF—ANG1 a mDr (10. 3. 6) 
(四 ) RALHA REHE 


定义 在 球面 53( 即 OKI, KPL E88 R /8, 队 可 用 
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" Zn 


kp E CIO. 3. 10 8E C10. 3. 22 JRJT HL — ER 17 RETR. 
现 以 球 范 数 (10. 3. 1? 为 基 , 把 FO ETT ROT. 分 两 步 进行 
首先 ,把 (0. XT o ES EUH AUT 


FOD 一 J [An comp 十 B,C()sinme]. (10. 3. 7) 


RE 0 作为 参数 出 现 于 情 里 时 系数 A, 和 B。 之 中 ， 


AnD = X f(8,g)cosmg dg, 
(10. 3. 8} 
B,D 一 1f JO, Dsinmp dg, 


及 以 P7 Cosh 2g di , ER ACO, r] EH AnA B. CO ET. 按照 
(10. 2.22), 


An 一 >) APPT cosd), 
I—m 


- (10. 3. 9) 
Bai 一 > BrP? (cos), 


t=m 


AP: M m 开始 是 因为 如 车 Em Lll] PP ose — 0. 系数 Ar A B? 
为 

~ 253-1. € — m)! 
Ar 一 2 “Um 
20-1 (i — m)! 


— A U SLM F (8,9) PT (cos8)cosmqgsintdód o, 


2+1 (— m) m , 
Br -= — 7 B. ener (cosP)sindd8 


— [ 
E L. g 于 XP FO, OPF (cosÜ)sinm sinfdódg. 


CEP. (Pr (cosP)sin(dO 


C10. 3. 10) 
jE. C10. 3. 90 fCA C10. 3. DIE FO DERT S 上 的 展开 式 


JO. 一 5 M [A"cosmq + B?sinmo]P? (cos). 


mm em 


(10. 3. 11) 
”3 了 了 = 


式 中 两 个 累加 号 的 次 序 也 可 交换 , 那 就 应 当 写 成 之 / 22. 展开 系数 
AT 和 BT 的 计算 公式 如 (10. 3. 107 所 示 . 

35 VASE PR 3C C10. 3. 2) 为 基 , 把 了 (8, 吃 进行 展开 , 则 对 9 的 展 
开 将 是 复数 形式 的 信里 叶 级 数 . 请 读者 自己 验证 ,这 时 SO, pE 
球面 S 上 的 展开 式 为 


E H 
f, = > MiCTPi^(cos(De", — (10.3.12) 


l=0 m=- 


其 中 系数 C? 的 计算 公式 是 
2+1 0G |a|) 


a= áz (- pas) | ODP Cost e^] singip 

(10. 3. 13) 

£41. Ho.3. DB SRPRÉCIE TARNE. (DsinGcose, © 
sindsing. 


E ”也 先 把 sinécoseX] e JT BE UHR CHE ox ELS de 
傅 里 于 级 数 了 ,只 不 过 这 级 数 只 有 有 一] 的 一 个 单项 cose, 其 系数 
为 sin 

第 二 步 ,以 Pi (cos) (一 1,2,…) 为 基 , 在 [0,r] 区 间 上 把 sing 
展开 ,其 实 ,这 也 已 经 展开 成 广 尽 愈 里 叶 级 数 了 ,只 不 过 这 级 数 只 
有 一 1 的 一 个 单项 P1OCos8) —siné. 

XX FÉ ,sinécose— P] (cosB8)coso E C10. 3.1) 所 列举 的 球 函 数 
之 一 ;无 需 再 作 展 并 . 

回 辣 理 ,sin&sing— P1CcosO)sing t, E (10. 3. 1) 所 列举 的 球 函 
数 之 一 ,无 需 再 作 展 开 . 

例 2 HiQ0.3. DRAHE (0.9) —3sin*6cos'*g-- 1 EH. 

解 ” 先 把 /C8,P) 对 9 屡 开 为 佑 里 叶 级 数 , 这 可 以 如 下 简便 地 


JOD = Ž sina + cos29) 一 1 
— [3 une — 3 sin? 
一 | jin à 1 十 psin Bcos2g. 


- SI2-* 


这 健 里 时 级 数 只 含有 两 项 :一 项 是 m= 二 2 的 cos28, 其 系数 (89) = 
(/25»sin'0, 男 一 项 是 m= 二 9 的 1; 其 系数 AD = (G/2)8in'8 
— 1. 

第 二 步 , 把 £00) — (G/2)sin'0 i PH(cos6) 0 一 2,3,…) 展 开 . 
351 RB C10. 2. 125 , Ë (3/2) sint = (1/2) P$ (cos) ,这 就 是 展开 结 
R, RA = 的 一 项 . 此 外 还 需 把 /,09) — (3/2»2sin'0— 1: $& P 
CcosD B P; cose (1—0,1,2, 2 BEOT LR] § 10.1 列 出 的 前 几 个 
勒 让 德 多 项 式 的 表达 式 , 方 便 地 得 到 


San 1] 一 了] coste) — 
ysin’ 1 > 1 cos?g) 1 


一 一 i Geos'ü — 1» 


一 一 ZG — 1) 
=— P(x) =— P, (cos), 
因此 ， 
f(8,9) = 3sin*6cos?p — 1 


二 一 Pstcos 从 十 EPCcosg)cos2g. (10.3.14) 


(五) 拉 普 拉 斯 方程 的 非 轴 对 称 定 解 问题 

拉 普 拉 斯 方程 在 球形 区 域 的 定 解 间 题 , 如 果 是 非 轴 对 称 的 , 问 
题 与 9 有关 ,因而 需 用 一 般 的 球 隔 数 . 

例 3 计算 侦 极 子 的 电场 中 的 电势 . 

E ”读者 在 初等 电学 里 已 熟悉 电 侦 极 子 . BT ber icr 
等 而 符号 相反 ,两 者 相距 很 近 ,就 梅 成 偶 极 子 , 用 5, 表示 点 电荷 
十 ?相对 于 点 电荷 一 9 HRE qn 叫 作 惕 极 子 的 偶 极 上 矩 , 记 作 pi， 

Bi 一 gs. 

先 研究 s 沿 上 辅 的 倩 况 , 即 pi = gsis pi = O 0, —0. d^ bn 
原点 取 在 情 极 子 所 在 处 ,或 者 更 具体 些 , 取 在 点 电荷 一 g 所 在 处 . 
于 是 ,两 个 点 电荷 的 坐标 分 别 有 是 (sa-,0,07 和 (0,0,0). 从 初等 电学 
知道 电势 
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] q g . 
“arn | VESTE 
引用 记号 r= ety tz f ayr =g YT 十 YY 十 z* ;由 于 8 
很 小 , 故 其 分 量 的 绝对 和 值 15 | 61. id A— —5 WERA 


uxr,.y.z) = ace + år, yz) 一 -Cryyz)y ] 
= 1l. 四 af Jr 一 l * 3 4 * Siz 
AXE ar 4x&, ar| r 


— l pp 了 
— hre D (ui yb F uf) 


H Es 
Ane, P5 (gt F y! F gym 


改 用 球 坐 标 ， 
inge 
ux.y.m) 一 d e 
引用 例 1 的 答案 ， 
uCr,y.z) = dus. 一 -一 内- 去 Pi (cos8)cosq. 


同 理 , 如 果 ? r oy g 
ulr, yz) = Beh» x = 
如 果 s5 沿 2 轴 ; 则 


u(r,y,z) = 


S Pis Lp 《cos8)sin 色 


TE be p 一 dac, FAM LP, cos). 


TARI E ARTH EA T as 


uCr,y t) = + lp "r= 
4x6, r ins, 
+ opyPl(cos8)sing + PiP (cos) ]. 
L ”里 是 一 阶 球 函 歼 ， 
例 4 半径 为 ro 的 球形 区 域内 部 没有 电荷 ,球面 上 的 电势 为 
ussin*Ucosgsinq,uo 为 常数 , 求 球形 区 域内 部 的 电势 分 布 . 
E ”这 是 静电 场 电 势 分 布 问 题 , 定 解 问 题 为 


* di4* 


EJ l pl (cos? cosg 


Auc 0, Gr) (10. 3. 15) 
u [=r = usin fcosgingp, (10. 3. 16) 
ul 有限- (10. 3. 17) 
由 于 球面 上 边界 条 件 含有 9 的 函数 ,并 非 轴 对 称 , 因 而 问题 与 ?有 
关 , 其 解 也 必 和 与 phx, WH- REREH. 
根据 (9.1. 4) 和 (10. 3. D , 接 普 拉 斯 方程 在 非 轴 对 称 情 况 下 的 
一 般 解 为 


ulr, 一 >) Mir LA?cosme + Brsinmg]PT (cosg) 


mie i= 


十 > 之 E [C?cosmg + Drsinmg PY (cos). 


m=0 


(10. 3.18) 
考虑 到 自然 边界 条 件 (10. 3.170 2S GE 1/777 , 即 取 CT 0. DT 
一 0, 于 是 


u(r,0,g) 一 5 S irLATcosme 一 B?sinmg|P7 (cost). 


mağ l= 
(10, 3.19) 
把 (10. 3. 194 A ER RUT Rade. 3. 160 A 
> Zr Arcosmep 十 Brsinmg JP7 (cos) 
m—D!—m 
一 uSin'Ücosg sing. (10. 3. 20) 


利用 (10. 2. 12) 可 把 上 式 右边 按 球 函数 (10. 3. DETER A 
ussin'Ócosgsing = 言 wC3sinzg)sin29 


一 qs PHCosP)sinze (10. 3. 21) 
(10.3. 21DD ELTE F- XE ELE ERCIE LR SE HL E A ER PE EC Pi Cosg) 


sin29 的 单项 ,把 (10. 3. 214 A C10. 3. 200 ,两 边 比 较 系数 ,得 
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nBi- ws, B=, (=2,m 一 2) 
mB”=0, 从 而 Br=0, Q352,H m352) 
rQAT — 90. AT =D. ( ,—0,1,2, 72 
词 此 ， 
u(r,0,.q) = gi PiGosG)sin2g. (10. 3. 22) 
és 在 半径 为 rm 的 球形 区 域 的 外 部 求人 

Au =0, (rn) (10. 3. 23) 
ES d sin'ésin/g—— , (10. 3. 24) 
u |... HIR (10. 3. 25) 


ME 焉 例 3 一样, 问题 与 ?有 关 , 解 中 含有 一 般 的 妹 函 数 , 其 
一 般 解 亦 为 (10. 3. 18) ,考虑 到 自然 边界 条 件 510. 3. 25) ,必须 弃 去 
r BẸ A7=0,B7 二 0, 于 是 


u(r,Ü p) = 2, 之 [Crcosmg 十 Drsinmg]P7 (cost. 


(10. 3. 26) 
it: (10. 3. 26044 A C10. 3. 24), 有 
了/ » 一 el ) [CTcosme- Drsinmg Pr (cos) 
m=) iem a 
«| sinsbsinp 一 于 | . (10. 3. 27) 


把 (10. 3. 27) 的 右边 按 球 函数 (10. 3. DER SRA? 的 步骤 有 
«| sin?dsin'g 一 Hi 


| sime — cos29g) 一 1 


(3sin?8)cos2g 十 ia — cos?*ü) 一 1] 


l 


ll 
wE wë el 
mm 
| 


T—— 1 
| 


1 
2 
lp 1 2 

FRE 2(cos8)cos29 一 "y Geos g 一 D] 


* 
us 
E 
D 
LI 


Us 


= sf Pi(osé)cos2p 一 Ptcosp) |, (10. 3. 28) 
dE C10. 3. 28 f& A (10. 3. 2 ,两 边 比 较 系 数 , 得 


re Ho 
re 一 ve 
AC $' 
+D 
48 009 
G-E1D 
一 ri? Dr—0 
从 而 
Ci- lug, 
1 
Ci— igni: 
CT —90, G7 2,mz£0,2.1,m-—1,3,7) 
Dr—0. (I,m-—0,1,2,:-5 
因此 ， 
urd, p= ruri - LP. (cost) +E Tuori * I Pi cost)coszg. 
(10. 3. 29) 


(SO IEXEU3— 1E 3 RR Tc 


物理 学 下 党 党 用 正 交 归 一 化 的 球 函 数 , 定 义 如 下 中 


Yml Qu Y (8, g) 


— [aen - cime I"! (cos&)e'"* 


(D 3p 44 EJEiEEIH — bif RR RGB SS Yi D= I CDTI Gg [7 
(10. 3. 3004€ —-BH- TÉ C— 127. 
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([—0,1,2,7*;mo —1,—0t1,:70,*74—1,D 
(10. 3. 30) 
了 于 是 ,根据 (10. 3. 4) 和 (10. 3. 6), 有 
Í "LY. (8,9) Y 4, CB g)sinódéde 
一 一 一 ml Ini imp , inpe ai 
- cs) | "Pl teos Pl"! (cosd)e Le7*]" sinddédg 


2 1 4 Lim Dis s 
—UNDOTD2I1 (— [m |) 1 999» — 949... (10. 3. 31) 


(10. 3. 312 REREH Y. O po ETE SE TH — 3€ 5. 
球面 土 的 函数 09.9 0| HIE3 HRAN YO, D EJ, 


feo È Xovso.o. (10. 3. 32) 
RB Xd E EIE Cm 
Cm = NE (0,9 Y; (O.gsinódédg (10.3.33) 
CE 加 法 公式 


把 勒 让 德 多 项 式 Pr (cose TH — 8 Bo SR BR EE Yr (8, 由 展开 为 广义 情 里 叶 
RH, 


Pose!) = x£ 5. m (cosmgycosmp + sinmgysinmup) 


PT Tom) 
PP (cos, Pr (cosi). (10.3. 34D 
(10. 3. 34) 称 为 球 函 数 的 加 法 公式 . 式 中 欧 如上 见 后 面 的 (10. 3. 367. 
下 面 利 用 球面 上 单位 正 电 荷 的 电荷 密度 兽 数 来 推导 球 函 数 的 加 法 公式 . 
如 图 10-6 所 示 ,半径 = 一 1 的 单位 球面 上 亚 点 .好 点 的 球 尝 标 分 别 为 
(&,, $2. (OQ. 车 人 避 在 斑点 有 一 单位 电量 的 正 电 荷 , 则 建 面 上 的 电荷 密 麻 函 
数 可 以 记 为 
PAB P= or r8 49) — 6 (cos — cost 28 (p— à. (10. 3. 35) 
把 极 轴 正 向 旋转 到 OP 方向 ,得 到 新 的 坐标 系 , 记 M AE A CO 0). 
这 样 , 单 位 矢量 OP 的 老 的 和 新 的 直角 坐标 分 别 是 {sinBocos@, sinfssingy 
cosh ) 和 (50,0,1), 单 位 和 拓 晤 OM 的 老 的 和 新 的 直角 坐标 分 别 是 (sin8cosp， 
sin&sing, cos) H (sinBcose, sinBsind, cos). S Br A E GP 与 oM 的 标量 积 
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cos — cos, cosB --sinBsinÜcos Gp— qi). (10. 3. 36) 
(10. 3. 36) 式 建立 了 新 老 球 坐 标 之 间 的 联系 . 


z 


图 10-6 
E ER T EB E. b A Wr HE A TE ETE BR A6 ER h E EK 
的 ,of 四) — Cé (cos. — cos0) — Có(cosB — D.C 为 常数 ,待定 . BERE BERRUEONHT 
整个 球面 的 积分 应 为 球面 上 的 总 电 基 1; 即 
1- f eeepsineaueds = [Tescose — Dd(cosBDdg — C2z. 
于 是 ,C 一 1732r. 


p(@)= 云 SCcosB 一 1)， (10. 3. 37) 
把 函数 (8, 吧 在 单位 球面 上 用 (10.3.11) 和 (10,. 3. 100 ft ER A t 
(10. 3. 17 展开 ， 
p.p) 一 (cos — cost lp — A? 
x I 
= $] 1LArcosme + Brsinmg]Pr (cos), 


0 -—9 


pH i— 
AP 一 i 二 ， 8í(cosd — cosh Pr Ccosd)d tcosdy 


2 
x f 0p 一 pjcosmp dg 


i i— ! 
= r» "ERI (cos )cosmqg,, 


Atle mf B . 
Br = on (om). 00088 — cost) Pr (cosfod (cosg) 
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qu 
x f ip — qy)sinzmgig 
28 Li E- m)l pea . 

— UU dm» Pf£cosf)sinmq,. 


这 样 ,再 开 的 结果 是 


ce H 
E u - tiy 1 Cm)! 
peA 8 (cosB — cosh) Cp- p=% m 24 Pn 


X (cosmgscosmg-- sinmghsinme) Pr (cos, ) Pr (cos). (10.3. 38) 
5315-8 IR EX P(B) 用 (10. 1.193 按 勒 让 德 多 项 式 Pifcos 且 展开， 


ex — lice -— S AP GOs€D, 
T 1=0 


f= 2 下 -L5(cos8 — 1P; (cos&Dsin&d8 
a o 2X 
一 zr — gg (cos — 1)P, cosd (cos 
2+1 2+1 
Hea 一 EI 
这 样 ,展开 的 结果 是 
^ 
et) — dcos 1) — 之 2 二 Piteose)， (10. 3. 39) 


p COE oC85& e] aA 85 P IRCIRCTE IP o] BR SS b SE IP SIS EL AR 
Mi 8$. HO FE IR TES (10. 3. 38) £0 C10. 3.39) 也 应 该 筱 此 相等 ， 


TES + 1 Um) 
2; 4m Picos&) = 之。 Zn 2x Q d m)! 


X (cosmqycosmp + sinmgysingig) Pr (cos, PT (cos). (10. 3. 40) 
LABEM AC EUAGEST Y ESRCEDE GR 7E e E 4E LL 分 离 
出 去 而 得 到 的 , nni dim UAR BÜUPIOAN E A TV -cv RAE 
EAEL RARER. "Re ger EUR 则 跟 坐 标 系 的 旋转 无 关 . 因此 ， 
在 坐标 系 旋转 时 , 球 函 数 方程 不 变 . 换 句 话说 , 老 的 坐标 系 旋 转 到 新 的 坐标 系 
时 ,i 阶 球 函 数 情 保持 为 二 阶 , 所 以 (10.3.40) 两 边 的 相同 1 阶 的 球 函 数 项 签 
此 相等 ,的 去 常数 因子 《Ei 十 1) / (280 ;就 得 球 函 数 的 加 法 公式 (10. 3. 342. 
如 果 改 用 展开 公式 510. 3. 12 以 代替 (10- 3.110 SUL S gg c B S 


E 
o Q—m)5! 
Picco = 2) QT») 


(A) MEF. SRF 
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PT osf) PT (cosG)ei Tt V, (10. 3. 41) 


Pio TRET BERE SEI HII IC, PPS THEBAR UT RE SPORE 
子 . 计算 四 极 子 的 电场 中 的 电势 ， 

E ”把 这 两 个 偶 极 子 的 惕 和 极 短 记 作 户 和 一 gi; 前 者 相对 于 后 者 的 舌 径 
记 作 5 

先 计 算 py 和 ss 都 沿 之 轴 的 情况 ,py 一 1c 二 0+szy 一 sz 二 0, 把 坐标 原点 和歌 
在 四 极 子 所 在 处 ,或 者 更 具体 些 , 取 在 偶 极 闪 为 一 pi 的 偶 极 子 处 .于 是 ,两 个 
价 极 子 的 坐标 分 别 是 (ss**5:00 和 (0,0,0). 引用 例 3 的 结果 ,电势 


Xo Sig 


ir. ysr) 1 È | 
Ane" "IL Gr — 5, E y! H zT] 


[ 十 y! 十 zy 
引用 记号 > 一 vict eG yix xd yer] 册 于 5s fO. 
Tor EHEHE sal 138 Ao — 52 DUI EE PEE, 


oer PU ren Gr. yz) ] 


af, 
Apu RC ED * Sy 
二 二 一 3z 2d. 3sin?Dcos^g— 1 
U EE r5 — ARE Pus ri ` 
引用 例 2 的 答案 , 则 


u(y sr) ie zu "I 1 [4 l PH (cost)cos2g — P, (eos0) |, 
XB Pie NM 
IDEA LEE s: A yA, Wr 


E 3zy ~- 1 3sin*fcoseinp 
ulr yz) = da hus = dn, c . 


AP puso pies, P ERE. Mil 4 的 管 案 , 则 


ULE y2) = —— Pas F 工 二 [去 l Pi (cosf)sinzg . 


Pt 沿 工 轴 ,s; 沿 z 轴 ;四 
Jrz 1 3sinGcosgcosq 


d 
uÜr.y.m) = e, Pin r m ze, Pio yi 


T 


=- de Y. Paaju Ty ri l pi (cos8)cosg]. 
Pi HF y $s: H e h 


ukt ysz)= i Ed 


' 321* 


dac Pire us [十 3 Pi(cost)sin29 |. 


ke 
pP Hr y 88s; 38 y 585. XO 
ipi 1 3sin*Psin'g—1 

uy) — e poss s r 7 ae, P 3 p Pr " 
3| HB 5 的 答案 ， " 

uix. ym) de Tae Pris Ty L [7 EE Picostocosze- P; (cost) |. 
DENT HOST 

uÜriym)— Apos e LL. dne, Pie ys L [P (cos6?singl. 


4E, TE, 


p W z hs H a hh, 
1 
ulx.y.z)— rS s 一 Per z: [Pitcos Yosgl. 
pP Y z Mss d ym 则 


(TY) 二 


pers -Z Pusn T = Anc Pr 1 pp: CcostDsingl. 
pit z 轴 ,ss Hr x $, 


u(x,y.x)-— Ben 


rers 


t Tirsa LAPa (cos). 
BERKO JESE CMRER KESLER T 
拉 普 拉 斯 方程 的 解 如 表 为 吉 [ DMC 。 ] 里 必定 是 二 阶 球 函数 [参看 
(9. 1. 4? 和 《9. 1. 32]. 


一 般 情况 下 ,四 极 子 的 电场 的 电势 


furo Piasty — Puisjn 
uCx.yaz)m durs zs Lr Prsia Pusi fus 
Pisz Pisy Pisz 
一 已 十 二 Picos39 liPisnze Picosp 
x lPisinze —P,— + Picostp Pising 
Plicose Plsing 2P, 


记号 Tr E Crace 0 RE EUR. Or mR A GOE ARTER 
H. 


上 式 经 整理 后 可 表 为 
ux "8 = Ane 2 [C — piss. — Piysss HŽ Pisar Pg (cos) 
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二 (Cprsar Pusss2PiGos8)cose 
TG Pisa Pt leos sing 


++ Cpizssy Pirsz IPE Ceos sino 


H-E Gus pss PECcos8)cos2e]. 

8,7 XRTEOGUBASCRSOPASCPS eB EUN ABT 2 极 子 的 
5569 rib eT 38 —L n 阶 球 函数 ], 这 里 证 明 电学 里 很 重要 的 一 个 推论 : 
在 区 域 中 分 布 着 电荷 ,对 区 域外 远 处 的 电场 来 说 ,区 域 里 的 电荷 可 以 用 
一 系列 的 多 极 子 代 痊 . 

证 “在 区 域 工 里 有 电荷 分 布 ,其 密度 为 repr bom) FER ror H p 
是 电荷 所 在 处 的 坐标 - 空间 中 坐标 为 7,9,) 处 的 电势 应 为 


u(r 0,9) = [if EM , 
T 


up RE G8 p EE rG. p BEES FCR EB RE EE Gne Ps EIT 
的 ,due 表 东 积分 体积 元 . SEL CI 9 Jr AE Co 7r A Z7 JR Se fric e. 
cos = costicosó, T-sinPsin&,cos(p— q MWER 及 是 
R= Vr'-—2rrcost4 ri. 
于 电 ; 电 热 


uir, ð, p) — fff fro bo B du,. 
TOoVr o— SrrgcosÉ + ri 


利用 勒 让 德 多 项 式 的 母 次 数 公式 {10. 1. 57) ,上 式 可 改写 为 
e. ord 
uir b p = umm Jub Pdv. 
r.p [le r 82) Zub cos dv 
FA FH ER ER c E ACO. 3. 41), 


~ 
utr 0,9) = SS nt ilfo 


i-ü 


X riPT(cos9, )cosmgidu, | aP? {cos cosme 


1 ~ 人 一 m), 
t xx SP ST 


Jf plros, E 
T 
x Pr (eosó,sinmado, | PT (cost)sinmg, 
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BR A A ih Pr Cosg) (OSP) ae a a 极 子 的 电势 , M Ceos) 
sinmg 


MA 


|n o aere 2 gue 
sinzmqy 


E n 
1. 用 球 函 数 把 下 列 疯 数 展开 . 
(1) (l+ coat ysinfcosg, (22€1— |eosd <1 +ecos2p). 
2. 在 半径 为 m 的 球 的 (1) 内 部 ,2) 外 部 求解 定 解 问题 
[€t 
(z [=r = isin'é[ cosgsing-t- -E - 
3. 在 半径 为 ro 的 球 的 (1? 内 部 ,522? 外 部 求解 定 解 问题 
T 


Au-—Ü0, 
H 
au —cos*0cos? z 4. 
" —cos*ocos*p— cos?g-- 3 


4. 在 半 征 为 ro 的 球 的 内 部 区 域 (r<ro) 求解 定 解 癌症 


Au, 
T uh a£] | =u sinf lsin + cosdsing). (h us 为 常数 ) 


TS 


c 


,在 内 半径 为 .外 半径 为 rs ECER O rro ORTEGENEIRURS 
Anu, 
t =m tosi, . 
a| ror = uz sinDcosÉsing, Cu, n, 为 常数 ) 
.6. 在 半径 为 ro 的 球 的 内 部 区 域 (r<ro) ;求解 泊 松 方程 问题 
人 CA 为 常数 ) 


PILLS 
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第 十 一 章 HH E X 


$11.1 三 类 柱 函数 


$ 9.1 用 柱 坐 标 系 对 拉 普 拉 斯 方程 进行 分 离 变数 ,得 到 贝 蹇 
尔 方程 (9. 1. 22) 
E d^R 
dz 
BR ERAI ERKE. 1. 25) 
z’ P bz IR (atm R=. Cr=vp) 


$9.1 RIHEM bg 3 OSEE 37 PET AEA, fo] 01 3E ZR 
方程 (9.1. 480, 88 (9.1. 22) 形 式 完全 一 样 . 8 9. 1 还 用 球 坐 标 系 ， 
对 记 姆 箱 兹 方程 进行 分 离 变 数 , 得 到 球 贝 塞 尔 方程 (9.1. 38) 


dR dR 
r gate q ter —iU+D]R=O. 


本 章 要 讨论 这 些 方程 的 解 的 性 质 及 其 在 数学 物理 定 解 问题 中 
的 应 用 . . 

不 过 ,在 进行 此 种 讨论 之 前 ,这 里 要 对 岁 塞 尔 方 程 的 阶 的 记号 
作 一 点 说 明 . 39.3 以 m 特 指 整数 阶 , 以 i 十 1/2 特 指 半 奇 数 阶 ,以 
”表示 这 两 种 情况 以 外 的 阶 . 从 现在 起 ,m 和 ! 十 1/2 仍 保留 原来 的 
EX v 改 为 统 指 一 般 的 阶 ,其 不 合适 的 某 些 情况 则 特别 指明 . 


Tx £ FG —mR-o0, (æ= V n p) 


(—) 三 类 柱 函 数 
3.3 已 求 出 下 塞 尔 方程 的 通 解 (9. 3. 23) 9 (9. 3. 25), BD 
yr = CJ Go), (11.1. 12 
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或 yl) =C] r) HCN, (zr), (11.1.2) 
其 中 > 阶 贝 塞 尔 函 数 工 Cz) ,一 阶 贝 塞 尔 画 数 J ,Cr)yy REE 
BRE N, C 4 I H3 (9. 3. 21), (9. 3. 222 , (9. 3. 240 86 Hj. 

(E dé OUT ERE m E ILC — €C— 71 GO[ CO. 3. 362 ]3f 
AER SET: Jm GO IRE FELA C, 《zr) 十 CaJ_m GO3FE3EZ: EE, 
BB C11. 1. 1) 不 适用 于 整数 阶 的 情况 . 至 于 (11.1.2) 则 对 整数 阶 的 
情况 照样 适用 . 

通常 又 取 线 性 独立 的 

Hi? GO =], G2 HN, (z), 

cO Te INCO. 

并 称 之 为 第 一 种 和 第 二 种 汉 克 尔 函 数 . 于 是 , 贝 塞 尔 方 径 的 通 解 又 
EE 


(11. 1. 3) 


， yGO —O$ HH? (r) +CH” (x). (11. 1. 4) 
OL. 1. 22, CLE. 1. 40 SPEC or i TRE te PEE i IH. 
Vi 3E AK p 3c , SELBE SB BRE DL ZR BEUBR2) SU PROS 85 — 28 58 
二 类 ,第 三 类 柱 函 数 . 
CIZ) x 一 0 50x 一 22 时 的 行为 
Bi C9. 3. 255 , (9. 3. 225 , (9. 3. 24) 和 (9. 3. 38) 看 出 , 当 + 一 0， 
JcCx2—1, J.Cr2)-7-0, Jir), 
JW 一 co， N,Cx)— doo. (天 0 
这 样 ,在 研究 圆柱 内 部 问题 时 ,“ 解 在 圆柱 轴 上 Cp 二 0, 亦 即 x 一 0) 
应 为 有 限 ” 这 个 要 求 就 成 为 自然 的 边界 条 忻 , 按 照 这 个 条 件 , 应 合 
弃 诺 仇 曼 函数 和 人 负 阶 的 贝 塞 尔 函 数 , 只 要 零 阶 和 正 阶 的 贝 塞 尔 孙 
"T 
再 看 男 一 极端 x 一 oo0. 当 z RKA. EAR A XJ 
TRES CL1. 3. 172 — (11. 3. 200. BD 
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[2 , - 
Hr x PAD 


-ilr ri wd} 
3 


一 一 所 
Tr (11.1. 5) 


J.GO 4l ET , 


N GO d Z sinl vn/2—x/4). 


DA f D, — 8] ,以 上 四 式 以 及 (11.1,. 3? 都 使 人 联想 到 ee cos, 
sin 之 间 的 关系 . ] 当 = 一 co ,它们 全 都 一 0. 这 样 ,在 研究 图 柱 外 部 
问题 时 ,两 个 线性 独立 特 解 , 如 于 ftz)] 和 NL GO , E HEU CdA 
H? o ,都 要 保留 ,不 可 任意 舍弃 两 者 之 一 ,因为 它们 者 满足“ 解 
在 无 限 远 处 4p=c 亦 即 一 ce? 为 有 限 ”. 

(三 ) 递 推 公式 

由 贝 塞 尔 函 数 的 级 数 表 达 式 (9. 3. 21) 容 易 算出 


(| 


E Y .OC- D'R  (1])7" a 
o£ RIT —£- 0102 i 


HE? Cx) ~ 


4 k= 14-1, Vl 
d[JC] «^ (— 120 +1) 1 | e 
zl x ]- È ororen FDZ) * 
m iy 【一 1» E v 12- 2! 
= re lT(vc-1-:/T0412 
一 一 Laco, (11. 1. 6) 
仿 此 还 可 推出 
d 
galt «GO Ta] Ge. (11. 1. 7) 
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以 上 两 式 都 是 贝 塞 尔 函 数 的 线性 关系 式 , 诺 侯 曼 函数 N,(z》 
和 (9. 3. 24) 所 定义, 是正, 负 阶 贝 塞 尔 函 教 的 线性 组 合 . 因此 ， 
C11. 1. 608 C11. 1. DAR F N, GO. 4 9E m, MARAE 
iE T Nair). 

fk O1 1.20 0098 ER CREE 01 E ZR jS CE E D 8E PR C0 e 
性 组 合 定义 的 ,可 见 (11. 1.6) 和 (11.1.7) 也 适用 于 汉 克 尔 函 数 . 

总 之 ;如 用 乙 (z) 代 表 v 阶 的 第 一 或 第 二 或 第 三 类 柱 函 数 , 总 
是 有 


LZ /2 —ZaGo/z. 01.1.8 
A Dez, GY1—22.. a). O1.1.9) 
把 两 式 左 端 展开 , 叉 可 改写 为 

Zend Z, Cr) r= — Zale), (11. 1. 10) 
ZED HZ Gr / x —Z, x2. (11.1. 115 

E ai. 1. 109201. 1. 10 36 Z, zx iix Z, 可 得 
Z. aC — Za GO —2Z; 6G), (11. 1. 12) 
ZT — 2VZ GG /xMZ, 1 —0. (11. 1. 135 


(11. 1. 13) 就 是 从 Za CDA Z GO ERE Zi GO EP BE HIE P 
$11.2 贝 塞 尔 方程 


(一 ) 上 贝 豆 尔 函数 与 本 征 值 问题 

$9.1 末 的 表 给 出 拉 普 拉 斯 方程 和 交 姆 埠 兹 方程 在 柱 坐 宗 系 
中 分 离 变 数 的 0, 4 —0 和 g>0 三 种 情况 . 

对 于 夯 柱 内 部 的 问题 ,如 有 果 柱 人 出 有 齐 次 的 边界 条 件 , 则 uo 
应 子 排 除 . 这 是 因为 x<<0 引 至 虚 宗 量 贝 塞 尔 方程 ,其 解 (9. 3. 45) 
fil (9. 3. 46) 恒 不 为 零 ,除非 z= Y pp 一 0. 这 样 ,我 们 只 需 考 虚 w 
zz0. xX H8], ua 0 PT CAU $ 9.1 末 的 表 所 列 出 ,是 比较 简单 的 ， 
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无 需 特 别 讨 论 ; 这 里 着 重 说 一 说 p>0 的 情况 . 
在 5270 的 情况 下 ;起 (Pp) 应 是 m BT DUEZR JE EC. 1. 22) 
x DE Ez dR Go —m R=0 (r— up) (11.2.1? 
的 解 . 由 于 圆柱 轴 上 的 自然 边界 条 件 ,这 个 方程 的 两 个 线性 独立 解 
之 中 ,我 们 只 要 非 负 阶 贝 塞 尔 函 数 
R(QD—J. hE). (m0) (11. 2. 2) 
柱 仙 的 齐 次 边界 条 件 决 定 (11.2.1) 中 的 yy 的 可 能 值 ,这 些 就 是 方 
程 411. 2. 1) 在 所 给 边界 条 件 下 的 本 征 值 ,相应 的 (11.2,2) 则 是 本 
IER Z. 
(1) 第 一 类 齐 次 边界 条 件 R Go — 0. o, 为 圆柱 的 半径 .这 条 件 
也 就 是 Je pe) 一 0. 因 此 ,本 征 值 
A8 m (n IP / py, (11. 2. 3) 
其 中 a 是 J],(x) 的 第 5 个 零点 . 
图 11-1 描画 了 Joce) Ji 22 JDA JaC). 从 (9.3.35) 易 知 
Jo CO) — 1 fij J, C0) — 0 (0750) , 3x JW Bs Jo Ga ELA Ef JaC) 
都 有 一 个 等 于 零 的 本 征 值 x 一 0. 不 过 ,这 已 不 属于 mA>0 的 情况 ， 
如 59.1 末 的 表 所 指出 ,yp 二 0 的 情况 需要 另行 处 理 . 


图 11-1 
说 到 贝 塞 尔 函 数 的 零点 LT ,有 许多 数学 用 表 , 龙 其 是 专门 的 
员 塞 尔 范 数 表 列 出 了 这 些 零点 . 本 书 附录 六 有 一 简略 的 零点 表 - 
零点 xs” 还 可 以 用 下 面 的 公式 计算 ， 


2D 十 E 
154A» 10544) 


B pE +H 


ga | 3 A! Vu. 


aV —A— 
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其 中 
A=| m— +n 


$B-4m 
C—17B—31,D—83HB'— 98284-3779, 
E —6949B* —153855B? -1585743B — 6277237. 

下 面 列举 一 些 有 关 贝 塞 尔 函 数 零 点 的 一 般 性 结论 . 

DI SER RR. JsCz) 的 级 数 表 达 式 (9. 3. 35) 各 项 的 乔 指 数 依次 
XCT 8256 2 ,所 以 nen SDa l. 这样, 如 zz." 是 零点 , 则 
aa 必 也 是 零点 . 搞 句 话说 ,页 塞 尔 画 孝 的 零点 正 负 成 对 ,其 绝 
对 值 相等 . 不 过 , 柱 坐 标 系 中 的 bp 一般 理解 为 正 ,所 以 我 们 将 不 讨 
ie fm A. 

《11.1.5) 给 出 了 大 工 的 断 近 公式 开 (z) 一 (LA Vx eos (x 一 
mxj/2 一 x/4). 余 芝 困 数 有 无 限 多 个 零点 ,可 见 贝 塞 尔 函 数 有 无 限 
多 个 零点 . 

连续 函数 的 两 个 相 邻 零 点 之 间 必 有 其 导数 的 一 个 零点 - 这 样 ， 
(11. 1. ORR J Cz) 的 两 个 相 邻 零点 之 间 必 有 Jua GO fI T 
点 .把 (1.1, 7 中 的 > 换 作 mtl WER t Jar (tz) 的 两 个 相 
邻 零点 之 间 必 有 Js(z) 的 一 个 零点 , 这 又 可 分 为 两 种 情况 :iDJ。+a 
Cz) 的 两 个 相 令 的 且 不 等 于 零 的 两 零点 之 间 必 有 Jn(z) 的 一 个 零 
M DE z—0 与 Jac, Geo BS ROSE ELI I] OLI n HI PUR. Je C fS 
一 个 零点 . 总 之 ,Jatr) 和 Ji1(z) 的 零点 两 两 相间 ,J。 (xz) 的 绝对 值 
最 小 的 零点 比 jari(x) 的 绝对 值 最 小 的 零点 更 接近 于 零 ( 这 对 于 
波导 问题 是 有 意义 的 ). 

(2) 第 二 类 齐 次 边界 条 件 R' (Qo — 0. 这 个 条 件 就 是 0 一 [dJ。 
CY AAP] en — v e Yu ARP); 如 pp 六 0; 则 这 个 条 件 也 就 是 
Jo V oo 一 0 所 以 ,本 征 值 

pu — (xv a) > (11. 2. 45 
其 中 zi 是 (zx) 的 第 x 个 零点 
Jm(z) 的 零点 在 一 般 的 数学 用 表 中 并 未 列 出 .不 过 ,m 一 0 的 特 
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fi ve RET ES MEH: ECI. 1. 100 2: 3, E v— 0, 

hir)=— Jér). 1.2. 5) 
这 样 ,JoCz)? 的 零点 不 过 就 是 厂 (z) 的 零点 ,可 从 许多 数学 用 表 查 
出 . 至 于 六 天 0 的 情况 , 则 可 如 下 考虑 :引用 5C11.1.12)， 


Dres -i UL GO — a GO ]. 


这 样 ,J-(z) 的 零点 可 以 曲 线 Jo GERI Jsit2) 的 交点 得 出 。 
I. (z+) 的 零点 x27 还 可 以 用 下 面 的 公式 计算 ， 


B+3 C 


Un) an D PETI 
TA BA 84A» 158445 "7^" 


其 中 
一 | 十 二 十 2 于， B=4m:, C-—T7B'4-82B—9, 
D-—838--2075B* — 3039 B 43- 3537. 
《3)? 第 三 类 齐 次 边界 茶 件 RCpo) HHR Go) —0. 这 个 条 件 就 是 
Jol V HHH wwJaCv n 0-0. (11. 2. 6) 
id xo v p ooh — B SER O1 1. 10) 可 将 (11, 2.6) 改 写 为 


Ja Cxo) = = 有 
所 以 本 征 值 pi — (x77 70) ,其 中 x OI. 2- 70089538 n 18. 
本 书 附录 六 给 出 着 =0 8101.2. 7) 的 前 六 个 根 ， 
《一 ) 贝 塞 尔 函 数 的 正 交 关系 
作为 施 图 姆 - 刘 维 尔 本 征 值 问题 的 正 交 关 系 (9. 4. 12) 的 特例 ， 
对 应 于 不 同 本 征 值 的 同 阶 贝 塞 尔 函 数 在 区 间 [0,p。J 上 带 权重 p 正 
X. 


X XL Jae: re. (11.2. 7) 


[e e. ps ede =0.  (GzD(üLl2.89 


=> MEAR 
AY Ru EGRNEPIEARSEGIT REHBER, Eit 
。331 ， 


XE T1198 ZI] NO, 
[Ne 了 一 TU. c um O Tode. (11. 2.9) 


对 于 pin 9 0,4E V Amp WE FH ad 记 作 zos 则 
[Ne 了 = 志 f*n.c Jade zl, f Dw Fac’) 


1 2]2 s l [^r * 
ET. [x*Jz GO BB uim f (r2 Jg.Godr. 
右边 积分 号 下 的 [ ”1 里 的 x?J。tx) 可 利用 内 塞 尔 方程 加 以 改写 ， 
[NPF mies Date 


nel ure, 
Harla lr) — m Jal) J Cx) dz 


=z Le 

nep y, c) €? Lug, ) dz 

È 
Es 5L mis 

iUd zs fe atesza- ze; LI 
— gas em bs es L^ 1215 
=H g ZE teo moo 

+H ampo T. (11. 2. 100 


对 于 第 一 类 齐 次 边界 条 件 TON. i 99) —0. 01. 2- 100988 


BA OT. T. 104A 3H 
. 332* 


EN y-laD.aG ama a210 


对 于 第 二 类 齐 次 边界 条 件 到 (YA o) —9. O1. 2.100829 


LN 了 = 于 | s] Us iio. 


对 于 第 三 美 卉 次 边界 条 件 ,天 一 一 J /VerH,GH 2. 10) OR 
Nim Y- P [e E Use tmo T. 


(11. 2. 12) 


《四 ) 情 里 叶 - 贝 奉 尔 级 数 
按照 $9.4 施 图 姆 - 间 维 尔 本 征 什 问题 的 性 质 (4), 本 征 消 数 


E CV ap) 是 完备 的 ,可 作为 广 记 情 里 叶 级 数 展开 的 基 . 
作为 (9.4,14) 和 (9.4.18) 的 特例 ;区 间 [9,ps] 上 的 函数 .Fo) 
的 博 里 叶 - 贝 蹇 尔 级 数 是 


FD = Y, fn Imo), (11. 2.13) 
nl 


FIC Fm rog S, FOLA a de. Q1. 214) 


记得 公式 411.1.6)，(11.2.5) 和 (11.1.7) 可 能 对 计算 系数 六 有 帮 
助 ,因为 它们 给 出 不 定 积分 


fagns Endre =— xr7)LOo-TC, (11. 2.15) 
[noa =— hG)4 C, (11. 2.16) 


fan- eda = xoc. (11. 2. 17) 


某 些 贝 塞 尔 函 数 表 附 有 系数 £F. 的 简便 计算 表 . 
对 于 co 一 co 的 情况 * 则 有 人 情 里 叶 - 贝 塞 尔 积 分 


* 333* 


fo = [^ FG). Cop yades, 
- (11.2. 18) 
Flw) = f fq. Cop) pd p. 


i1 计算 积分 f hidr. 
NM Hal. 2.17), [ a coaz atico +C. Prei 
f zaJuCzydz = F z'dLzh G1 
ù n 
—[z£ * xAGOJ]s— IN rhr)*2xdr 
X i C. 2:1, | eJ Gode! GO C EDI 
f x'Ddz =r]: Cro) — 2Lx/J2 GO Je 
= tJi Cro) —2zí]; Gn (11.2. 19) 


RH x6 3E EX OL IL130.J; C) = C2/x2 fh Ox) — Je (zx), 
(11. 2. 19) 可 改写 为 


[aada = ÅJ Cro) 一 Atoli (x0) 十 Zath Cr). 
th 2 在 区 间 [L0 ,Po 上， MI HV pu o) Dg dE [ uim 是 Jot 4 up 


—O HB) ERR /Co) 一 常数 加 BAREH- SE ZR ZR. 
NM a1. 2.18), d1.2. 14), 


tt 一 35 fA amo, ， 
其 中 系数 
fm rir ede atate 


这 里 的 NIS 由 {11. 2. 114 1H ;本 征 值 pi? — (xi? /p,5*, mj ri E 
Jotz) 的 第 个 零点 ;可 由 内 塞 尔 函 数 表 查 出 . 这样， 


2Zus 


Po zi 
f^ — AD G9 f C$ epe 
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2uo rn f ES | , x? E 
— eL GS 5T. es] a Js 2, P fs pd p 2 
4 rU det 应 用 (11. 2.10. 


[OE] 


h= E Gp f [Ji TR 


Zt 
alo GOdz psp SF 
— ze sy- 
从 而 一 
= 2 n (0) 
P EUR 
例 3 EREHE FORE AE p 3. Eos od 


fl, PSD 
(0. (op—D 


试 将 circo 展开 为 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 积分 | Fao ode 
解 ” 依 C1. 2.18) ,circp f 8E RE TH-- DU SEZR H0 
cire F F Cæ) Jo Cop md 


cirep= 


中 的 FC Ry b 
FG) — | cire(pyJ (wp)pdp— | «uos odo 
把 ep 记 作 x. Mi 
Flw)=—B| oeda. 
| RH O1. 22. 32, 
FG) LU xh GO tes (o) —0)— w). 


GRO 贝 塞 尔 函 数 应 用 例 
例 4 SERE FEJ p:i L ENER, E TERE 
布 分 别 保持 为 HOA Aao 求解 柱 内 的 稳定 温度 分 布 . 
MP ”采用 柱 坐 标 系 ,极点 在 下 底 中 心 ,* 轴 沿 着 圆柱 的 轴 , 定 
解 问 题 表 为 
* 335。 


Au = Ò, 
es lamn = Ost lone 一 有限 什 ， (11. 2. 20) 


u |e = filo) sul- = fO». (11.2.21 
本 例 是 回 柱 内 部 的 拉 普 拉 斯 方程 定 解 问题 . DSUEE IRR TF K 
第 二 类 边界 条 件 , 应 查看 8 9, 1 末 的 表 中 uomo 的 部 分 ， 
对 于 gc>0, 计 及 圆柱 轴 (p 一 0) 的 自然 边界 条 件 , 查 得 
KB 
LC xt d 
& 


YÀ*||sinsme 


边界 条 件 全 都 与 ?无 关 , 由 此 可 见于 一 0. 于 是 只 要 
JEE 
Jac ve | 
e 


Yat 


第 二 类 齐 次 边界 条 件 n Go) —0 指出 本 征 值 e — Ce / p Ree 
xD 是 Jokz) 的 第 = 个 根 , 亦 即 牙 (zy 的 第 = 个 根 - 


对 于 pg 一 0, 考虑 到 加 一 0 查 得 | -上 、 
把 以 上 特 解 释 加 起 来 ， 
u(p,z) — A,-Byz-- 了， CA, T Be rm x 


(11.2. 22) 

为 决定 系数 A. B. A, H B WAL 2. 22) 代 入 边界 条 件 C11. 2. 2D, 
= £u» 

Ü T > CA, + BOX( =e] = An, 


x 
D 


A + BoL 二 $1 CA e nts 十 Be Prey ? e = fip). 
n= 1 


把 右边 的 AWWA fi (Pp) 分 别 展开 为 健 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 ,然后 与 
左边 比较 , 即 得 
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An = 2 f cede = HT 
| (11.2. 23) 


_ 2 fn DE 
As 十 BL 一 Hi Ff.Gogdp = fai 
At = atiam]. fi Gn, C T pedo = f. 


(o) £0) 
Aet Lig 十 Be Lig, 


7 aee m ej de = fæ 1.2 24) 


: A, — fus -.— —fu Li 
EP xL. .2. 
aLe Po — f, B fee em 一 及 (11. 2. 25) 


i91 my 
e^ Eby e T Ls 


本 例 的 解 即 是 (11. 2. 222 ,其 中 系数 由 (11. 2. 250 86 H3. 

Bis 用 与 质 材 料 制 作 尖 臂 形 细 杆 ,宽度 很 小 ,首尾 一 样 , 取 = 
轴 沿 杆 身 ,坐标 原点 在 前 兴 的 一 端 , 杆 长 为 i, 粗 端 是 自由 的 .已 知 
初始 位 移 为 fx), 初始 速度 处 处 次 等 ,求解 杆 的 维 振动 . 

解 ” 本 例 虽 非 圆柱 问题 , 却 也 用 到 贡 塞 尔 钞 数 . 

尖 辟 的 模 截 面积 SC(r) 随 zx 而 异 . ic BO 8 2 hU] x SRBS 
B y—G/Dax. ide SER EA e. MI SC —eyehz/L. 


Qo xtdr zi 
r0 了 -一 所 一 | 
m- I. 
A 
B "E 
图 11-2 


现在 推导 这 种 杆 的 纵 振动 方程 ,设想 在 杆 上 截取 一 小 段 B( 图 
11-2), 3 ^ E lf] P 39d 22 9] 22 $9 A ER. C ER gp br CY Sus Jas 
s 387* 


[YSu.l.a. E 6 JA [Y Sueda Yu... Bp Y 2 [Su da. B 
段 的 质量 是 3Sdz. 于 是 ,B ERBgin SE 
(pSdz)u,—Y e (Su. da. 


Eh ajek i 
ER Pp 本 ae 一 下 E FELD 
SS EIRA A EE 
tin — a! L 2 (ru, )—0, (a!—Y/p (0.2.2600 
tr |a= 一 0， 
l t hio = fir), tt |1-6 = 0. (11.2. 27) 


在 尖端 zx 一 0, 没有 提出 边界 条 忻 .下面 将 会 发 现在 * 一 0 有 自然 的 
HARRI- 
用 分 离 变 数 法 ,以 
ulr =X COT Q) 
代入 (11. 2. 26080 (11. 2. 27) ,可 得 


T"-rEa?T—0, (11. 2. 282 
xiX" -pOxX'COEutX — 0 (11. 2. 29) 
X' 人) = 0. (11. 2. 30 


方程 (11. 2.29) J& VJ. kr AREH. 它 在 + 一 0 有 
自然 的 边界 条 件 , 其 在 < 一 0 为 有 限 的 解 是 
XG)-—J]. Gz). 


RAKAR REAL 2. 300 ,有 Jo GD — —J GD —0, AREE 
ka". — (a— 0,12, 

其 中 a? 是 (zx) 的 第 个 零点 .这 样 ,本 征 函 数 是 

(11.2. 31) 
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对 于 六 一 xD, 它 是 
— MM x 
T, Œ) = Acos = 
EEEREN., 
ulr t) =A, + Bot 十 > | 4. cos * "a B, sin ZE "a | [等 7 z). 
为 决定 系数 An BoA, 和 D. MORI RO DA IU 2. 28), 
n + DA Fz) = fo, 


za, fx 
E H | H 
由 第 二 式 知 B, 0,5, —0. MER- AAHUA PAGO ROT ZR E- 
TERR ,然后 比较 两 边 系数 ， 


Pà 
I 


^4, | Bsin i. 


JJ-o 


-一 一 一 一 (11. 2. 32) 
' B[LG 
这 样 ,本 例 的 解 是 
ur.) A44 2) Acos 5 P ate 


其 中 系数 由 (4. 2.32) 给 出 ， 

fe 一 圆柱 体 半径 为 ,高 为 工 ,侧面 和 下 底面 温度 保持 为 
z+: 上 底面 绝热 ,初始 温度 为 wo 十 族 《p) FL GO. SR BERE B P3 08 bii 
E u 的 变化 情况 . 

解 ”采用 柱 坐 标 系 ,极点 在 下 说 中 心 ,z 轴 沿 着 癌 柱 的 轴 . 定 
HHRH 


ze 
I: 


u 一 a^ Au 一 0， o o 
ulea = rula 有限， 
u|.-. = uo rts] uu = 0, 
u |ie = ta + fo) FD. 
- 339» 


首先 把 边界 条 件 化 为 齐 次 . 为 此 令 


uuo v, (11.2.33). 
v,—a' A, —0, 
vlon 0, | A, (1.2. 34) 
RI (11. 2. 35) 


v|.20—0,v,|,-,—0, 
v om f Gf D. (1.2. 36) 
这 是 圆柱 内 部 的 热传导 问题 , 边界 条 件 全 是 齐 次 的 . 查看 
$ 9. 1 末 的 表 . 计 及 启 上 王 底 的 齐 次 边界 条 件 iD 圆柱 轴 的 自然 边 
界 条 件 ,iii? 和 问题 与 ?无 关 即 m—0, 3618 
Jc B psinve e^t CE  — uv!) 
以 此 代入 边界 条 件 (11. 2. 3352 2 GR AS ESAE HH 7 — Co - 1/2»? / 
蔬 , 其 中 户 为 非 负 整数 . 又 ,代入 边界 条 件 (11.2. 34) 容 易 求 得 本 
(ETE u — Go /o,)? P rO HE JS GO 89058 n TER. 
把 以 上 特 解 秋 加 起 来 ， 
一 


po i 
sin T z. (11. 2. 37) 
为 确定 系数 4., 将 上 式 代入 初始 条 件 (11. 2.36), 
1 

2 C | Q0 Bin 

$3 2 Ah z^ sin leti, = fiif. 

n=] £—0 |o en 
E JE RT X. . RE ER Jo Gr p/ ps2 2g d E A CoD Re Du 8 EL E- DL EZ AR 


数 , 以 sin[ Co 1/2) xz LIAE F2 GO RARER. 然后 
比较 两 边 系数 , 即 得 
rU 


As = api eg) ^v ( o ose 
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Y&.E3S € A O1. 2.370. X A8 O1. 2. 37 4 AC CIL. 2. 33 BILE 2 | 
M 

CAO 母国 数 ,积分 表示 与 加 法 公式 

$33.5 例 4 把 et“ 和 e-# 分 别 展 为 弧 对 收敛 级 数 , 逐 项 相 飞 而 得 到 
(3. 5. 160 B 


L ei = nd (—1Y à m+n a 
eru D [X eu 上 


“mei 


S Lo can [zrptL. 
十 之 me 之 z] NE ( 2 ) lk 
(0s | e | «022, 

上 式 右 边 前 一 个 [”] 正 是 Jne) JME 17"Jiw (zr), 而 这 按照 


(9. 3. 8D IE J miir) 这样 


ur 


e p= 5 Jaade" (0< | Loo. (11. 2. 38) 


-ce 


m"-— EE KERARI. F z=, U1 2 38) 改 写成 


a- -一 一 wan 一 -一 - 


em 3 JaC, (11. 2. 39) 


m>- o 


x4 £—e— 1. 2. 39) 改 写成 


eom M C Dni e, {11. 2. 40) 


X4 d—6-- s. Cu 2. 400 BUE fb 
ge DD inj. Ge, QL 2.41) 


m=- 


(11. 2. 8852 —411. 2. AD (E EC E BT, 
3E 411.2. 38 p DET EL BC C n5 AERAR BE T C S oon 
的 情 里 叶 系 数 , 所 以 


1 ^k 24 2i 上 * iz -imi 
Jr) 一 站】 e masif e tdg (1. 2.42) 


3H ED BR TÉ em M epos Crsin£ — mt +isin lesin” — m), HE abe zr n9 i 
ERKE- mal ERAR RB 


Jate) = dc | _costzsint— bát 
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=4 f cos (mg — msing dE 
=} f gintcinit qr (11. 2. 43) 
iH yu of c.m 
JG» = X ettintdy, {11. 2. 44) 
J.Cr) = zl e itime dp. C11. 2. 45) 


C11. 2. 422 — C11. 2. PREKE DT 3E ZR p C] RS GR. 
现在 推导 整数 阶 页 塞 尔 函 数 的 加 法 公式 . 按照 (11. 2. 382, 


3) Inla toen =mer ili) mei bebo. 


m=— i 


对 右边 两 个 因子 分 别 诺 用 (11. 2. 38), 
Bi .G PE = Da LG. 


r= a= — 


比较 两 边 的 e 药 系 数 , 即 得 加 法 公式 
Jala t= M nGJI-a0). (11. 2. 46) 
(七 ) EPERRAK 


图 11-3 描画 了 N。(z) 和 N(x}) 的 图 每 .明显 可 见 , 当 x 一 0， 
NDA N, Gaeo 其 实 , 所 有 的 诺 仇 最 函数 都 有 此 性 质 ; 当 过 
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—O.N Grp. 
BU JC. a ABE ARER, E EE Ce — Ap 一 0) 上 的 自然 边 


界 条 件 排除 TRIER PARGEBUSURS REGE 心 px. 


' 8587 各 质 空心 长 图 柱 体 ， 内 外 半径 分 别 为 e 和 和 Ps. 初始 温度 分 布 是 
TtP), 放 入 温度 为 Us 的 烘箱 里 进行 保温 . 设 图 柱 内 外 表面 的 温度 均 保 持 为 
Uo. 求解 柱 内 各 处 温度 = 的 变化 情况 . 

EO ”对 于 长 柱 , 可 以 认为 每 个 横 痢 面 上 情况 相同 ,只 要 研究 一 个 横 前 面 
即 可 ,从 而 三 维 问题 简化 为 二 维 问 题 . 在 前 面 上 采用 平面 极 些 标 系 , 根 点 在 柱 
LENSES ILI 


u,c aA = 0, 
| ulon m Ursulae = Uo, 
uf = FD. 
首先 移动 网 标的 零点 ,使 边界 条 件 化 为 齐 次 ， 
u-U,-v. C11. 2.47) 
v, 一 a^A;v = 0, 
| v len = Ovlep, = 0, (11. 2. 48) 
v le = f(o) — U, C11. 2. 49) 


查看 $9- 1 NOE SEGUI ORIS OSEE UAE xG qt: 
APH ZG. 计 及 问题 与 无 关 即 mm 一 0, 查 得 

[AIC u 站 十 SN S po le. 
BEA GAR SR VE C11. 2. 482, 

| ALE & p) + BNV & p 

AT, i 0:2 + BN i p) = 0. 
从 这 个 齐 次 线性 代数 方程 组 只 能 解 出 没意思 的 4 一 0= 互 ,除非 系数 行列 式 
等 于 零 , 即 

JCY pe PONoCY up 一 JW a PON a m) =O. 

这 个 方程 的 根 j TL EE S FEL EE LE ade E BE EE UE Aa 38. 将 
1. dX id ERE FCRC BEER, TOR PEE IY AL 与 B. 的 比值 


i 


6, 
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B, — hiv t.p) 


Aa NC mp) 
将 以 上 本 征 解 登 加 起 来 ， 


v= $, CLINIC n PDC V po 9) 
nt 


— Jel v p, PON CY pe p Je ^, (11. 2. 50) 
EP C,— A NoCV/ 1s o JE IEEE B XE HT CRGO ECL ACL 2.50 AX. 
初始 条 件 人 11. 2.495, 
D CN im oC p. p) Jol V. e. PINoC VY E o) )— FCD. 
以 EN C V p, 0)0Jo C V. 1. 9) — Io € V. 1. NS CV 1 p RAE HE E RE REB 
Fo 展开 ,比较 两 边 系 数 就 可 定 出 Co 
这 样 ,本 例 的 解 是 411. 2. 470 ,其 中 的 w 由 (11. 2. 507 给 出 . 
UO XR AUR E 
$9,1 末 的 表 指 出 ,波动 方程 在 柱 坐 标 系 中 的 分 离 变 数 形 式 


Tr | 
Logon ME l. = ib!) 


sinampe) lsinvz ) le- ?** 
iX HL ELE coskat 和 sinkat EXER Oy e^ eil Zu uo 
则 是 m BrE RR TC. 
现在 考察 这 个 分 高 变数 解 在 大 o 地 方 的 行为 . 为 确定 起 见 , 取 
时 间 因 子 为 。 .为 简便 起 见 , 下 面 将 省 略 不 写 有 关 Y 和 =* 的 
子 . 引用 (511. 1. 5) 知 道 ,对 于 大 的 es 


HE CY gp pee — f 2 ej VR Re me/2— AY 
Xov 


HO (Vu p)e 四 . 2 ex VE ptkat— mrii nA 


app 
Jai peT | 2 -cos ( V p p — mnx/2 — x/A)e "t, 
KW 


NaC g p)e-?" /2 sinl V gp mx/2 — n/Aye- "m, 
x mp 
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E 


参照 $7.4 关于 (7.4.5) 的 物理 解释 ,第 一 式 是 朝 十 方向 传播 的 
波 , 亦 即 疝 外 发 散 的 波 ; 第 二 式 是 朝 一 p 方向 传播 的 波 , 亦 即 向 内 
会 聚 的 波 ; 第 三 和 第 四 式 的 变数 on: 是 分 离 的 ,它们 是 驻 波 - 

如 果 改 了 权时 间 因 子 为 ee , 刚 Ho HETER H? 对 应 于 
发 散 波 ,J- M Na 仍 对 应 于 驻 波 . 

这 样 ,研究 波 发 射 问题 ,用 汉 克 尔 函 数 比 较 方便 . 

例 8 半径 为 和 的 长 圆柱 曾 , 其 径 向 速度 分 布 为 

V= PCOS. 

RAD E n Hr AC SER a S 3e 0 RO REA u i ov FER 
的 波长 1 

NR ”本 鲍 正 是 8 7.2( 一 ?所 说 的 没有 初始 条 件 的 问题 ， 

这 里 研究 的 速度 势 斤 涌 足 二 维 波动 方程 . 在 横 剖 面 上 取 平面 
BERR ,极点 在 柱 轴 上 , 刚 定 解 问题 是 

" — addu = 0, 


— i 


(11. 2. 51) 


ttp | omg, = e 
HT REZI 88 33 9 2& VE HR] coswi Bl Rete" "0H mE p en. 这 就 要 
求 约 定 在 计算 的 最 后 结果 中 也 应 到 其 实 部 . 
查看 $9.1 末 的 表 , 不 考虑 Z GO YE CD THEE p AEW m= 
0,1031 8 3E (E C11. 2. 51) 的 时 间 因 子 e-*, 查 得 
ZoGyp)e" "^, 
H ka=w, HJ &—o/a. XX X R3 22/A— 2n f /a. BD a — fA. iX JE 
ERARE Wok — dx xk] 
AES Prud BERE ERR Za. C7 o) EROS Hi Ge? ,而 
EF HP Guo. AH k 只 有 o/a 这 个 瞧 一 的 值 ,所 以 无 需 普 加 ， 
«- Ani" e| ec, (11. 2. 52) 
为 确定 系数 4 ,把 (11. 2. 52) 代 入 边界 条 件 (11. 2.51), 
9S ipn] * — 
A[ SH | a 2 Lact 
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因 as A— 2n/b-2za/a.B[l Cea), 很 小 . 国 而 可 以 引用 (9.3. 4D 
和 (9. 3.42), 


ə 2 2e 一 
4| ap 1 十 i 元 二 Lic| ] Vo» 
TEN 
Ep LA npo 9 
由 此 ,4 一 一 jpnpoz2 ` 于 是 得 答案 
u=—i TH] Zel en 


在 远 场 区 即 5 太 的 地 方 , 用 渐 近 公式 (11. 1.5)， 


- Ka qz — 
uc ivopo AJ $e "~ uu 


按 约定 取 实 部 
H7 Us Do E ear n/A| 。 
这 是 振幅 按 1/ wp 减 小 的 柱 面 波 . 
习 题 


1. 计算 积分 | x'hodz. [提示 :反复 运用 (11.1.7) 和 (11. 2.5).] 


2. 计算 积分 [3 cods. 

3. 在 区 间 [0,13 上 ,第 一 类 齐 次 边界 条 件 目 ,用 零 阶 中 塞 尔 函 数 招 f(z) 
一 1 RF AR E-M ERAR. 

4. 半径 为 内、 高 为 工 的 圆柱 体 , 下 底 和 侧面 保持 零度 .上 底 温 度 分 布 为 
KOP RAE TK P S IER REIHE 

5. 半径 为 内 \ 高 为 工 的 国 柱 体 , 下 底 温度 分 布 为 mp:, 上 底 盟 度 保持 为 
uy ,侧面 绝热 , 求 柱 体内 的 稳 恒 温度 分 布 . 

6. DERRERS m 而 高 为 二 ,上 底 有 均匀 分 布 的 强度 为 go 的 热流 进 
入 ,下 底 则 有 同样 的 热流 流出 , 往 侧 保持 零度 , 求 柱 体内 的 稳 伍 温 度 分 布 . 

7. 半径 为 o, 的 图 形 膜 ,边缘 固定 ,初始 形状 是 旋转 抽 物 面 x|,-。 一 (1 一 
严 / 本 us 初始 速度 为 零 , 求 解 膜 的 振动 情况 ， 
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8. 半径 为 es 的 半圆 形 膜 ,边缘 固定 RA EE RE AGE eh. 
9. 求 长 圆柱 形 铀 块 的 临界 半径 . [ "s 9" —dRHS CC $ 8.1 23888. , 
lO. 把 温度 为 室温 so 的 样品 放 六 衣 度 为 De BE SUP PS DRE ,但 是 ,样品 里 
的 温度 不 可 能 立刻 就 转变 为 Do, 它 与 ! 之 差 随 车 时 间 而 训 减 , 今 约定 抬 这 
差 值 降 到 初始 值 的 1/6 之 时 作为 保温 开始 时 间 , 试 计算 圆柱 形 样品 放 入 烘 坊 
多 长 时 间 才 可 开始 计算 保温 时 间 . 
li. JAA EE 2E £e &\ 高 ,上 下 底面 固定 ,侧面 自由 ,初始 位 移 为 零 ， 
初始 速度 为 wop?z, 求 柱 内 省 钼 的 振动 情况 . 
12. SEX po E BUE RR Li DEL SE E HELL ER CRT AREE A E. T 
量 上 的 作用 力 为 = Asinar. 求解 膜 的 振动 情况 . B 
13. SERE EE ,高 工 , 试 求解 圆柱 内 部 的 热传导 问题 . 
u,—a' Au -— 0, 
"NETT T 
=0, = = Zits 


teL 


te | imo = ttg 

HP uou 为 常数 . 

14. 环形 膜 ,内 、 外 半径 分 别 是 a 和 p 内 外 边 纪 都 保持 固定 , 试 求 它 的 
本 征 振动 和 本 征 频 率 ， 

15. 半径 为 m 的 长 图 柱 面 ,其 径 向 速度 分 布 为 

V= COSp COS. 

itcR BE - EB EET ez AU HEHE de E EUER E, 设 m 远 小 于 声 
HRK- 

16. 半径 为 mm 的 长 阅 柱 面 上 一 条 母线 作 谐 振动 , 即 柱 面 椒 向 速度 为 v 一 
nèl acosa. 试 求解 这 个 长 图 柱 在 空气 中 辐射 出 去 的 声场 中 的 速 麻 势 ， 
设 oa. 


$11.3 柱 函 数 的 渐 近 公式 
{一 ) FIIIT 


索 朱 非 把 柱 函 数 表 为 路 积分 ,这 种 路 积分 表示 式 就 叫 作 素 末 非 积分 . 
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很 容易 验证 ， 
gerit (at BEL gt) 
E EAREN va tvs 6v — 0 的 特 解 , 从 直角 坐标 系 (z,y)? 变 换 到 
3g B SP Ex E Coe) ,同时 把 a 和 5 改 记 作 
ám kcosa,b = bsina, 
则 上 述 特 解 
perti») EM oo inen) 一 pires e . 
为 便于 跟前 面 有 关 各 节 相 比较 ,把 Ao iB E =*( 注 意 这 = 并 不 是 直角 坐标 , 它 
只 是 代表 如 的 一 个 记号 ). 于 是 ,上 述 特 解 表 为 
ee 《11. 3. 1) 
L 3. 1) 的 线性 得 加 ， 


v= [ aciem nde, 
这 ARDER EZBERE Asv 十 加 二 0 的 解 . 参考 (11. 3.42) 一 
UL 2. 45), ACD Sae, 

va, mri 
鉴于 (11. 2. 44.4 pa gp M 


v— act " git ricco doh, 
一 般 说 来 ,(11.2. 43) 比 (11.2.44? 较 为 常用 ,再 令 [-9— 5. 


* 
ua——R dl o f ua 
v= ames | ed 
中 本 


= aiew] Temimudt. Grain 
P-e 


(11.3. 2425 — EZ HEC EHR MRES ELFER ”无 关 , 就 是 说 ,如 
果 极 坐标 P( 注 意 工 就 是 ip) 和 ?是 分 离 在 不 同 的 因子 里 ,那么 它 的 径 向 因子 
( 即 积分 式 ) 应 当 就 是 下 塞 尔 方程 的 解 即 柱 函 数 , 这 是 8 9.1 EP XML 28 
程 的 分 离 变 数 过 程 已 经 者 明 的 . 可 是 ,(11.3.2) 的 积分 上 下 限 是 含有 phi. 要 
使 积分 上 下 限 蝴 8 无 关 , 必 须 把 上 下 限 取 为 茶 种 无 限 大 . 这样 一 来 ,又 需要 考 
虑 积分 的 上 下 上限 趋 于 -时 积分 是 否 收效 . D do oit NES C£ ig m oc LM 
积 了 医 数 的 模 怎 样 变化 . 
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je" | 一 [etr jain ilm — izeing? [ — Reti oninD ， 


Reti»; — irsin = Re(n£) 一 Ketirsint? 


= Relig 一 wp Re| 2 (e* e»] 


y Re| 4 (e "eif 一 efe *) | 


= 一 好 十 jG &-")cosé. (21.3.3) 


(11. 3. pR — i de HKE ROME m EL EC C. 9 增 太 时 ,指数 
函数 的 卉 天 远 比 每 范 数 来 得 快 ,所 以 第 二 项 远 比 第 一 项 重要 、 [如果 z=0, 第 
二 项 根本 不 存在 ; 那 就 男 当 别论 了 . ) 参 看 图 11-4, 如 在 刘 线 区 域 中 趋 于 ， 
WW C11. 3. 208958 WBF tea ARAARA T e" BUD ACRI. 如 了 在 未 
mu£gp rp T oo. HE O11. 3. 3289 $8 MEF- 6o ARAARA 
qd e 7B] o EA. 

到 这 里 ,我们 得 到 结论 ;路 积分 

avf es mordg l (41. 8.4) 

的 积分 路 径 1 的 两 端 在 未 划 线 区 域 中 趋 于 无 限 远 点 ; 则 (11.3.4) 收 钱 . 它 不 
BEER. gf X: m Bir od Hg ovo pv is RE dE n 

取 积 分 路 径 为 图 11-4 WWR EE o. 为 172r BI BLuEHix Tb ge CE 
» Er D ETE ER E Jir), 


Li) = 去 s imt (11.3.5) 
事实 上 ,对 于 x— 0.28 P BTW 两 端的 时 懂 , 011. 3.5) 的 被 积 函 数 的 模 
le" |=e e "=0, 


FU CSI. BER C11. 3. 5} 是 柱 函 数 而 县 在 x=0 是 有 限 的 , 它 只 能 就 是 页 塞 尔 
iR E. 

DENEG LALESSEEUE S T AGREE E 3E DAC ESGE EREN 
在 有 限 远 点 是 解析 的 ,根据 椅 西 定理 ,积分 路 径 Wa 可 以 变形 为 图 11-5 的 析 


£& — rJ-icc-- — x— d-n— n-- icc, 


Lco (76 ere ES ear 


(0 28] ue 
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在 右边 第 一 -个 积分 中 , 令 $ 一 z 一 2x, 则 


J, (z)— xb. H pT pim vmins ] y 


+ ET erat + Lonidt, 
既然 wm 是 整数 .ce"* 二 1" 一 1, 所 以 帮 边 第 --- 项 跟 第 三 项 互相 消去 ， 
Loy [ edt 
这 焉 是 贝 塞 尔 函 数 的 积分 表示 式 (11. 2. 43). 


图 11-4 图 11-5 
ERARE AE 11-4 B3 W, sk WIE a, 为 1 暂且 把 这 两 个 柱 
函数 记 作 HY GOA HE Cr), 


HP) = L[ eter. 
« *i 

Hcr) = ij ex—iniordt. (11. 3.6) 
x Jw, 


(11. 3. 6) 是 两 个 线性 独立 的 > BE EE ERE FL E o ERR en C Bp RT eu ER R 
性 组 合 . 例如 


LG) zl. eremo Lp PLE 


一 LTH”) T HG (11. 3. 7) 


如 :不 是 整数 ,J.tr) 和 J-,(z) 是 两 个 线性 独立 wv 阶 柱 函 数 , 其 他 的 vy 阶 
柱 函 数 都 可 表 为 它们 的 线性 组 合 . 现在 
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] (x) — 去 | gotb ciento 


$g—-PUM 


-Z1 G4" timing" yr 
J-.G? E v,* di. 


ADERAT PECES FE AC LH ALDC BR EERDE- W. 向 左 移动 x( 图 11-6). 
为 此 ;又 令 g —£ Ex 


Bi 11-6 


—— 1 ipta) imi 
J.,(x)= 一 去 EL. dt 


=E etig, (1.3. 5 


2x Lun 


由 (1. 3:5) 8 C11. 3. 8248 


Lo — e™] ir) = L eis ciim gy 


PAETAE 


一 了 i 一 im 
2 wawa di 


pus 去 | "e 
;H Cr) 十 2x me dt. 


Xp Ex HE 88 LU d e =r 2n. D 
Li) — e]. 


A uin — 去 | i loe — iine 
zH Cr) a » e dz. 


= ia — e UH? n) — e "sins Hi? Cr, 
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ene — 3.) 


H? (r) = 2 1.3.9) 
1SIDn v7 
抒 革 式 代 入 (14.3.71 又 得 
Lech) 一 丁 ,(z) 
HP Ce) = 一 一 一 (11. 3. 10) 
IER HEC T HP C) — ni^ (z)] 暂 县 记 作 NC, 
Na) = ACH" Go) — HP ()]. 11.3. 1D 


关系 式 (11. 3.7) 和 (11. 3. 1DF 

HV ir) = JLGO + INO, 

HE Cr) = hid 一 IN, Cr). X1. 3. 12) 
把 711, 3. pA 3. 10048 AL CIEL. 3. 11), 


Grecos — ] tx) 
ysinyr 


A gE J& i BE Ej NS tx) 的 原先 的 定 文 (9.3.24). 因此 , (11. 3:60 和 
01.3. 11) 的 记号 HP C2 HEP Cz) RU. N,tz) 用 得 完全 正当 . 

(101.3 508 C11. 3. ORERKER 

{二 ) GEAR 

从 过 未 非 积分 出 发 ,运用 鞍点 法 (最 速 下 降 法 ), 不 难 导 出 柱 谓 数 对 于 六 
关 的 近似 式 , 即 所 谓 渐 近 公 式 . 

IA HU COPS fi. 


NC (11. 3. 13) 


Hil | Ed 
1 


前 已 指出 ,被 积 酉 数 的 模 的 大 小 取决 于 指数 
iuf — irsin (131. 3. 14) 
的 实 部 


Regit — izsinD) — — w + zc --e7*)cosÉ, — (11.3.15) 


其 中 到 (ete cost 尤为 重要 . 对 于 大 的 z, 决 定 被 积 函 数 的 模 的 (11. 3. 15) 

式 在 图 11-4— PH 11-6 的 划 线 区 域 具 有 很 大 的 正 值 ,在 未 刘 线 区 域 具有 负 值 ， 

HAHAA. A 11-7 是 (11. 3. 150 fg CIEL". 点 £—— guo à vs qui Ja 
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Tek Bie edi PARED ERE A. 


BI 11-7 
把 积分 上 路径 W FE, [E 2r GB PENES. XETR A) ES £8 IL BEORUER EDU BRL 
AAK, EE er i Jes DU RE s. 因而 积分 的 值 主要 来 自 壕 点 附近 的 一 段 路 
程 .适当 选取 二 的 方向 使 被 积 函 数 的 模 在 鞍点 前 后 减 小 得 最 快 ; 那 自然 最 


理想 . 为 此 ,需要 研究 (11. 3. 15) 的 主要 部 分 号 (e —e cost 在 上 上 的 变化 
情况 .近似 地 把 六 当 作 直线 女 , 其 辐 角 为 把 五 上 的 点 上 与 革 点 的 距离 记 作 
#5: 则 上 应 表 为 


x 
f= — +scosf, 


= prera 


= sssini. 
TE. 
EN — a- = Ë famo. 一 sing Lux 
了 (ef — e *)cosé = D (e e yeos{ Z + scosg] 
一 FACEM — e ""yin(scosd 
EE sing , u ssin£ a. gi 
-$h-4 Ho (1 not ) 
3 3 
x | scos0 — Pe t 5 ~ 5 (2ssin8) scos) 
= F sing. (11. 3.16) 
上 式 沿 路 径 的 变化 率 


il Ss'sinz6] = gssin 28. 
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于 28— zom 8— ,变化 率 取 人 负 值 ， EHE EXC. 


— RAMS EEXXE 通过 鞍点 而 与 轴 作 一 45” TT kE 
的 积分 ， 


E 4d ME -ixsint 

HP Go-- d |。 dt. 
土 面 已 算出 (11. 3.14) 的 实 部 t11. 3- 15) 的 主要 部 分 在 上 为 (11. 3 162 HT 
Jas'siaz6. 至 于 (11. 3.10 BU HEB BU JE3EREA. — S etei dE 4 EI 
样 可 以 算出 为 <{ 1 一 十 ?cos29] ,因此 ， 

Hf" ir) 二 | Ls podia Rerirü -eds 
一 if exo ieu a. 
Te 


= Te +e pf eas 
n 一 上 


引用 =s Y zx/2 作 为 积分 变数 ,得 到 HP (xz)? 的 渐 近 公式 


a uj F 
HY (r) lo; Zf ge "dt 
+ 5 
ET l A fe e^ * dr 
E: 一 上 m 


= ES queen von 


T T 


一 ert T. (11. 3. 17) 


间 理 可 得 H” (zx) 的 渐 近 公式 


H (r) ~ 4 [Zeni v, (11. 3. 18? 


把 以 上 两 式 代 入 (11.3.72? 和 和 511, 3. 100 HD 8. CE N CE B5 r3 


2 x x 

jix} ~ Z cos 工 一 z” — ij . (11. 3. 195 
2. x -T 

NLT) 2 sin[ > - ij (11. 3. 20 
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$11.4 上 庶 宗 量 贝 塞 尔 方程 


§ 11. 2 所 研究 的 圆柱 状 区 域 的 拉 普 拉 斯 方程 定 解 问题 都 是 
柱 侧面 有 齐 次 边界 条 件 的 . 对 于 那些 问题 , 只 要 考虑 8 9. 1 末 的 表 
中 的 40 的 分 离 变 数 解 . 但 如 果 图 柱 上 王 底 面具 有 齐 次 边界 条 
件 , 则 与 0 对 应 的 Z(z) —e "3X e^ 所" 在 上 下 底 齐 次 边界 条 
御 下 只 能 给 出 没有 意思 的 Z(z) 一 0. 因 此 ,对 于 这 些 问题 ,应 考虑 
ms0 的 和 分离 变数 解 . wx 一 0 的 情况 比较 简单 ,无 需 特别 讨论 :这 里 
着 重 说 -- 说 x<<0 的 情况 . 

JE p 一 <0 的 情况 下 ,RiKp) 应 是 虚 宗 量 贝 塞 尔 方 程 
(9. 1. 25) 


eR tE (xt 十 mR = 0 Cz = vo) 


(11. 4.1) 
的 解 . 这 方程 的 一 个 解 是 m Er i ME D CIR ER C9. 3. 50) 


E > na rb 
8 9.3 还 指出 ,对 于 整数 m LLL GO mL, GO ,JESE £& TEE S 85 53 — 
f. 这 样 , 我 们 还 得 寻找 线性 独立 的 男 一 解 . 

据 (11. 1.3) 和 (9. 3. 37), 


HP Ge) = dy 4p a J,Gx)coswmt 一 NC i 


Lr) (11. 4. 2) 


sinvit 


-———..5mwr 
e Gz) — Ja 


— isinya 
X do. 3. 45) RH 9. 3. 46), 
e "LO —1i LL, Ge) Le LG 1. 0) 


HY i 一 - 
IO — isinya —i sinvm 
b 


R vie /2 使 成 为 实 函 数 , 记 作 K (r). 
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pd 
Es 


Tl ro Tr) 


~ KG) = 2 sin» 11.4. 3) 
rà 
EU NC EI: 1: vA (11. 4. 3). 
令 voUEEX m. m 阶 虚 宗 量 汉 克 尔 函数 
x l Cr) 一 LG) (11. 4. 4) 


Ku (r) = lim 2 sinva 

(1.4. DAAL 4. 048 m AEREI EKTEON DHH 
线性 独立 解 . 

图 11-8 fiL T To CK GT GEL K C. RR x—0 以 外 ， 

LAUDE E TE HE, RER THEI ERRANA E E RES 


函数 的 共同 性 质 ， 


DD 
"E LL z. TD 4- 


— -一 
c 


E 11-8 
现在 看 它们 在 x~0 时 的 行为 .把 上 典 宗 量 贝 塞 尔 方程 
Gi 4. DHEA 
ËR 1dR 


r4 
gataj tO! 7p R=0. (x —vp) 


它 在 x==0 的 邻 域 上 的 判定 方程 s(s 一 1) 十 sp-1 十 9-: 二 0 显然 是 
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sCGG— 1) 4-s— m* — 0. 
其 解 为 mis m. 两 根 之 差 为 整数 ,所 以 对 应 于 小 根 ss 一 . 
-mh ft — Hx dana. 就 算是 不 售 Ina 的 特殊 情况 ,其 级 数 展开 
RARR A r. 34 x0. REE lnr 还 是 x", 都 是 一 co. 这 
样 ， 虚 宗 其 贝 蹇 尔 方 程 在 * 一 0 其 有 自然 的 边界 条 件 ， MAL 4. 22 
易 知 e UM 
^ OL) -1, OY — m NA (11.4.5) 
于 是 ,在 = 一 0 的 育儿 还 看 条 件 志明 
uir OP K.ix)-— co. 


.— : - 1 
lain) = i "jLxrx)-—i"* = 
Ai 


-m-—1/E. 1 " (pits mei2- nia 十 eita mz TAM) 


Jr 2 
—m- iz 1 - Dm i tmi 
~ qp 7 HE: e* mx /A = 7" 1/8 eT 
oTe 24x 
= E I 
002r 
— 
T. l 4 
K, {x)= Sie” "HO! Gr) m j e mee pir  maa— A) 
2 vir 


Ton 1173 1 


C 
"Hi SANE oL 
其 强度 为 go. AETA PRSE AE s. 求解 柱 内 稳定 
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温度 分 布 . 
解 采用 柱 坐 标 系 ,极点 在 下 底 中 心 ,= 轴 沿 着 琅 柱 的 轴 . 定 
解 问题 是 


| pp, = go LIE i 


Rus 


t PELLUS SC LLL e. 
边界 条 件 全 是 非 齐 次 的 ,不 醒 应 用 分 离 变 数 法 . 移动 温标 零 
u= to tUs 


问题 转化 为 v 的 定 鲜 问题 ,上 王 底 面具 有 齐 次 边界 条 件 ， 


åv = 0, 
| kvel esa, = qoru | p= 有限 ， (11. 4. 7) 
vo = O,v].-, — 0. (31. 4. 8) 
PORE BIEE BET Dr prr SUERTE. 上 下 底 为 齐 次 边界 条 忻 ， 
应 查 表 $ 9. 1 末 的 表 中 uo 的 部 分 . 
对 于 p<0, 计 及 沾 柱 办 上 的 自然 边界 条 件 ,ii) 癌 题 与 8 无 关 
即 六 一 9, 查 得 
cos z 
LG n i gus LES Se 
上 下 底 齐 次 边界 条 件 (11.4- DRE cose HEAR TE AE 一 
P/L G 为 自然 数 ). 
对 于 f-odtE ESL E B EXS33 PAR (iD [RI BE'S p AE, E 
得 > 
jl 
RID =l, 2|]. 
上 下 底 的 第 一 类 齐 次 边界 和 条件 (11.4. 8) 5E REPE IB ZG — 
o. 所 以 vy 一 0 的 情况 应 会 弃 . 
将 以 上 特 和 解释 加 起 来 ， 
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sin PFZ, (11. 4. 5) 


v 一 2A I (4e 
为 确定 系数 4,, 将 (11. 9) 代 入 柱 个 边界 条 件 (11. 4. 7), 
vc 4 Tp fp P a 
24^ PAL Erm) sin PE = 一 e. 
iU bor SERES 2 08 HEU IE SE UC, SUSHI 即 得 


A L i 
? 73 AD L|, 1 


sin Pr de 
2La, > 
SpR pa — CU 
FUÉ? p 为 奇数 2 十 1 村 ,4。 才 不 为 零 . 
了 最 后 等 


u= ud 


1 
e 23 (2i i 11 r (2 十 De) 
L 
L (2l 十 DEP) sin (2E 十 12x 
(Tn qu 


£42 祁 质 圆柱 ,半径 p,, 高 上 . 柱 侧 有 均 名 分 布 的 恒定 热流 
入 ,其 强度 为 ge 圆柱 上 下 底面 温度 分 布 分 别 保持 为 C» 
ND. 求解 柱 内 稳定 温度 分 布 . 

解 ” 取 柱 坐 标 系 如 上 例 . 定 解 问题 是 


àÀu-—0, 
了 
$ elon =g: Joy H o ulo AR, 


u Tece mf, (p, (D. ul. -L—Jfà. 
边界 条 件 全 是 非 齐 次 的 ,不 使 应 用 分 高 变数 法 . 移动 温标 零点 
也 不 能 解决 问题 . 常用 的 办 法 是 把 uw 分 解 为 vz SETS ATE SEE 
有 -- 组 齐 次 边界 条 件 . 这 是 说 , 令 


uv 
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v=, [&10—0, 


kurleno . | ke 
vH PR. w |e AE, 

v|.—.7-0, ul... (o) * 
v|. = 0; w|i = 70. 


读者 可 以 验证 ,把 v 种 vo W 3E 75 ERER o EEA 
Fi JE v A vw TI FB PEGEMERR IAME RRE oc 的 定 解 条 件 . 
v fw 的 定 解 问题 已 分 别 在 本 节 例 1 和 811.2 例 4 解 出 ， 
183 半径 po 而 商工 的 导体 圆柱 党 ,用 不 导电 的 物质 将 柱 者 
的 上 下 底面 与 侧面 隔离 开 来 . 柱 壳 侧面 电势 为 woz/ 工 ,上 底面 电势 
为 wi, 下 底面 接地 . 求 柱 索 外 静电 场 的 电势 分 布 . 
解 ” 取 竹 坐 标 系 如 前 两 例 . 柱 壳 外 的 空间 没有 电荷 ,静电 势 满 
足 拉 普 拉 斯 方程 . 定 解 问题 是 
Au-—0, (pb) 
| loca, uot /L, u p m 
u|...—0. ul.-,—uf. 
边界 全 是非 齐 次 的 ,不 便 应 用 分 离 变 数 法 . 不 过 , 我们 也 无 需 
采用 例 2 的 一 般 办 法 . 
L 


Tow, (41. 4. 10) 


H 
H =} 


问题 转化 为 w 的 定 解 问题 F 


L 
w|.a— O0. wher = 0. Co OL412 
这 是 拉 普 拉 斯 方程 的 定 解 间 题 ,上 下 底面 为 齐 次 边界 条 件 , 应 
查看 $9.1 KÉP emo 的 部 分 . 计 及 问题 与 9 无关, 从 u—0 d 
得 
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Lp 一 Ho Tiz, TO | paco 有 限 ， (11. 4. 11) 


1 i 
Rep—| hzc | 上 
Ihr x 


上 下 底 第 一 类 齐 次 边界 条 件 (11. 4. 12) 导 致 没有 意思 的 Z(z) 一 0， 
故 应 会 弃 . 从 jy<0 查 得 


lr} cosuz| PEN 75 

» (xr) Tn y ma 
上 下 底 第 一 类 齐 次 边界 条 件 (11.4. 12) 决 定 应 舍弃 cosvz, 本 征 值 
H= pi /L' Gp 为 自然 数 ). 当 poo ,要求 凤 有限 ,这 就 排除 了 
Lo I MM 


uu 将 以 上 特 解 到 加 起 来， 
w = 22^. K,( frp|sin Pr prz (11. 4. 13) 
为 确定 系数 A FOL 4. IDA p 一 p, 处 的 边界 条 御 (11. 4. 11)， 


Dal Te) sin prz mot, 
$=l 


L L L 
HEREHEREA E IEEE EEUESALCEUE E EIE] 
2001 0 Zimm n 
A, =R, noD a T lysin I dz 
—(- pe zs — th) (11. 4. 14) 
[940779721 Ut 


这 样 ,本 例 的 答案 是 (11. 4.10), 其 中 性 见 (11. 4.132, CLA, 见 
(14. 4. 14D. 


习 E 


l. 匀 质 图 柱 半 径 为 v BA L P EETRREBLEE ww; 上 底 保 持 温 度 us ,侧面 
id Ed F0 — Ou L3) G— L/2) - Gu/ LG, —20. 求解 柱 栖 内 省 点 的 
稳 恒温 度 . 
2. 匀 质 盎 柱 半径 为 高 为 上 .上 育 有 均匀 分 布 的 强度 为 gn 的 热流 进 
A TERRE uo; 侧面 温度 分 布 为 GO ,求解 柱 体 内 各 点 的 稳 恒 温度 ， 
3. 电子 光学 造 镜 的 某 一 部 件 由 两 个 中 空 圆柱 简 组 成 ,其 电 圾 分 别 为 十 
* 36l- 


v. 和 一 wo. TE REE h fel RUE 30 302 RE e, $ n[ e DARE OU v — vsin 5 求 圆柱 简 
内 的 电势 分 布 . DELETE AE P de VE RT GEHEN v eaa = i vo. MER EE 
为 Po. 


图 11-9 


4. 利用 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 教 重 解 $ 11.2 的 习题 6. 

5. 匀 质 圆柱 ,半径 为 m ,高 为 十. 下 底 保 持 温度 ,上 底 浊 度 分 布 为 xm， 
侧面 温度 分 布 为 woz. 求解 柱 体内 各 点 的 稳 恒 温度 . | 

6. 半径 为 o, EORR LNE, LER FRERE uo; 侧面 有 均匀 分 
布 的 强度 为 go 的 热流 进入, 求 柱 外 匀 质 介质 中 各 点 的 稳 伍 温度 . 


$11.5 球 贝 塞 尔 方程 


8 9. 1 用 球 坐 标 系 对 交 姆 霍 兹 方程 进行 分 离 变 数 ,得 到 球 由 
EREE. 1. 38) 


dR dR : H 
rga trg EI+ DR=0. ars 
TE EL 3E 3f eR ERE RG) 分 别 变换 作 zz 和 y(x) 


zb.  RGO)— X zz. (11. 5. 2) 


则 方程 (11. 5. DAE £77 1/2 阶 贝 赛 尔 方程 

Uy dy 2 l; 
aastrfgq.i G +- Jy =o (11. 5. 32 
inr &—0,WJ7P f 11. 5. 1) 退 化 为 


ER dR 


其 线性 独立 的 两 解 是 ”和 1/770 这 种 情 癌 比较 简单 ,下 面 将 着 重 
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讨论 £260 的 情况 . 
(一 ) 线性 独立 解 
十 172 阶 贝 塞 尔 方 程 (11. 5. 33 有 如 下 几 种 解 
Jia lad J uc vo Gr) IN Gas GE) HEP; tr) Hi A Car. 
其 中 性 取 两 个 就 组 成 方程 (11. 5. 3} 的 线性 独立 解 . SCR LER UL SEA 
方程 (11.5. 1) 的 线性 独立 解 也 就 是 下 列 五 种 之 中 任 取 的 两 种 ; 


RERE GO 二 Jaula), JDS p-e); 
Ap em miT) =y zz Nen Cr; 


球 汉 克 和 尔 函 数 b? GO —A Ha), 


hi^ G) —A zz Hus GO. 


(二 ) 递 推 公式 
用 zz) 代 表妹 贝 塞 尔 函 数 或 球 诺 伊 曼 函 数 或 球 汉 克 尔 函 数 ， 
Bii 


z(r)-— Al z; Denn G2. (11. 5. 45 


W1. 1.13), É »—42- 172,18 
ipae (Gr-— CF DZ te) zt Zur) 
接 人 11.5.4) 将 工 改 用 z 表 出 , 则 


an — &i.j. (11. 5. 5) 


Za Gr) 一 


这 就 是 从 us FH z 推算 zu Bg XXL. (11.1.8) 一 (1 1.12) 也 都 可 
以 改 用 e 表 出 . 
(三 ) 初等 函数 表示 式 
(9. 3. 28) 和 (9. 3. 200 88 HH. To GOL T GO ILES p ER 
X 
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Jir) = Z sinz, J-isC€x2— cosa. 


按 (11. 5.4), 这 是 说 
bkr) = saz, )- Yr )—— 


于 是 ,反复 应 用 递 推 公式 ,我 们 就 得 出 所 有 ICONS RN 
K. 
ETAETA e m EE O. 3.20, 


Joris CrMos 0 十 1/252 一 Jaryn) 
sin 十 1/2)7 


二 【一 D] ous Cr. 
RARP SE PG. ns GO RTRR D1 ERAR Joao GO EH, ? 


cos 


(11. 5. 6) 


N; TICSL 


n) = (— 1*8. uu». (11. 5. 7) 
在 上 式 中 ,依次 置 /一 0 和 /二 一 1 即 得 
mr) —— T, na) = sinz, (11. 5. 8) 
HALS 80111. 5. 8) 分 别 反复 应 用 递 推 公 式 , 得 到 
Jo (z) 一 二 sinz， Ri) 一 一 过 cosz， 
jz) 一 点 (sinz 一 zcosz)?， ni(z) 一 一 点 (cosz 十 zsinz)， 
jz(z) 一 点 [3 Csinr— reos) na(z) 一 一 上 [3Ccosax d- xsinx) 
— asint], — x?^coszr |, 
HRALA jcCz3y 和 hz) 的 简单 的 函数 表 . 
由 球 汉 克 尔 函数 的 定义 ,最 而 易 见 
hP ir) = hlr) + inl), hP Cr) = jlr) — in). 
(11. 5. 9) 
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BE  £ SYL BEL RC 71 A RR 
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ii i i 
hi e)s es: D r)—-—e 7, 


hz 一 | 一 二 一 e", biPco- [5-1 en, 
Pe-[-3-3 hcc E- 
-Le. -ije* 
E z 


《四 ) x—0 和 Xx->co 时 的 行为 
先 看 x 一 0, 引用 bor GO SUCUS C. 3.312, 


: — {Z-z S + 1 If Cd 
jx) NER D D'ET r3 z] 


E Ed M f (1 | CELA 2k in 
42240 D BRITET32 7 zt 


我 们 把 /理解 为 非 负 的 整数 ,这 个 级 数 只 含 z ER D, up UL 
j(0) —1,4,(€02—00 为 自然 数 ). 又 由 (11, 5.7), 


niCr)- (— 1)+' j- "EMEN 一 《一 PENES zc 1)* 


FETU 


E 
æt 2à— 1 


BFCHOEY Yl | i 
其 中 既 有 x HERD. UA x hY DURER n] DL 
3E zz 一 0 时， ni(x) 一 co. 
这 样 ,在 * 一 0 存在 自然 的 边界 条 件 , 应 舍弃 n G0 ,而 只 要 jz)- 
再 看 x 一 oo. 引用 斯 近 公 式 (11- 1.5)， 


yin Lcos| zin], ni) sin z— en , 
(12 1 iz "RT £2) 1 一 if 十 
P CGD aeei, hí?G)--—e- H1, 
过 x 


8 9. 1 未 的 表 中 ,从 波动 方程 分 离 出 的 时 间 因 子 是 e" Fn en, d 
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把 时 间 因 子 e" A g XE ESL PU THEE VIE IR JL p C2 
ar 对 应 于 驻 波 ,hP(z) 对 应 于 朝 十 z 方向 (十 r 方 向) 传播 的 波 ， 
即 从 球 坐标 系 极 点 向 外 发 散 的 波 ,hf (z) 对 应 于 向 球 坐 杯 系 极点 
会 聚 的 波 . 如 以 et 代理 e IE GI mí Ge D ROSE FREE UE S hf? 
YU Xd Rz Ze Bt t hf? 对 应 发 散 波 . 

x (E) 球形 区 域内 的 本 征 值 问题 

球 贝 塞 尔 方程 (11.5. 1 写成 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 即 是 

ie 95) — --)R- Er R-0. 

请 注意 左边 最 后 … 项 的 系数 2r? Vx kt REGE S 是 权重 函数 . 

这 方程 在 r 一 0 有 自然 边界 条 性 ,应 取 GRO TRE E nr). 而 
jr) 还 应 满足 球面 + 二 r+。 上 的 第 一 ,第 二 或 第 三 类 齐 次 边界 条 
件 ,这 就 决定 了 本 征 值 馈 Cm 二 1,2,3,…), 决定 本 征 值 的 边界 条 件 
往往 可 以 化 为 JuecCar) 的 条 件 来 求解 . 

对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 在 区 间 [o,r] 上 带 权 重 盖 正 交 ， 


[kanni (Er)rsdr — 0. (kh (015.10) 


本 征 函 数 族 LORD 08 —1,.2.3, 0 dC REIR TERI XH 
里 叶 级 数 展开 的 基 ， 


[AO = 全， feu. 


1 fa : 2 
系数 Tn FN, F f Fjar dr, 
AP ON. BEIER E jarn BR, 
[Nn = f j: (Enr) Yrfde— zg- r [ius Gn rdr. 

具体 计算 方法 可 参看 附录 九 . 

CAO 例题 

例 1 JAR FA ro 初始 时 刻 ,球体 温度 均匀 为 mw. EE. 
放 入 温度 为 U, B5 C8 , (EE ER TEL BEER A Uo. 求解 球 内 各 外 温度 
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u 的 变化 情况 . 
和 解 ” 取 球 坐 标 系 ,极点 在 球 心 . 定 解 问题 是 
ua Au —0, 
| | 一 Lo 
u |o 77 us. 


首先 把 边界 条 件 化 为 齐 次 . 为 此 ,移动 温标 等 点 ， 


u= t w, 
w, — a Aw = 0, 
| wl... = 0, (11. 5.11) 
whia = wo — U,. (11. 5.12) 


查看 3 9, 1 RAR. 计 太 让 问题 与 5 无 关 即 xr 一 0, 让 问题 与 8 
无 关 即 /二 0,ii) 球 心 的 自然 边界 条 件 , 查 得 E] 
barnet, 
Æ F Rk—OHU;rP.Ocos86)e77 BIA 3C, MN 
21.5. 11), 故 应 舍弃 .这样 ,我 们 庶 考 虑 的 特 解 只 


sin&r. NO 


Bp 
为 确定 本 征 值 ,把 (11. 5.13) 代 入 齐 次 边界 条 件 (11.5. 11) 


sinkr, NS 
kn 


(11.5.13) 


=0, 


由 此 得 本 征 值 
bU 7 Cn 一 1,2, 3 ) 
把 对 应 这 些 本 征 值 的 特 解释 加 起 来 ， 
w= y D Tem O (11.5.14) 


为 确定 系数 4, 把 (11.5.14) 代 入 初始 条件 (11. 5. 12)， 
Sa, sin (nmr /ro) Sum —U.. 


nur/r, 
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3E 3 I) Ges — U ,) TEER DLE ZR PELLE 比较 两 边 系数 ， 
sin(nnr/ro) ET JINI Ir) ] 


(—ommr/r. — (2ommrfr. 


a=" (uo — Ua) P 
ù 


= (= D'U, 一 wo), 
这 样 , 本 俩 的 答案 是 
=u, 4-2) >, CU" ew insi nnr 


例 2 FEA ro 的 球面 径 向 速度 分 布 为 
v = vcosfcoset. C11. 5. 15) 
试 求解 这 球面 所 发 射 的 稳 恒 声 振动 的 速度 势 x 设 m 远 小 于 声波 
的 波长 4 
由 于 (11. 5. 15) 中 的 cosg 即 P Ccos6) ,本 鲍 称 为 偶 极 声 源 . 
解 本 例 跟 $11.2 例 8 类 似 , 也 是 没有 初始 条 件 的 问题 . 
用 球 坐 标 系 ,极点 取 在 球 心 . 定 解 问题 是 
Za — au — O 
| t, l= = voP cose ™. (11.5.16) 
边界 条 件 里 的 cose 即 Re(e ”). 写 成 了 e ”, 这 要 求 约 定 计 算 的 
最 后 结果 也 上 庶 取 其 实 部 . 
查看 $9.1 末 的 表 . TER O TREES GS m — 0,iD we 对 8 的 
依赖 关系 为 Pi (cost BI /二 1,ii) 边 界 条 性 中 的 时间 因 子 e “, 查 
得 


hi GP, CostDe^7**, 
E £a. HI k= o/a, AMH & RA o/a XX PEE BS [EC . ,所 以 无 需 
n. 


u = Ahi" (ZP, (cosQ)e ^, (11. 5. 17) 
Hy 95:E GER 4, 把 (11.5.1?) 代 入 边界 荣 件 (11. 5-16), 


d . af a\ i 
A | 1 et =y 
. ar wr -=r o 


9 


dr 
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a? 
Bp Zaļi w? e AE i i UU. 


a er, 


A ro KA= 2n k= nal w, E mroya 很 小 ,所 以 上 式 ( ) 中 第 一 项 的 
绝对 值 远大 于 其 余 两 项 ,上 式 可 简化 为 


. Dat 
EA ari o 
BE, A= — ive! ri 2a, 于 是 得 出 答案 
u=— i END (cosd)e ^ 
o uwr , a u ean 
一 一 让 一 和 i 2, | P1costDe'. 


TEX Y XB] ~ KI NE EDEN AS ， 


Trsa) 


=i 


3 
Tip (cossin — (r—at). 
2ar a 


这 是 振幅 按 1/r 减 小 的 球面 波 . 其 对 空间 中 方向 的 依赖 也 由 
P; coi 5 Am EREMI. 

GE? 平面 波 展开 为 球面 波 的 重 加 

研究 波 ( 声 波 . 电 磁 波 .量子 力学 的 波 函 数 ? 的 散射 问题 ,常常 需 要 把 平面 
HORF OS RE UE d bn. 

BK v —et E BE XIEHUPE Aviv 0. EE TL E S). 事实 
E 3b EBEHBII T. e* ^7, ERRA eot? HX RET = 轴 负 和 正方 向 传播 的 平面 
Wr. 改 用 球 坐 标 ,这 平面 波 可 表 为 

virg — ert (11. 5. 185 

YE BRAE BR E ABEEB oL! v — 0 HAERERE -—0 

为 有 限 的 解 是 


H= — 


Arr os [^ (11. 5. 18? 


me 
"t 
这 是 各 种 模式 的 球面 波 . PAOL. 5. 18) E 29 CERE D RR UL ED GRY 
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妹 面 波 的 线性 三 加 ,考虑 到 函数 511. 5. 180 ER. p 3X LE E m= 0. 这 样 ， 
gite) 一 S Ad Gr) P. os), C11. 5. 20 


i-6 
向 题 在 于 确定 展开 式 (11. 5. 20) 的 系数 A. 
应 用 系数 公式 (10. 1. 18)， 


ERIGI = 
A PERAN cosd 写成 Cx FFEA. 只 要 算出 511. 5. 21) 右 边 
的 积分 ,就 可 确定 A. 


这 里 不 准备 硬 算 . 斌 比较 性 1, 5. 21) 两 边 在 co BE EXER. T or 
oo,C1l1. 5. 21289 fc xli 


+1 
Zt j eP ror, (11. 5. 21) 
1 


Adr) m Ard diee Gn A deeos( e — SEDE) 
A us nad 
— TPA gni u e uere) _ 
再 看 (11. 5. 21) 的 右边 
SEE eP adz 
2 -1 
o a+ a 
一 pik f Prende” 
iL 1 

= [Pre 一 | eP Cada, 


于 Leo ERGO BUU l/r DREA. GRRE mhM E TELA 
部 积分 一 次 可 知 为 lr 的 数量 级 .因此 ,于 一 co,f11.5. 20 EU 


: H 
之 工作 4 e P(z)dz 一 - | — Pi(— 1)e-w] 
比较 两 边 的 渐 近 公式 即 知 


= (21 eT = HHI. 
dg xx fA [e] C11. 5. 200 RC 48 58] SE TELE RE FARER 


e 一 SY GIL 十 Dif Gn P; Cos6). (11. 5. 22) 


rer 


' 7I 


2j 题 

1. 证 明 

D Lrj 4CORCGO]' = zj j- ird kh GO d] x Exi TY 

à | «ico 二 x) jh JHC 

2. 证 明 

ES 

ofr ji Haodz- r") h- Crea G2 jT C. 

[提示 :将 511.5.4? 代 入 5111.8)、(11.1.97 得 出 中 jz 有 关 揭 求 导 公 
式 , 利 用 之 ] 

3. Wüsg ERJE Bir ER Do UE REE. [ ME E" 10 E S 36 习题 8] 

4. 均 质 球 ,半径 为 rm, 初始 温度 分 布 为 rr), JRUER D b HE rose A E E 
使 它 准 却 .求解 球 内 各 处 温度 变化 情况 . 


D ama KEA REA E t 过 站 人 各 让 
Hr Tf fis CS 3p. 求解 球 内 各 处 温度 变化 情况 . Eco) d» EY. 


[us CO rr) 
6. EEN 2r, 的 均 质 球 . 初始 温度 = lot. rn) 把 球面 保持 为 零度 
WEE AD. 求解 球 内 温度 变化 情况 . 


7. HAR FEA rotam U. WERE N u 的 空气 中 自由 冷却 
《 控 照 牛顿 冷却 定律 跟 空 气 交 换 热量 ), 求 解 球 内 各 处 温度 变化 情况 . 


8. 半径 为 ro 的 球面 径 向 速度 分 布 为 v 一 wv 1- Geos 20 4- coser. 试 求解 
这 个 球 在 空气 中 辐射 出 去 的 声场 中 的 速度 势 , 设 ,< 世 波长 本题 径 向 速度 
对 空间 中 的 方向 的 依赖 性 由 因 于 十 《3cos29 十 1) 即 Pa(cos9) 措 写 ,因而 是 轴 
对 称 四 极 声 源 . 

9. ERA ro 的 球面 径 向 速度 分 布 为 vu 二 wo Ž (1 —cos20)sin2gcoswt. ik 
求解 这 个 球 在 空 乞 中 辐射 出 去 的 声场 中 的 速度 势 , 设 ro4. 本 题 是 非 灿 对 称 


的 四 极 声 源 . 
* $116 可 化 为 贝 塞 尔 方程 的 方程 


有 些 常 微分 方程 可 以 化 为 贝 塞 尔 方 程 , 其 解 也 就 可 以 用 柱 函 
* 3727 


数 表 示 . 下 面 是 一 些 例子 . 至 于 什么 样 的 方程 可 以 化 为 贝 塞 尔 方 
程 ,以 及 如 何 化 ,可 参看 大 学 物理 1987 年 第 10 期 “特殊 函数 常 微 
分 方程 的 党 用 变换 一 x. 


y p ym mum 0, y—a"Z.Gx). 


saraja (27 y=0, y= rn pr). 


y=0, y= Z, Br). 


2y ament 97] 


dy sis, y—Z.G Y i. 
yty -i+ |>= 0, y—Z.G v — i). 
1 m 


" i 1 7 = = iy 
yH [zz] Jy 0, y— ZI) y r). 


y" c Fóz"y—0, 了 一 VE Zumal 2 b gmt], 
m-2 


2 

yn nil e)s 2 十 1ky 一 0, y= "eZ Ghz/2). 
1 il. tgr 1 

y” + F zgr)y— |75 85] yo, I= osr n). 

H" 1 ?o0- mi tgr 

y" + 上 十 2ctgz| y [5 ]»- 0, y= z, (r). 


1 ; ; 
3 十 二 一 zj， +{1 + u BE ye (2). 
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第 十 二 章 ”格林 函数 解 的 积分 公式 


在 第 七 章 至 第 十 一 章 中 主要 介绍 用 分 离 变 数 法 求解 各 类 定 解 
问题 ,本章 将 介绍 另 一 种 常用 的 方法 一 一 格林 函数 方法 . 

格林 晒 数 ,又 称 点 源 影 响 范 数 , 是 数学 物理 中 的 一 个 重要 概 
念 . 格林 玛 数 代表 一 个 点 源 在 一 定 的 边界 条 人 忻 和 (或 ) 初 始 条 件 下 
所 产生 的 场 . 知道 了 点 源 的 场 ,就 可 以 用 迄 加 的 方法 计算 出 任意 源 
所 产生 的 场 . 


3 12.1 泊 松 方程 的 格林 函数 法 


为 了 得 到 以 格林 函数 表示 的 询 松 方程 解 的 积分 表示 式 , 需 要 
用 到 格林 会 式 , 为 此 ,我 们 首先 介绍 格林 公式 ， 

设 str 和 mr 在 区 域 了 了 太 其 边界 三 上 具有 连续 一 阶 导数 ， 
丽 在 了 中 具有 连续 二 阶 导 数 ,应 用 矢量 分 析 的 高 斯 定理 将 曲面 积 


分 
[^ vv*ds 


E 


IE vu" ds 


一 [Iv * (u Vv)dV 
T 


化 成 体积 积分 


一 [| uacav-e I Vu* VvdV. (12. 1. 15 


这 叫 作 第 一 格林 公式 . 同 理 ,又 有 
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fe Ju'dS= [| sev 7 | ve vvdV. (12.1.2) 
(12. 1. 1 5 C12. 1. DRAR 得 
] (u ve—e Vu) *d$— [T hu vtodv 
亦 即 
I Cu Sr —v S)d$— 下 Quo —vAu)dV. (12.1.3) 
a 


ZERIAN 全 的 外 法 向 求 导数 . (12. 1. 3) 叫 作 第 二 格林 公式 . 


现在 讨论 带 有 一 和 定 边界 条 件 的 泊 松 方程 的 求解 问题 . 泊 松 方 
程 是 


Au- fr), ET?) (12. 1. 4) 
第 一 ,第 二 ,第 三 类 边界 条 件 可 统一 地 表 为 
[e o. | - ean. (12. 1. 5) 


其 中 KM) 是 区 域 边界 CHAER. a—0.89507958 — 33S RE 
sk PF A0, 8 — ORE SIS 38 ERE SR PE a B 都 不 等 于 零 是 第 三 类 边 
界 条 件 . 泊 松 方程 与 第 一 类 边界 条 件 梅 成 的 定 解 问题 叫 作 第 一 边 
值 问题 或 狄 里 希 利 问 题 ,与 第 二 类 边界 条 件 构 成 的 定 解 问 题 叫 作 
第 二 边 值 问题 或 诺 依 罗 问题 ,与 第 三 类 边界 条 件 构成 的 定 解 问题 
叫 作 第 三 边 值 问题 . 

为 了 研究 点 源 所 产生 的 场 ,需要 找 一 个 能 表示 点 源 密度 分 布 
HR. $5. 3 中 介绍 的 8 函数 正 是 描述 一 个 单位 正点 量 的 帘 度 分 
布 函数 , 因此 , 兰 以 vtr,ro) 表 示 位 于 点 的 单位 强度 的 正点 小 在 + 
点 产生 的 场 , 即 wCr,ro 应 满足 方程 

Av(r,r)) —óO(r—r.). (12. 1. 6) 

现在 ,我 们 利用 格林 公式 导出 泊 松 方程 解 的 积分 表示 式 . 以 
vír.r)7E (002. 1. 4) uR (12. 1.60 389. REEK T 中 求 积 
分 ,得 
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Hl (vån — uiso)dV 一 Dr vfdV — i ulr —ro dF. 
T 


(12. 1. 7) 
PV RE EUb A SOBRE EXE LS 
积分 化 成 面积 分 . 但 是 ,注意 到 
在 P 一 ro 点 ,Am 具有 人 函数 的 
奇异 性 , 格林 公式 不 能 用 , 解决 
的 办 法 是 先 从 区 域 卫 中 控 去 
包含 六 的 小 栖 积 ,例如 半径 为 
的 小 球 天 (图 12-1) ,KK, 的 边界 
面 为 3.. 对 于 剩 王 的 体积 ,格林 
BARM, 


Al Cou —uAv)dV 


- [ez J vu) jas. (12. 1. 8) 


i812. 1. DİA E K. I0 (02.1. D ,并 注意 rAr, it Br 一 ri) 一 
0, 于 是 


= T vfdV- (12. 1.9) 


H |r—r$| «3, Jr f£ (12. 1.6) 的 解 mkryro) 一 > 位 于 点 ro 而 电量 为 
一 &6 的 点 电荷 的 静电 场 中 的 电势 ,有 即 一 1/4drlr 一 ro|. 令 ->0, 得 


(12. 1. »— [| vfdV , 


左边 的 HZ Su ag 一 | caen 


dx E 
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ám 0 
、 av ə 1 1 —_ 1 l, 
左边 的 Je Zas = Je S a T E 
= —u tro). (12. 1.102 
xtEE.O02.1. DRA 
«a [| vir ,r)fir)dV 一 ] [orro 9 O2 
T 
u CI as. (22.1. 1D 
an 


(12. 1. 11) 称 为 泊 松 方程 的 基本 积分 公式 - 

《12. 1. 11) 将 (12.1- OWIE u 用 区 域 耻 上 的 体积 分 及 其 边界 
上 的 面积 分 表示 了 出 来 . 那么 ,能 和 否 用 (12. 1. 11) 来 解决 边 值 问题 
呢 ? 我 们 看 到 ,(12. 1. 11) 中 需要 同时 知道 x 及 沁 在 边界 X ED 
值 , 但 是 ,在 第 一 边 值 问题 中 ,已 知 的 只 是 * 在 边界 上 的 值 ;在 
第 二 边 值 问题 中 ,已 知 的 只 是 芝 在 边界 上 的 值 . 在 第 三 边 值 问 


题 中 ,已 知 的 是 w 和 洒 的 一 个 线性 关系 在 边界 上 的 信 , 三 类 边 


界 条 件 均 未 同时 分 别 给 出 x RIS EXC. 三 上 的 值 .因此 ,我 们 还 
不 能 直接 利用 (12. 1. 11) 解 决 三 类 边 值 问题 . 

其 实 ,这 里 距离 问题 的 解决 已 经 很 近 了 . 原来 ,对 于 函数 
vir. ro 我们 还 只 考虑 其 满足 方程 (12.1. 60. 如 果 我 们 对 v Gru rn) 
提出 适当 的 边界 条 件 , 则 上 述 困难 就 得 以 解决 

对 于 第 一 边 值 问题 ,x 在 边界 号 上 的 值 是 已 知 的 函数 pCM). 
如 果 要 求 " 满足 齐 次 的 第 - -类 边界 条 件 | 

v|z—0, (12. 1.12) 


则 (12.1. 11) 中 含 党 的 一 项 等 于 零 . JURA EE AGE I ER. X 


上 的 值 . 满足 方程 (12.1. 6) 及 边界 条 件 (12. 1.12)? 的 解 称 为 泊 松 方 
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程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 ,用 G(r,.r 表示 . 这 样 ， (12. l. 11) 式 


成 为 
a (ro) = J GG. rr) f dV + | «o as. 
(12. 1.13) 
对 于 第 三 边 值 问题 , 令 v 满足 齐 次 的 第 三 类 边界 条 件 ， 
[4 7 gv]; —0. (12. 1.14) 


满足 方程 (12. 1. 6) 及 边界 条 件 (12. 1. 14) 的 解 称 为 泊 松 方程 第 三 
类 边 值 问题 的 格林 函数 ,也 用 G Ori r0 表示 . 以 G Gr r2 R 
{12. 1. 5) 式 两 边 ,得 


[eG 9-5 BGuj:=— 
XJ u RAZ. 1. 140,3ELI G. 代替 其 中 的 ”得 
[au 9C -- BGujs=0. 
prix GU. E 
a[G Eu 99, 6g 
将 此 式 代 入 (12. 1.11) ,得 
«Gy [| Gcrofeav—. | Gr,r gryds. 
i (12. 1. 15) 
ETZERA, de TEE ELSE ST A EXSISTERE BIA EK 
解决 , 邮 令 GG 为 定 解 问题 


AG -—6$(r—r), (12.1.16) 


SG 
| =0 (12. 1.17) 


E 


的 解 ,而 由 (12.1.11) 得 到 
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u(r)— I Gr) f G)dv — [[ GG.ro eos. 
T 3 


(12. 1.18) 

可 是 , 定 解 问题 (2. 1. 162 — (12. 1. 177 的 解 不 存在 . 这 在 物理 

上 是 容易 理解 的 ;不 妨 把 这 个 格林 函数 看 作 温 度 分 布 . 泛 定 方程 

(22. 1.16) 右 边 的 函数 表明 在 工 所 围 区域 了 中 有 一 个 点 热源 . 

边界 条 件 (12. 1. 17? 表 明 边 界 是 绝热 的 . 点 热源 不 停 地 放出 热量 . 

而 热量 又 不 能 经 由 边界 散发 出 去 ,了 里 的 刘 度 必然 要 不 停 地 升 高 ， 

其 分 布 不 可 能 是 稳定 的 . 这 就 需要 引入 推广 的 格林 函数 . 对 于 三 维 
空间 ， 


AG—8(z— )8Gy— 8G — m) s 
T 


AP Vr E T HRR. 对 于 二 维 空间 ， 
AG=8(r 一 x)8(y 一 yo) 一 元 ， 


AP Ar 是 了 的 面积 ,方程 右边 添加 的 项 是 均匀 分 布 的 热 汇 密度 ， 
这 些 热 汇 的 总 体 恰 好 吸收 了 点 热源 所 放出 的 热量 ,不 多 也 不 少 . 
(12. 1. 13) 81 (32. 1. 15) 的 物理 解释 有 一 个 困难 . 公式 左边 u 
HRE ro 表明 观测 点 在 7; 而 右边 积分 中 的 FOOD EUR GRE r, 7 
是 ,格林 函数 GCr,ro) 所 代表 的 是 6 的 点 源 在 r 点 产生 的 场 . 这 个 
困难 如 何 解 决 呢 ? 原 来 ,这 个 问题 里 的 格林 函数 共有 对 称 性 
Gír ri) =G Garr) 将 (12.1.137 和 (12.1.15) 中 的 > 和 对 调 ,并 
利用 格林 孙 数 的 对 称 性 ,C12. 1. 13}) 成 为 
ulr) 一 由 Gr,r2 Foa dV a+ Jero 


aG Cro) as., 
ue 


(12. 1. 19) 
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这 就 是 第 一 边 值 问题 解 的 积分 表示 式 . (12. 1. 15) 成 为 
u= || evroreoav.- f 6c. roemoas.- 


(12. 1. 20) 
这 就 是 第 三 边 值 问题 解 的 积分 表示 式 . 

(12. 1. 19) 和 (12. 1. 20) 的 物理 意义 就 很 清楚 了 ,右边 第 一 个 
fir dcn ORT 中 分 布 的 Fr 在 > 点 产生 的 场 的 总 和 . 第 二 
个 积分 则 代表 边界 上 的 状况 对 > 点 场 的 影响 的 总 和 . 两 项 积分 中 
的 格林 函数 相同 . 这 正 说 明 泊 松 方 程 的 格林 函数 是 点 源 看 一 定 的 
边界 条 件 下 所 产生 的 场 . 

现在 来 证 明 格 林 函 数 的 对 称 性 , YE TD 中 任 取 两 个 定点 六 和 re 以 这 两 点 
为 中 心 ,各 作 半 径 为 的 球面 马 和 X, MOT GE de EGRDEQETEHIBERR KV Ka 
在 剩 下 的 区 域 本 一 Ky 天 ; 上 GC 入 Lr,rs} 六 无 奇 点 , 也 u— GG r0 
=G irr AGERE SE O3. 1. 3) 


u Sr —» Z yds= fi Gv — vAnddV 


I+ +E, T-K K, 


由 于 Gir. rH Gorro RAAR., LETALA. X do TEES SR 
条 忻 , 上 式 左 边 Í =0. 这 样 


J Cu Zy ELE ]«z A? Z s= 0. 
L^ 


4 r0, ERRA SO at — —0=0, GG ri — GG. ri. 

对 于 拉 普 拉 斯 方程 , 即 (12. 1.4) 式 右边 前 fOn)m—0.xX Eq. 
们 只 要 令 (12.1.19) 和 (12.1. 20) 两 式 右 边 的 体积 分 值 等 于 零 , 便 
可 得 到 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 的 解 


u(r)— ] er ) S rdg d$, (12.1. 21) 
以 及 第 三 边 值 问 题 的 解 
u= Gerder 21-22 
E 
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RHAH ft BU ROPA SX CANRAN TIC ERR 
LADO E. 


812.2 用 电 像 法 求 格林 函数 


(一 ) 无 界 空间 的 格林 函数 ”基本 解 

B. $12. 1 讨论 可 知 ,确定 了 G, 就 能 和 用 积分 表 式 求 得 狗 松 方 
程 边 值 问题 的 解 . 虽然 , 求 格林 函数 的 问题 本 身 也 是 边 信 问题 ,但 
这 是 特殊 的 边 值 问题 ,其 求解 比 一 般 边 值 河 题 简 单 . 特别 是 对 于 无 
界 区域 的 情形 ,常常 还 可 以 得 到 有 限 形式 的 解 . 无 界 区 域 的 格林 嫩 


数 称 为 相应 方程 的 基本 解 . 
我 们 将 一 个 一 般 边 值 问题 的 格林 函数 G 分 成 两 部 分 
G=G, +G.. (12.2.1) 
其 中 Go 是 基本 解 . TZARE. N GWE 
AGo 一 Sr 一 ro). (12. 2. 2) 
Gi: 则 满 吓 相 应 的 齐 次 方程 ( 拉 普 拉 斯 方程 ) 
AG,-0 (12.2. 32 
BB B8 35 ER VE. 例如 在 第 一 边 值 问题 中 ,G|z 一 0, 从 而 有 
Gl| > 一 (G 一 Gu | s= — 6s | z (12. 2. 4) 


拉 普 拉 斯 方程 (12. 2. 3» 88 ZZ A FR ELE ZR RE FER 9. 至 于 方程 
(12. 2. 2), 它 描述 的 是 点 的 点 源 在 无 界 空间 产生 的 稳定 场 . DL ER 
电场 为 例 , 它 描述 在 点 电量 为 一 6 的 点 电荷 在 无 界 空间 中 所 产 
生 电 场 的 = 点 的 电势 , 即 Go 一 一 1/4x|r 一 ro| 
现在 再 给 出 412. 2.2)? 的 一 种 解法 . SEHE e LEE ER RC n T C 
是 无 界 的 ,点 源 产 生 的 场 应 与 方向 无 美 ,如 果 选 取 球 举 标 <r,6, 和 PD; 刚 Go 只 是 
r 的 旺 数 ,方程 (12.2.2) 变 成 一 个 常 微分 方程 , 当 r 关 0 时 ,Go 满 吓 拉 普 摘 斯 方 
程 
Ear d 一 0， (12.2.5) 
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其 解 为 
C 
G,——— Ca (12. 2. 6) 


43581 S GO—0, T j& C,—0. 为 了 求 出 局 ,将 方程 (12. 2. DES r4 — 089 
区 域 作 体 积分 ,这 个 区 域 可 取 为 以 rn o 09g Ne» ERA eo RE K HEA 
面 为 也 (参见 图 12-1)， 


[i AGjdV — 1. 
Ki 


利用 (12. 1.32 09 HGPBSJ = ,将 上 式 堪 边 体 积分 化 成 面积 分 . 


a ad C . 
J CodV 一 J p S= f f ží -全 | *r^ainfdédg- 4n, 


l 
则 一 去 ,从 而 


车 电荷 位 于 任意 点 ro W 
1 


Gyr) — — TAE (12. 2.7) 
类 伏地 ,用 平面 极 坐 标 可 求 得 二 维 泊 松 方程 的 基本 解 
Gir) — — Alan re (12. 2.8) 


(二 ) 用 电信 法 求 格林 函数 
让 我 们 来 考虑 这 样 一 个 物理 问题 . 设 在 一 接地 导体 球 内 的 
Mlro) 点 放置 一 带电 量 为 一 & 的 点 电荷 . 则 球 内 电势 满足 泊 松 方 
程 、 
AG 一 SCr 一 ro)， (12. 2. 9) 
边界 条 件 是 
G |¥ = 0. (12. 2. 10) 
此 处 G AE KE TR PS 7r ER — 3 HE [9] ECTS tK BS. 从 电磁 学 知道 ， 
在 接地 导体 球 内 效 置 电荷 时 ,导体 球面 上 将 产生 感应 电荷 . 因此 ， 
球 内 电势 应 为 球 内 电荷 查 接 产生 的 电势 与 感应 电荷 所 产生 的 电势 
之 和 . TRE, e] PEG 写成 两 部 分 之 和 
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G—-GJ4G,. (12. 2.11) 
其 中 Go 是 不 考 虚 球面 边界 影响 的 电势 ,G1 则 是 感应 电荷 引起 的 . 
由 前 面 的 讨论 可 知 ,G。 满 足 


AGo 一 Br 一 rm)， (12. 2.12) 
Afi Gi 
AG,—0 (12. 2. 13) 
以 及 边界 条 件 “ 
Ci lam = (G— Go) | 于 一 一 Go | sai (12. 2. 14) 


XUPE GUI e AE AE G ur) — —1/An|r—rVl. 至 于 全 则 可 从 方 
$12. 2.132 RAR AE (E C12. 2. 14) 用 分 离 变 数 等 方法 求 得 . 但 这 
样 得 到 的 解 往往 是 无 穷 级 数 . 现在 介绍 另 一 种 方法 一 一 电 像 法 ,用 
电 像 法 可 以 得 到 有 限 形式 的 解 . 

电 像 法 的 基本 思想 是 用 另 一 设想 的 等 效 点 电荷 来 代替 所 有 的 
感应 电荷 ,于 是 可 求 得 台 , 的 类 似 于 Ge 的 有 限 形式 的 解 . 显然 ,这 一 
等 获 点 电荷 不 能 位 手球 内 ,因为 感应 电荷 在 球 内 的 场 满足 
(12. 2. 13), 即 球 内 是 无 源 的 . 又 根据 对 称 性 ,这 个 等 效 电荷 必 位 于 
OM 的 延长 线 上 的 某 点 M. 记 等 效 电 荷 的 电量 为 9, 其 在 空间 任 
意 点 MM(r) 引 起 的 电势 是 Gi(r,r) 一 P 
— létre |r — ril. 若 将 场 点 取 在 球面 NC 


上 的 书 点 ,如 图 12-2 所 示 , 则 AOPM, Ts 
和 AOMP RAAH fli Zz POM, fn Mi 
果 按 比例 关系 nvia—ain Cai 为 球 的 

半径 ) 选 定 M, (这 M, d fL, Wu : miz-2 


AOPM. WE AOM, P 相似 ,从 而 


l1. Ol 一 
|[r— r.| 球面 上 Ir—r, 球面 上 a 


因此 , 若 取 9 二 ta/roy 则 球面 上 的 总 电热 是 
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1 a I 1 
| 4x|r—r,| r.4x|r—r|! 
1 1 | |r—r;l 2) 
dn |r—ri li [rro] ro 
1E SF EG RR E C12. 2. 10). 这 个 设想 的 位 于 at; 点 的 等 效 点 电 
荷 称 为 Ml doit ea di. 这 样 , 妹 内 任 一 点 的 总 电势 是 


-—Q. 


1 1. al 1 
GG) Ax|r—r,| rodrnir—nr i 
1 1 a] 1 
iir RE ARI a (12. 2.15) 
ri ü 


8 10. 1 例 6 求 出 球 外 点 电荷 的 电 像 (在 球 内 ) RARE 
种 情况 中 的 电 像 加 以 对 比 . 
Ë Modro) 为 立 内 的 一 点 , 则 图 内 泊 松 方程 第 一边 值 问题 的 格 
ERWE 
AG=Â(F— rp), (12. 2. 18) 
Gimar 0. (12. 2.17) 
这 个 问题 也 可 用 电 像 法 求解 ,结果 是 
1 


1 1 1 1 a 
Grr) = pL Ir-r] Hza” Tor] a” ma’ 


(12. 2. 18) 
AP a 为 图 的 半径 ， 
Bii 在 球 r=a 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 
A= 0 (rca), 
L | = 8,95. 
解 前面 已 用 电价 法 求 得 球 的 第 一 边 值 问 题 的 格林 函数 


Gr) = 1 al 


1 
arora] ro 4 [ror] 
把 它 代入 第 一 边 值 问题 的 解 的 积分 公式 (12. 1, 19) 就 行 了 . 
X TIE GG n RC Q2 119) ,还 必须 先 算出 给 | .引用 球 
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坐标 系 ,极点 就 取 在 球 心 . 
1 1 


一 六 | Af r? — 2rrcos&-- ri ' 
jt" edéxir Fi rs 之 间 的 夹 角 , 


cos — cosÜcosÓ, J-sinBsinÜ,cos (p— qs). 


(12. 2. 19) 


计算 法 向 导数 
o l , e$ 1 
en |r 一 ro| 9r /arricos@ 十 二 
r —rqcos8 


«(E —BrrcosB Hri” 
分 子 里 的 cos 可 利用 512. 2. 19) 消 去 ， 
E 1 ] rr =z 


n—lr-r l’a 


an |r —ra] z 2r|r—r,l? z 2a |r—r.l* z 
HE, 
(aa. Lo] 一 
r,en|r—ri|ljis ro Zair—nl z 
a* . 
和 
一 一 一 一 
—p p4 
2ra |r— ro] E 
| a |r— n |?— ri: 
2a|r—r,U [sz 
TE . 
eG| | 1iri—|r—r.à|—«4 
an|; dr 9alr—r,|’ x 


í Ag irn 21 e-r ` 
4r  2a|r—r,|? s Ara|r—r.|:s 


代入 (12.1. 195, PERH P COLE TOME RENS BUR TA 
utr. e-[ E, fal 


Ax IoT], a 2sind dD dg 


8 Loo Ër 0l 
~ Ar ic Ls 1 CIL (a! — 2ar,cos& -- ri? 
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sin£,dó,dgs ` (12. 2. 20 
这 时 作 球 的 泊 松 积分 . 
fi2 在 半空 间 =>0 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问 题 
Ay;g—O0(270). 
rr As £y. 
和 解 ERRAN Gíir,r, 
A,G—8r—344386y— y,)8(z —2,), 
n" 1 一 0. à 
这 相当 于 接地 导体 平面 x 一 0 上 "M MG ye) 
方 的 电势 ,在 点 Mo Cx yos t M BEDA" 
置 着 电量 为 一 5 的 点 电荷 .这 电 
势 可 用 电 像 法 求 得 . o 
设想 在 M, 的 对 称 点 Mi (zs， Z 
Yos — zi AE Fa, E He es RU 
荷 , 不 难 验 证 ,在 两 个 点 电荷 的 
电场 中 ,平面 >=0 上 的 电势 确实 图 12-3 


是 零 . 在 点 MIR eot da e Rr (n. 格林 函数 
1 1 1 
Gon) amen Ani n 
1 1 


á 
7 M Gc — 2! Cy— y) H G2)» 
1 1 


us Gc — n1 - G— 3) etz)? 
为 了 把 GO r2 P5 A 58 — 38 (B IR] ER RC] ARE ERR AT X 


(12. 1.19) DIT UE ted _ 即 一 中 


十 


和 二 站 


aG] u E ə 1 
en. | 179" frr) (y — yo G2) 
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iə 1 | 
inet | Cra) tH Cy— y* A Geo zm? eno 
1 Zo 
Brn[ Cr ro) Hy y a J 
代入 {12.1. 193 即 得 半空 间 芍 第 一 边 值 问题 的 解 的 积分 公式 


aCr,y) 
a j7 [7 1 
E | J SPORT F O y a 
(12. 2. 21) 
这 叫 作 半 室 闻 的 泊 松 积分 . 


例 3 在 圆 o-—a 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 向 题 
ME , 


u |=. 
答案 
一 2x 1 
ulo p= m h a apeos ip p) To f de 


(12. 2. 22) 
fla 在 半 平 面 ”>0 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 
NN, + 
u | 一 .Fr)。 


人 DENM 
答案 u(x,y) 一 元 f. Gn y odro (12. 2. 23) 
E n 

1. 4E TH oa Vo febri br ry EG 85 — E E Au = 0Coc aeu Lo, 
= fip. 

2. 在 半 平 面 vo 0P3 RE r3 A Ran $8 — 3 E E Au = y>, 
u|,-.— fir). 

3. 4E TE dE cs 上 求解 Au OfHgEEGUS R E Du jera = Acosp, 2 
u|—.— A Esing 

A. 对 于 一 般 的 f(D ,积分 公式 (32.2.22) 里 的 积分 可 能 不 那么 容易 计 
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算 , AJEL — Zapscos (p-p) d- eo E JE 2S OR HB HESRORN ,然后 逐 项 积分 . 
作为 对 照 ,再 用 分 离 变数 法 求解 郴 的 第 一 边 值 向 是 . 
5. 试 求 屋 状 空间 0<z*< 生 五 第 一 边 值 癌 题 的 格林 函数 


812.3 含 时 间 的 格林 函数 


8121 一 122 讨论 的 是 稳定 场 问题 的 客 林 函 孝 方法 . 至 于 
波动 与 输 运 这 类 舍 时 间 的 问题 ,同样 可 以 运用 格林 示 数 方法 求解 . 
本 节 以 波动 问题 为 例 介绍 会 时 间 的 格林 函数 ,并 导出 波动 方程 定 
解 问 题解 的 积分 表 式 :对 于 输 运 问题 , 亦 给 出 相应 的 结果 . 


一 艇 强迫 振动 的 定 解 问题 是 
tu a Au fr), (12. 3. 12 
LEES , KM.D, (12. 3.2) 
u |o = PLT) stes lao =A Cr). (12. 3. 3) 


8 5. 3 中 曾 指出 ,持续 作用 的 力 Gn) RETE REB CREAR IS coe 
H Ar,z)8C 一 Dadt Bin. 现在 我 们 再 进一步 将 一 个 个 连续 分 
布 了 于 空间 的 脉冲 力 着 作 是 鲜 次 桥 比 排列 在 许 许多 多 点 上 的 力 的 得 
Jn. 总 之 ,把 持续 作用 的 连续 分 布 力 (r,t) 看 作 是 许 许多 多 脉冲 
Zr dn 


cr 一 W fr. 8G r)8G— dridr. (12.3.0) 


T 


把 单位 脉冲 点 力 所 引 起 的 振动 记 作 GO stiro r0 FRALRES RI 
是 的 格林 函数 . RET G ,就 可 用 和 到 其 的 方法 求 出 任意 力 .Fr 所 
引起 的 振动 . G 所 满足 的 定 解 问题 是 


Ga — a! AG = 8Cr — rI — &), (12.3. 5) 
aG — 

(«38 + ga) | — o, (12. 3. 6) 

Gl... —0,G|,. = 0. (12. 3. 7) 


我 们 可 以 用 类 似 于 求解 泊 松 方程 的 方法 求 得 定 解 问题 
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(12. 3. 12 — (12. 3. 3) 的 解 的 积分 表 式 . 需 注意 的 是 含 时 间 的 格林 
函数 的 对 称 性 不 同 于 泊 松 方程 格林 隔 数 的 对 称 性 ， 
GFE rt) =G Cras — itor — t). (12.3. 8) 
现在 证 明 对 称 关系 (12. 3. 8), 在 定 解 向 题 (12. 3. 5) (12. 3.7) 中 将 变量 
Lo sio dE EI MER —tun — t MAA 
Ga Gs —tin h)a AGC, —1:n—45058(r—n28G—5) — 02.3.9) 
[a aGr, — £F 一 


J 


u) Ger, nn, =a) |l eo (12,3. 10 


Gir, — irh) |e- =0,G r, =E £1) limo (12.3. 11? 
以 Gir, — tiri —1238 Jr E (012. 3.50. FIBRE EL Gir tiro 423871 P2012. 3. 95, 
JETER r EKAT LEA SIBI ERR o JOD r umu»xE 
积分 ,得 
li f LG risrosto Gr, — E;F Om) 


T 
—(Gualr: mls — n2GEr.t sFosto) 


— aA AGCr tiosta Gir, —tgr 一下) 

Ta! AGGr, — ir GG uut) IdVdr 

Gy ,—£iris—)—GÉn diro id. (12. 3. 12 
AAB EKARO 1L 3) Eo I MAGN 


li [G, Gr trs SG GO. — hir, 4) 
T 


—G,.tr, —£;Fi s— EGEF, Fosi} | | r dy 
| [Gne S6. en + 一 与] 
z 


—Gr,—£ r1 ,—H 2Gunn t) Jasa. 
h ERR PECI2. 3. 62— (02. 3. 7ICI12. 3. 100— (12. 3. 112? 可 以 看 出 ,上 式 为 
零 , 从 而 (i2. 3. DAAE. FEARNE. 3. 85. 
3b dkTE S SE SISTERE C12. 3. 0 — (302. 3. 3) 解 的 积分 表 式 . 考虑 
SIX 3x02. 3. 8} 中 时 间 变 数 : 与 不 能 像 空间 变数 那样 简单 地 
对 调 ,我 们 先 将 定 解 问题 (12. 3. 1) — (02. 3. 3) 中 的 r,t RO Fosto» 
as Posto d — a Aou Fort) =] Cesto), C12.3.13) 
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Costa) 
[a ro Heul, to] 
urs t5) |e o= 0,16, Po sto) |, o=. (12.3. 15) 


将 G AR PA r- rA, E e A r ip ETE LU 
一 上 ,并 种 用 对 称 关 系 (12. 3. 80,48 


Gu Cr. irs sto a Avr, ro) —86r- r8 —1,), 
(12.3. 16) 
aG 1t 9 ^ 

[e EE p pesa]! co, (12. 3. 172 
Grstirs t) |290.G, CF yii osig) [4-57 0. (12. 3. 185 
以 GCr.?ir, £623 3; PR C12. 3.13), ur, 4258 FARZ. 3.155, 
相 减 ,再 对 PERR T 上 积分 ;同时 对 二 在 [90,t 十 se] 上 积分 ,并 利 

用 第 二 格林 公式 及 初始 条 件 (12. 3.15) 及 (12. 3.18), 可 得 


144 
D Gus m uG, t 3dV d£, — 
T 


= (Miste); (2.3. 14) 
x 


十 二 
alf. (GA Gu — uA IdV dt, 
T 
+e 
- [lf Gr. £r. £9) f rs :£9) dV adta 
T 


zd. 
-Jf u&(ür—rQ)8G-—t)dV,dt. — (02.3.19 


其 中 £770, 815) HX 60, S A e dE TG x 8G—1u) RUE AI EN 
ERIKAS t=t 在 内 ) ,于 是 可 得 


tH 
«r= 用 Girstsroto)f Crosto)dV odt, 
T 
— [^ «ou, —uG Dav ds, 
T 


+e 
+a fff (GA, —uAGOdV,di,.— (12.3. 20) 
T 


右边 第 二 个 积分 中 Gus Grp, =d Gu, — uG, ) /dt RUE , Wf 55 
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对 fo 的 积分 ALPE tul] G—0,6G, — 0; 这 样 得 到 
ur.) 一 人 (Pa st Fr :to dV adto 
owe 


aM le 9. 28 
+a p. iG ari, H Sis 
dV. (12.3. 2D 


— Ii [Gu — 4G, a 
对 于 不 同 燃 型 的 边界 条 件 , 可 令 G 满足 相应 的 齐 次 边界 条 件 ,从 
而 得 到 适用 于 不 同 边 界 条 件 的 以 G 表示 的 解 的 积分 形式 . 


dS,dt, 


对 于 输 运 问题 ， 
u, — a^ ^u = fir ty) (12.3. 222 
E 2 十 Bu | p = ((OM,D, (12. 3. 23) 
ul, = «Xr. (12. 3. 24) 


类 似 上 面 的 讨论 ,同样 可 得 到 其 解 的 积分 表 式 
utr Dl Geryesr se) Fer st ydVodz, 
[jj 


(f Tao 9m aG 
+a [Lie u S^ | ase, 


十 p [uG ], 2,dV os (12. 3. 25) 
T 


$12.4 用 冲 量 定理 法 求 格 林 函 数 


8 12. 3 给 出 了 以 格林 函数 表示 的 波动 方程 与 输 运 方程 解 的 积 
分 表 式 ,然而 ,只 有 找到 格林 画 数 ,才能 利用 积分 袁 式 最 比 确 定 问 
题 的 解 ,本 节 将 通过 几 个 例子 介绍 怎样 用 冲 量 定理 求 格林 画 数 ,以 
及 格林 天 数 在 求解 波动 问题 或 输 运 问题 中 的 应 用 ， 

例 1 求解 一 维 无 界 空 间 中 的 爱 迫 振动 
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usa uu 7 fra», 
u|,2,—0 TRIER 
ME ”这 个 问题 的 格林 函数 G 满足 定 解 问题 
Ga —a*G,, —8Cr— x,280—1), 
G li = 0G; h= 070. 
按照 冲 量 定理 方法 ,G 的 定 解 问题 可 以 转化 为 
G,—a'G,,—0, 
G i-o 0, Gli rro 79 —£). 
这 个 证 解 问题 的 解 由 达 朗 贝尔 公式 (7.4.7) 给 出 ,只 是 其 中 的 上 在 
这 里 庶 换 为 上 一 t， 


GG r8 o 


二 十 人 一 站 


l (5, — £)d£, 


X—at— T. 


O,[f—cr—aG—7)2À x--a—7)«4] 
Zn [x—aG— 0 «S rd-e(Q-—)] 
az. 3. 21) +u 的 解 是 
工 十 at 一 下 
“2D 一 | ES 6, odtdr 
例 2 求解 定 解 问题 


Erett—r) 
us —a li = Acos sinat, 
Wz | zm = Qs tta | .一口 ， 
u |, o= 0ste |, Lo 70. 
WE ”格林 函数 G 满足 
G, —2!G,,—8(x—6£)8G—r), 
Ga | 257 0,G., | 2,0, 
G]|.2,—0,G, |... 2-0. 
接 冲 量 定理 ,这 个 问题 可 转化 为 
Ga— a!G,,—0, 
' 892* 


G. | -0 一 个 ， G. | 二 :一 0D， 
G | ,eto = m G; |= ril —£5. 
利用 分 离 变数 法 ,可 求 得 


Girtit,r) 一 te- o+ É 251 1l sin mre) 


Ta 全 1 


nat ARE 
cos =y cos -7 


LEIRA C12. 3. 21» ,得 
wz 一 | f FEG tiir dédr 


=} f f. (4 — 1) Ácos T sinwrdêdr+ 24 »» 工 cos “天 
rd 


n 


tux 


MES cos E sincrsin EED co s "TÉ aer 


e—o i 
ARI 
E D eos 


T 
nza f cos T sos "rae 
t-0 


对 上 的 积分 等 于 零 , 除 非 n—1. 对 于 ww 二 1; 这 个 积分 等 于 172. 
于 是 ， 
utri) =f os T f. sinarsin 
=A 1 (win Tat ing cos =, 
Ta of — hat fI li i l 
例 3 求解 一 维 无 界 空 间 的 有 源 输 运 问题 
— aun = f Crt), 
ul,o—=0, 
KE VW G 满足 定 解 问题 
G,—a?G,,—8(x —£)8G— 70), 
G],-,—0. 
这 个 问题 可 以 转化 为 


Ta(f— r) 


7 dr 
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GaGa = 0 

G |o= ir — E). 
这 个 定 解 向 题 的 解 可 引用 $13.1 例 2 的 结果 ,只 是 那里 的 :1 在 这 里 
应 换 为 1 一 +t. 于 是 ,得 到 无 界 空 间 输 运 问题 的 格林 函数 


xs rg 
esto 合 | ior ; Ja o 
Gir, £,7) 三 Cr 2a AU "n E: 
1 


— i —e ast o7 n. 
一 -一 一 一 一 C12. 4. 1) 
2a VE 


从 而 所 求 的 解 
ulr, D= LL. co 元 Arr n A5 latae. 


[Gerri 
3 


图 12-4 
图 12-4 描画 了 一 系列 给 定时 刻 的 格林 函数 GCzr,z;$,r), 图 中 
所 注 的 8 指 a (一 r) ,实际 上 就 代表 着 时 间 . 这 些 都 是 高 斯 函数 
(附录 三 ) 曲线 ,点 热 泌 所 在 处 (zx 一 # 一 0) 温 度 联 蜂 值 . 对 于 较 早 的 
时 刻 (8 较 小 ), 峰 较 高 而 两 侧 较 陡 . 时 间 越 迟 , 峰 越 低 而 两 侧 越 平 
R. 值得 惊异 的 是 ,不 论 上 距离 点 热源 多 远 5 不 论 1z 一 引 多 大 ), 瞬 时 
热源 贱 刚 作用 之 后 & 刚刚 超过 0 LR BEER IS EGE. 这 是 说 ， 
热 竟然 “瞬时 地 ?和 传 到 一 切 地 点 ,传播 速度 竟然 是 无 限 大 - 但 无 限 大 
“394。 


的 传播 速度 是 不 可 能 的 . 问题 出 在 哪里 ?原来 ,导出 热传导 方程 所 
根据 的 热传导 定律 g 二 一 & Yu( 或 者 ,导出 扩散 方程 所 根据 的 扩散 
定律 g== 一 DC(Vwe) 是 一 种 统计 规律 ,完全 没有 考 虚 分 子 运动 的 惯 
性 ,而 正 是 这 惯性 使 传播 速度 不 能 无 限 大 . 不 过 ,只 要 +t 一 = 不 是 很 
小 ,统计 规律 已 起 作用 ,所 求 得 的 解 在 物理 上 还 是 或 立 的 . 
例 4 求解 一 维 半 无 界 空间 *>>0 的 有 源 输 运 问题 ,第 一 类 齐 
次 边界 条 件 ， 
u,—au.—fG. x0, 
| ELIO 
u |g = 0. 
ME ”因为 是 第 一 类 齐 次 边界 条 件 ,应 该 奇 延 拓 到 co 
他 中 去 . 于 是 ， 
| va [en (2220), 
fz Geo, 
u j= 0. 
引用 例 3 的 结果 ,得 


t 0 m" 
ur)= | | BN De Ti 


4 f MEX LA -入 入 dédr. 


(12. 4. 2) 
iE C12. 4. 2 右边 第 一 个 积分 中 : 令 = — o s MRTE 


1 
P 
- Ò 
e Vus adz, jdr. 


ff ny 
JL. A UD v x(t—r) 
定 积分 的 值 跟 积 分 变数 无 美 , 所 以 又 可 把 积分 变数 zo 全 部 改写 为 
#, 则 这 第 一 个 积分 


t Er 1 _ 
一 一 (£,7)———— — — — God d 
edes ED ga a ceder 


这 样 ,C12. 4.20 HE 
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uno f. fol ——— 
X(e- 1x05 Lec ieS] adr. 


上 式 的 [ ”J 里 可 说 就 是 第 一 类 和 齐 次 边界 条 件 下 ,一 维 半 无 界 
空间 zx>0 中 的 输 运 问题 的 阁 林 函 数 G(x ,i;&,7)， 


` " E isë ero 
Genen- ame d —n 7€ ale— 5)- 


(12. 4. 3) 
Bis 求解 一 维 半 无 界 空间 =>>0 的 有 源 输 运 问 题 , 第 二 类 齐 
次 边界 杀 忻 ， 


|--o 一 D， 


f Doa un-— fixa) (G0), 


uü | -一 " 
解 ” 因 为 是 第 二 类 齐 次 边界 条 件 , 应 该 俩 延 拓 到 z<0 的 半空 
闻 中 去 .于 是 ， 


fi— zt) (r0), 


uj... 


引用 例 3 的 结果 ,得 
«cnm re 


| ; vil (1270), 
u,-——a n 一 


1 
zt-c) 


4-0 
€ astu odédr. 


tz—£)? 
e m odédr 


NN fen gm 


(12. 4. 4) 
fr (12. 4. 4) 188 — 1 L4 d. £— — x, HEB. r AOLE £, w 
(12. 4. DS 
e fe 1 
«Go F Jeo[z aU 
xe uu" Stat ) sar. 
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上 式 的 [ ”里 可 说 就 是 第 二 类 齐 次 边界 条 件 下 ,一 维 半 无 界 
空间 r>0 中 的 输 运 问题 的 格林 函数 GCz,aser)， 


1 ( Ca {rt | 


e gig- FE gag 
2a AnG mI, da Gr 


GGG 65,70) 
(12. 4. 5) 
3j E 


l1. 两 端 固定 的 弦 在 线 密 度 为 of Gr 2) — odiGcD sine 的 横向 为 作用 下 振 
动 .求解 其 振动 情况 . 研究 共振 的 可 能 性 ,并 求 共振 时 的 解 . 

2. PASE ERES n EEEN pf D — ef isinet 作用 而 振动 ,求解 振动 
情况 . 

3. 长 为 1 的 均匀 细 导 线 ; 每 单位 长 的 电阻 为 R, 通 以 恒定 的 电流 了 ,导线 
表面 中 周围 计 度 为 零度 的 介质 进行 热量 交换 . 试 求解 导线 上 的 温度 变化 , 设 
初始 温 产 和 导线 两 端 温度 都 是 零度 . 

4. RAE — MESE IC RI s H fl ims [LET u Aura = Dru | aom At su |a= 0. 

5 EFAA E PRAE uad tr Our FE u o mpar). 

6. 在 一 维 半 无 界 空 间 中 求解 一 Jwss 一 D1s-o 二 ql su hie 0. 


$12.5 推广 的 格林 公式 及 其 应 用 


把 格林 公式 加 以 推广 ,可 以 应 用 于 各 种 类 型 欧 数 学 物理 方程 . 为 简便 起 
和 见 , 本 节 只 讨论 两 个 自 变数 的 情况 . 至 于 多 变数 的 情况 ,处 理 方法 是 类 似 的 ， 
EE EUER UE 2i] -2 RR. 

Wi-T- E ES — Er eR TE EE 

Anis 十 fairy anus d usd bou, eu 
Las Zan S Fas eb Seb Bee, (12.5. D 

设 有 两 个 算 符 L 和 MM, 如 果 wLa 一 wxMz 是 某 种 “ 散 度 ”, 即 oL uMo— 

SE EST MER LORI M 互 称 为 伴随 算 符 . M L=M, HEER. 
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不 难 验 证 , 算 符 LOZ- 5. 1) 的 伴随 算 符 M 由 下 式 给 出 ， 
Mv -awt ay (6 3^ aa 


-E hn wc, (12. 5. 2) 


RENY vLu—uMv ME“ marž E 其 中 


X =a Gru, uv.) dca (Uu, — uv, 


十 | 站 一 au 893] uu 
! ar ay . 
(12. 5. 32 
Y = ay Cu, — uv.) oaa Cte, — um, ) 


' 

ET E 
— IM | «v. 

ey, 


设 在 zy 平面 上 有 区 域 丁 ,其 境界 线 为 王 , 只 要 函数 x 和 w 在 区 域 本 充分 
ESSI IT Iis 


lil (oLu— uMv)dS = f [Xcos(n,x)--Ycos(n.y) ]ds, (12. 5.49) 
T 


其 中 costn 328 cos Gr. y2JE PET: I6] m B Pr ETE. C12. 5. 4) 就 有 是 推广 的 粘 林 
公式 . 

FE AAN . 抛 煌 型 . 双 曲 型 三 种 燃 型 导出 一 般 二 和 阶 线性 偏 微分 方程 
解 的 积分 形式 . 


e [o 25 


(— HET 
Lucus cu, Hinte t bu, docu f Gy. (12. 5. 55 
边界 条 件 可 与 为 
Ru|;— MD, (42.5.6) 
其 中 R 为 定义 在 区 域 边界 上 的 线性 算 罕 ,L 的 伴随 算 符 M 由 下 式 给 出 
Mr= va do, — Got — Gv), Hew. (12.5.7) 
E v ARMI M RRA G, 则 
MG =ĝlr—r,}). (12. 5. 8) 


EG R2. 550 uu COE CI2. 5. 80 R RER T HRE 
[ (GGLuz—uMG)dsS— | asas- [38e ras (12.5. 95 
T T T 

应 用 格林 公式 (12.5.4) 将 上 式 左边 的 而 积分 化 成 线 积分 . B GE r 一 re 点 ， 


MG RA 5 HUBS SEE ,格林 公式 不 能 用 . 解决 的 办 法 与 $12. 1 中 相同 . 先 
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AT RRRES m 在 内 的 小 男 天 ,天 .的 边界 为 五 ;对 剩 下 的 区 域 了 一 必 , 应 
用 格林 公式 ， 
ll (Lu —uMG dS 


J 十 


一 F z [ Xcos (n, x) 4- Y cos (m, y) ]ds 


一 Lu [c 29. E+ bicos Gt x)2G --bicos Gn y)uG |as (12. 5. 10) 


Ed 


把 (12. 5. IDRA ŻE K. BOZ. 5. 00 E ES] ror S0 — rn —0, T JE 
f. [c A a 空 二 bcos (t ,xOuG + bcos (n, ou |ds 


十 n [c H u 2G i bcos (n 30uG bocos (a, y) uG je- 下 Gs 


(12. 5. 11) 
再 令 0 仿照 $12.1, 有 


， a 
imf, [c x C a "FA, cos Gt, x)uG bcos (rr y )uG Jas 


p 


—lim ( —u £) di— un). (12.5.12) 


ej Z. 


《对 于 单位 正点 源 ,有 一 [388.—1. 这 样 ,由 512. 5.9008 


uir -[ GG nf (nds— Í, [G = —wu 于 bcos (n,x))uG 
T 


+ éscos Can, y)uG Jds. (12. 5. 13) 
这 是 (12. 1. 11) 的 推广 . 
对 于 第 一 边 值 问题 ,选取 G ,使 满足 
Gl|z=0, (32. 5. 14) 
及 而 


u(n)— [[Ger-ro feos Í, u Las (12. 5. 15) 
T 


这 就 是 方程 412. 5. 5? 第 一 边 值 问题 的 解 的 积分 表 式 . 它 是 (12. 1. 127 的 推广 . 
对 于 第 二 边 值 问题 ,选取 G te 


[35 scos, DG 5eoscn 06 ] =。 (12.5. 16) 


* 399° 


JA mi (12. 5. 1329882 
u(ro) = [Gro feas Í G ds. (12. 5.172 
7 E an 


这 就 是 方程 (12. 5. 5) 第 二 边 信 问题 的 解 的 积分 表 式 . 如 果 满 足 (12. 5. 160 B 
格林 函数 存在 . 
第 三 边 值 问题 可 作 类 似 钼 理 . 
LEE 研究 二 维 空间 中 谐 变 源 发 出 的 拒 动 . 
E ”波动 方程 可 写 为 
Uue AU — — fre, 
以 Ur 一 urye™“ 代 人 方程 ,得 
Lu-Asu-- Diu für). (12. 5. 18} 


算 符 工 是 自 伴 的 ,其 伴随 算 符 M 的 格林 商 数 GOr rJ 
1 


Ir nl 
RT I.ix T-ERCRE ERA GG m GG D. 按 (12. 5. 13) ,并 利用 
(rro) 的 对 黎 性 ,可 得 

* i-r 


uir) =+ [ss v! au «2677 las 
Ax | Lira lr 


- 
iZ r-r 


GG) - e? ol 


wl Lv. (12. 5. 19) 
这 就 是 单 色光 衍射 理论 中 著名 的 基 尔 填 夫 公式 . 
方程 (12.5. 18) 已 是 标准 形式 的 烽 贺 型 方程 , 一 般 说 来 ,如 39. 1 指出 ,多 
个 自 变 数 的 方程 不 一 定 能 在 区 域 了 上 所 有 各 点 同时 化 为 标准 形式 . 但 在 点 
rm 是 可 以 化 为 标准 形式 的 ,也 就 是 说 ,在 内 边界 X. 上 可 以 化 为 标准 形式 ,这 
使 得 仍然 可 以 接 上 面 的 方式 导出 解 的 积分 公式 ， 


(二) 抛物 型 方程 
L=? ef (yy 一 az， (12. 5. 20) 
T LEEBUB TF M JE 
M- 3.4 3. (12.5. 21) 
aT ay 


在 这 里 ,推广 的 格林 公式 可 县 体 地 写成 
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下 (vlu —uMv)dS = Í, [Cuu —uv.)cos(n x) —duvcos t, y) lds. 
T 


(12. 5. 22) 
BAR y 一 ax 是 时 间 变 数 , 王 应 由 四 条 ” 
直线 y= 0, y= ator = a M za 构成 nCB[ y) 
(812-55. 30 86 AE (EE PL12-5 E bo E ats 
为 边界 三 上 的 “边界 条 性 ”. 
伴随 算 符 M KRAAN 
G Gr iro 462 TELE 


a(R un) nCBD zd 


= BG 8016). 


5C 一 3 


(12. 5. 23) 
3E C12. 5. 200381012. 5. 224A REC 
3512. 5. 132 . MG. 的 奇异 性 可 如 前 处 理 , 于 基 同 样 可 得 到 


EZ ur 
26s o f T *G Gr yz to ) f Ge dard y 
*1 


图 12-5 


Tm y, T. yati 
u e EEPE "ay — fae» M 
6 t ar ec zn 7 y="0 
(12. 5. 24) 
HTA RAE OR G, ag 
G l=, = 0G lems, = 9. 
这 样 (12. 5. 20RA 
~T, aže 
uzon) =|" f "GG stiTosto) flr, D drdy 
zi Q 
at aG 1™ 3 T) ya 
Í (a£) | dy 一 | uG) dx (12. 5. 25) 
a ax z= "2 y= 


对 于 第 二 类 边 值 ,选取 局, 使 满足 
G.L-.-—0.6. |. 一 0- 


这 样 ,[12. 5. 240 EO 


uir w= "GGotizssh) f Gct)dzdy 
zz 
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=a? 
E ar 


-[ (G æ) aof UG de (12. 5. 26) 
(=) MALHE 
Lu Ster — tyy Htr Horu, Heu = f. (12. 5. 275 
算 符 工 的 伴随 算 符 MATRAH: 
Mv = ver 一 mp — Uv. O0, Hew (12. 5. 28) 
在 这 里 ,推广 的 格林 公式 可 具体 地 写成 


[ (vrLu—uMv2d5— Í, [Xcos Gt. x) +Ycost, y) ]ds, <12- 5. 29) 
T 


其 中 
X —vu,—uv.-d-bóuuv— lut), — (27, — bv) 
一 一 (uv), H (2u, bunt, 
Y —uv,— vu, d- bito — (uv), + Ce, bv 
= fuv), — (2u,-—bu)o. 
双 曲 型 方程 的 定 解 条 件 往往 是 这 样 所 的 :在 y 平面 的 某 根 曲线 2- 
6) 上 给 定 w MERE 的 一 个 特例 |» 


(12. 5. 30D 


EER yo EX EAR Et uino Bg 


Eu|Ju2t. .这 正巧 以 前 常用 的 
初始 位 称 和 初始 速度 ， 

E ay PH ERE MG yo), 
我 们 希望 找到 eltrovo PRAA. 0 uu 一 
过 点 JUdo 作 两 根 特征 线 : 图 12-6 

z 一 3 一 常数 ， 
icty-MWf. 
EWART A MG, y ELM GS y. 

把 推广 的 格林 公式 (12. 5. 4) 应 用 于 曲线 三 角形 MM Me 考虑 到 MM 

ELEM 


cos Gt. x) — — h, cos (my) —L—, 
2 
1 1 
dr 二 一 ds dy 二 一 一 一 ds， 
~ OR v 2 
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-一 上 .一 


因而 
| EXcos Gi, x) + Y cos Gt y? lds 


"ol 


1 
=f, [Lem — o. bd "d 


+ Go, Gio, bv)u] 


一 | Gee toad vuds — {uv ), (— dy) 


MM, 


b; | 
+u, ui u 
v2 
-Í [ac 一 ?ed HEAR 
MM, FA 


一 其 (zi vin 07 uxo iy Ure» yo? 


NEN 
— uds. 
MM, as 2 


同 理 ， f [Xcos Gr r) -YcosCn, y) ]ds 
MoMa 


wds | 


A 
+ fs IE 227. Etpe uds 
因此 ,推广 的 格林 公式 应 用 于 曲线 三 角形 MMMA RE 
(Lu—uMv?dsS 


MM M, 


= — ur, » Yon Gro » Yo? Huir: x yours sy) 


zm it) ed Jul 
+ Lu DE Vs VL sun » yin vy 


r av 5—5 
— u Gro » yo3ttGro s yo — MM 人 vio oU o) ads 
vU 


a 2 
十 N [Xcos (n x) - Y cos (n y? ]ds, 
Bi 
uGn vo G y) = -Lula oe Gn Fa Gn y eG y) ] 
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Earr 
0 


9$ 242] 


Li x [Xcos Gt. x) - Y cos Gt, y) dds 
Fi 
-i CGoLu-uMcv)dS. (12.5. 31) 
MoM M, 


这 当然 还 不 足以 解决 所 提出 的 定 解 问题 . 
现在 选取 这 样 的 函数 v. EE Mv 一 0 的 解 ,而 且 


9 (b b y o (在 MM, 上 )， 


95 2/2 

go b,— b, m 

as "as JR (E MME), 
DETp yS l. 


4 


v—d TU (在 MM 

换 句 话说 ， | j naa, Æ MME), (12. 5. 32) 
NET ‘在 MM, E). 

i HB B CROSUETELIUSE EK. DUX AREA OZ. 5. 31) 即 得 


uGos0— 3 Lulz: y1 )vGn y Hult ytra) 


- Nm [Xcos (n, x) J- Y cos Gn . y? ]ds 


i vr yz ires yosz2 f Gr» yox)dS. 
MOM UM, 


(12. 5. 33D 
这 就 是 所 提出 的 定 解 问题 的 解 的 积分 公式 . 
aJ RERNE R ARRA PRE: 
VEE y Tor yo) — v xos yot y). 
为 了 开明 丈 曼 务 数 的 物理 意义 , 设 “初始 "位 移 “| 和 速度 ee | 者 是 零 ,而 
f= —28— £0 Q— r2,WJ (12. 5. 332 8 1H 


ulay) = [ — Bo Cz szesto)B Cr EGU dadi 
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=p IË, T; torio) =u Cto Heil, TÌ). 


因此 可 以 说 , 歼 显 函数 就 是 作用 于 一 点 的 “单位 ” 溃 力 的 影响 函数 . 


习 题 
R4 uaa un = Sirt) yt |oo SETY te lena m 
2.3R BE t ta i a — Opt |o PEE) sti li = PE, 
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第 十 三 章 ， 积 分 变换 法 


在 第 六 章 , 我 们 曾 用 拉 普 拉 斯 变换 方法 求解 常 微分 方程 经 过 
蛮 换 , 常 微 分 方程 变 成 了 代数 方程 , 解 出 代数 方程 ,再 进行 反 演 就 
得 到 了 原来 常 被 分 方程 的 解 . 

积分 变换 在 数学 物理 方程 (也 包括 积分 方程 .差分 方程 等 ) 中 
亦 有 具有 广泛 的 用 途 . 经 过 变换 以 后 ,方程 变 得 简单 了 ,例如 偏 微分 
方程 变 成 了 常 微分 方程 , 解 出 常德 分 方程 ,再 进行 反 演 ,就 得 到 了 
原来 偏 微分 方程 的 解 . 利用 积分 变换 ,有 时 还 能 得 到 有 限 形式 的 
解 ,而 这 往往 是 用 分 离 变数 法 不 能 得 到 的 - 

本 章 主要 介绍 傅 里 叶 变 换 、 拉 普 拉 斯 变换 在 求解 往 微 分 方程 
中 的 应 用 . 


$ 13. 1 MEHEKA 


用 分 离 变 数 法 求 饰 有 界 空间 的 定 解 问题 时 ,所 得 到 的 本 征 值 
谱 是 分 立 的 ,所 求 的 解 可 表 为 对 分 立 本 征 值 求 舟 的 德里 叶 人 角 数 . 对 
于 无 界 空间 ,用 分 离 变 数 法 求解 定 解 问题 时 ,所 得 到 的 本 征 慎 谱 一 
般 是 连续 的 ,所 求 的 解 可 表 为 对 连续 本 征 值 求 积 分 的 博 里 对 积分 . 
因此 ,对 于 无 界 空间 的 定 解 问题 , 傅 里 叶 变 换 是 一 种 很 适用 的 求解 
方法 . 本 节 将 通过 儿 个 例子 说 明 运 用 情 里 对 变换 求解 无 界 空 间 ( 合 
一 维 半 无 界 空 间 ) 的 定 解 问题 的 基本 方法 ,并 给 出 几 个 重要 的 解 的 
BA. 

例 1 求解 无 限 长 纺 的 自由 振动 

人 (— oo«Lr« oo) 
u|,-o—9G uu lcs»). 
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和 解 ” 应 用 傅 里 叶 变 换 , 即 用 e” 遍 乘 方程 及 定 解 条 件 各 
项 , 并 对 空间 变数 x 积分 (时间 变 数 上 视 作 参数 ). 原来 的 定 解 问题 
变换 成 
U"--Ek'aÓu-—o, 
U lo (E) ,U' |,., — V (E). 
HB eO00. OO E eX x .zz 的 傅 里 叶 变 换 . 原来 的 定 解 问 
题 变 成 了 常 微分 方程 及 初 值 条 件 ,其 道 解 是 
UGD — ACEDe"" | BCE)e "7. 
代入 初始 条 件 可 定 出 
1 


Auc) leg» -liwo), 


有 (ED 190)— 4*0. 


这 样 
UG, —-Leuoem do aa er 
2 2aik 
tioa tiwa, 
最 后 ,对 U GE) fps 18 E nar d. 三 用 延迟 定理 与 积分 定理 ， 
结果 是 
uG,0— petapan] [^ oit. asi) 
这 正 是 达 上 贝尔 公式 (7. 4.7). 
例 2 求解 无 限 长 细 杆 的 热传导 问题 
u,—au, 0, (--oo«cr«oo) 
BN 
解 作 储 里 叶 变 换 , 定 解 问题 变换 为 
U' Rat —0, 
{ol go, 
这 个 常 微分 方程 的 初始 值 问 题 的 解 是 
UG kh de "^, 
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再 进行 逆 傅 里 叶 变换 ， 
uD =F Ua DES eu» 


= E. [人 oeae ees 
交换 积分 次 序 
ur)= [D eo[[ ee edk Jae. 
引用 积分 公式 | ec eh ak ( VEe). 
Yaca V t ,B—iCGz —58) UU ILRELHUBU AAR, M 
ca 1 2 tz—- =p 
«o Fs "3 fee. (13. 1. 2) 
例 3 求解 无 限 长 细 杆 的 有 源 热 传导 问题 
人 (— coro) 
ul, 0. 
E EREHE, HAERERAA ESAR 
er 


aat 


seitrdk 


{o HEUSE Ek), 
U |00 
为 求解 这 个 非 齐 次 常 微分 方程 ,用 e** 遍 乘 方程 各 项 ,得 
$ [cie] Pas. 
对 积分 一 次 , 计 及 零 初始 值 ， 
UG iE) 下 Fr sR)er "dr 
F f ， | (f. De We i dede. 
进行 道 傅 里 时 变换 ， 


D E MEET Ru "UN sue Ue Bite t gg cene, e ge 


2 sue er deg— 2 did v. ymo 


= —ė 
T 
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ud F (EL flé re P ve wdédr | - edi. 
交换 积分 次 序 

«cn [| reod[ ema Jagar. 
引用 例 :的 积分 公式 计算 [ ] 内 的 积分 ,最 后 结果 是 

ux.t)— HH. FG.) A655 aea. 

(13.1. 
与 $12.4 例 3 用 格林 函数 法 求 得 的 结果 相同 . 

Bia 限定 源 扩 散 .半导体 扩散 工艺 的 硼 , 克 扩散 是 悍 扩 散 ， 
杂质 扩散 深度 远 远 小 于 硅 片 厚 虚 . 研究 癸 质 穿 过 硅 片 的 一 面向 里 
扩散 问题 时 ,完全 可 以 不 管 另 一 曾 的 存在 ,把 硅 片 看 作 无 跟 厚 , 芋 
然 实 际 上 还 不 到 一 毫米 厚 . 这 就 是 说 ,把 硅 片 的 内 部 当 和 作 半 无 界 空 
[B]. 在 限定 源 扩 散 中 , 晨 内 让 碎片 表层 已 有 的 杂质 向 硅 片 内 部 扩 
散 ,但 不 让 新 的 杂质 穿 过 硅 片 表面 进入 硅 片 .这 里 ,所 求解 的 是 半 
无 界 空间 0 中 的 定 解 问题 

Wi— A, 
i 
uj. 93 2—0) — G0), 
EF o, 是 每 单位 面积 硅 片 表层 原 有 的 杂质 总 量 . 

E 没有 杂质 穿 过 硅 片 表面 妈 x |0 =0 是 第 二 类 齐 帝 边界 
条 件 . 读者 已 经 部 悉 , 这 种 边界 条 件 意 球 着 偶 延 拓 , 即 求解 无 界 空 
间 中 的 定 解 问题 


We— a 0 
| d6(r—0) (r0) 
as (x<0). 
XT Wl t8 2e OERLSE UUEE E ul v 2:0,9 (2. 这 样 ,问题 成 为 
u,—a^u,,—0, 
MM 
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3| Ri X13. 1. 2) 式 ;得 到 答案 


-f IG | 1 cT lae 
ukr) = 2 oO (E) 2a Ja m2 


209 2 
2a xt x 
PACA ee 称 为 高 斯 函数 , 它 的 数值 有 表格 可 查 , 参 看 附录 


EINE 
e zo 


-一 一 


图 13-1 描画 了 杂质 浓度 ule, 
DERE HB ES APRI BEL. 曲线 1 对 
应 于 某 个 较 早 时 刻 ,曲线 2.3 依次 
对 应 于 越 来 越 退 的 时 刻 . 杂质 浓度 
趋 于 均匀 的 趋势 很 明显 . 每 根 曲线 
于 的 面积 都 等 于 名 ,这 反映 了 杂质 
总 量 不 变 . HHR h RE R A 
处 的 切线 都 是 水 平 的 , 即 硅 片 表面 
的 浓度 梯度 为 零 , 这 反 瞻 了 没有 新 的 杂质 进入 硅 片 . 

例 5 恒定 表面 浓 康 扩散 . 在 恒定 表面 浓度 扩散 中 ,包围 硅 片 
的 气体 中 舍 有 大 量 杂 质 原 子 , 它 们 源源 不 断 穿 过 硅 片 表面 并 向 夺 
片 内 部 扩散 . 由 于 气体 中 杂 陆 原子 供应 充分 , 奎 片 表面 杂质 浓度 得 
以 保持 某 个 常数 No 这 里 ,所 求解 的 是 半 无 界 空间 0 中 的 定 解 


问题 
wi— au, —0, 
bsc 
të |0 = 0, 


E ”首先 应 把 非 齐 次 边界 条 件 化 为 齐 次 的 .为 此 , 令 
uix — NO MTwG.D, 


就 把 zx 的 定 解 问题 转化 为 w 的 定 解 问题 


|“ xu 


ENT 


图 13-31 


-410e 


t,—a0,,—0, 
demie rt 
w |ou is Na — Ns. 
这 里 是 第 一 类 齐 次 边界 条 件 , 读者 已 经 热 悉 ,这 种 边界 条 件 意 昧 着 
奇 延 本 ,有 即 求解 无 界 空间 中 的 定 解 问题 
wW — a Wn 一口 ， 
| —NyrL0) 
e nA (z0). 
引用 513.1.2) 式 ,得 到 答案 
wiG.D- f N 


— fz-&Y 


4h dé 


1 1 
22 Ja 7 ^7 2a VR 
在 右边 第 一 个 积分 中 令 * 一 (一 外 /2 s t ,de——d£/2a Vt; 
在 右边 第 二 个 积分 中 令 * 一 (一 rz)A2a Y t.dz-—d£/2a x t. F 
是 ， 


No Fi 2s u N, Er 
wlr, t) = f e" dz ye MM. dz 
EN Ne fe Q4 
"E DELE. PE dz. 
Bi T BEP S Tic RH p C. rA 
( ) N, A.p-. 24 
Tr.) =— 7* dz. 


通常 把 -和 f etde MARR ENE erfz, 它 的 数值 有 表格 
VR 
TE SEHR RH, 


x 
wG 2 — Nyer| 2a | + 


所 求 的 解 


ues) = No tw =N] 1 一 er 


2a rijg 
1 一 erfz "| fEScRM ERE error function complement? , i f£ erfcz 

-一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 —— 一 一 一 一 一 一 一 一 
* 411* 


-Nerf 一 | 
uCr.t)— Noer CDa Fl 


图 13-2 措 画 了 杂质 浓度 ulr, 
DEER PAMA. 曲线 1 对 应 于 
AA fe f BEL di ek 2 ECT BG 
时 刻 ,曲线 3 对 应 于 又 迟 一 些 的 时 
刻 . 杂质 浓度 趋 于 均匀 的 趋势 很 明 图 3 
量 . 如 果 扩 散 持续 进行 下 去 ,浓度 分 布 最 终 将 为 常数 N. EHE 
线 所 示 . 

fic 泊 松 公式 . 求解 三 维 无 界 空间 中 的 波动 问题 


4 at ^u —Ü0 
t [C= Fr U, a=). 
解 ” 作 情 里 叶 变 措 , 问 题 变换 为 常 微分 方程 的 初始 值 间 题 
U" kaU 一 0， 
m a=k) U" | 3 0. 
这 个 间 题 的 解 是 
UG AO = 1900 (ce) T wa em em, 
再 进行 道 捕 里 时 变换 ， 


«eso fl [0002 (ei petey 


VN OO 3 d Cen Leite) denas dk, dk; 
1 m ibat — iat Lib * €r—7n) , 
SL QUE +e-i)e dk, dk, dé, lav 
l 
AT 


[jv 


* 412^» 


m xag eter -odk dks d&, lav" 


Tl. J| ve^ 


Ana 


YE iue dat p Het et G—D dE dk; di, lav. 
SIH $5.3 4| 1 结果 ， 


| 356 —ane* -o-r dk, dk, dk; av'. 


ABERE, 
a ry 
ur 1 ir yer r' | - ar)dv* 
i ED lg; spina 
zra | [rer r |—artydv 


由 于 被 积 式 中 出 现 r-r | 一 at) ,对 普 的 积分 只 需 在 球面 585 上 
进行 ,55 以 点 (确切 地 说 , 径 笑 为 7 的 点 ) 为 球 心 而 半径 为 at. 


afer) 1 Far 
«Gi. || Sas tul Gast, (13. 1. 4) 


E 
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式 中 dS' 是 球面 S< 的 面积 元 . 答案 
(13. 1. 4) WE ERA ASI 


三 维 无 界 空间 中 的 波动 ,只 要 知 
道 它 的 初始 状况 ,用 泊 松 公式 可 以 推 VS 
算 它 在 以 后 任 -- 时 肇 的 状况 . 具体 地 p 777r 


W RETA £ EA r 的 wlrst), 应 以 

点 了 为 球 心 ;以 at HERR Sus 

然后 拿 初始 扰动 g(r ) 和 Lr') 按 图 13-3 

《13. 1. 4) 在 球面 $5 上 积分 . 这 是 可 以 理解 的 ;既然 波动 以 速度 a 
fri. UB A r HE ac 的 那些 点 (< 即 S% 上 的 点 ) 的 初始 扰动 怡 好 
在 时 肇 上 传 到 点 r. 

为 明显 起 见 , 设 禄 始 扰动 只 限于 区 域 了 (图 13-3). 取 定 一 点 
nET, RADEBE d RCKESBU D. 当 id/a SLM T. 不 相 
交 , 按 汽 松 公式 ,wtr,t) =0, 这 表示 扰动 的 前 锋 尚 未 到 达 点 r. 当 
d/act« Día, SUI T. Z ur 00 3X XR ESL ELS r. 
MO Da Su AE T T. BR TS PHZ. ur 0 一 0, 这 表示 找 动 
的 阵 尾 已 经 过 去 . 

例 7 推迟 势 .求解 三 维 无 措 空 间 中 的 受 迫 振动 

ta A Ag —f ir, 
| pe 

解 ” 作 人 情 里 叶 变 换 , 问 题 变换 为 非 齐 次 常 微 分 方程 的 初始 值 
问题 

UtkatU Fk) 
PARA 
这 全 问题 的 解 是 (参见 86.4 习题 7 管 案 ) 
UG az Fk) Le — e*t- ]dr. 


然后 对 U O EITE E E. 


203 [Ol f pe pruun n-ti 
ulr) (25) Ii Jaik f Fír; Le e ] 


—ne 


* did- 


e* rdzrd dk, d£, 


^ gra Mi f(r Doy Gay || gr une] 
[git 09A, dk, di dV". 

引用 85.3 例 1 的 结果 ， EMADE RIE, 

uD =E [if fü ous pipl- | 一 ee 一 ry]drdyr。 


再 引用 (5, 3. ames Marice . 


|r—r | drdV' 
a 


ur) = a 


DTE ip t T 


FAC Em rum , 
-yy 下 dv. 


KAA eP 0, MA ERI SUPERO 
则 进行 ,只 需 在 条 件 :一 | 一 P 1/a20 FRH. 换 名 话说 ,对 rr 的 积 
分 只 需 在 球体 7Tx 中 进行 ,此 球 的 球 心 的 径 矢 为 >, 而 半径 为 et. 这 
样 ， 


ukr t) = 


Jr, SL Ly r! |/a) 


iD r'| 


dV'. (13. 1. 5) 


值得 注意 的 是 /的 宗 量 : 换 成 了 £— |r—r' |/a. 这 是 可 以 理解 的 ， 
既然 扰动 以 速度 a 传播 ,从 点 普 出 发 的 扰动 ,如 果 在 时 刻 上 对 点 
产生 影响 ,必然 是 在 时 刻 :一 | 一 ”|/a 上 出 发 的 , 为 了 强调 这 种 时 间 
差异 ,通常 把 Ou ror |/a}) 记 作 [ 门 .于 是 (13.1.5) 义 可 写 
m . 


- 1 [Lf] aw 
urs) az ll Ir-p]9V 3.1.6) 
T, 


ix m HERI. 
füs 柱 面 波 降 维 法 .求解 二 维 无 界 空 间 中 的 波动 问题 
usa A= 0, 
t has plr, y) sth | mo TENER 
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解 ”当然 可 以 像 例 6 那样 用 情 里 叶 变 换 法 求解 .不 过 ,我 们 知 
道 , 所 谓 二 维 空间 即 zy 平面 的 波动 其 实 还 是 三 维 室 间 中 的 波动 ， 
只 是 这 波动 跟 坐 标 z 无 关 而 已 . 这 样 说 来 ,二 维 无 界 空间 中 的 波动 
问题 的 解 也 由 消 松 公式 (13.1. 40 6 1B. 但 既然 问题 跟 坐 标 = 无 关 ， 
当然 不 希望 江 松 公式 中 出 现 z. 三 维 波动 的 泊 松 公式 ,消除 了 坐标 
z; 就 成 为 二 维 波 动 的 公式 ,这 叫 作 隆 维 法 . 


«l 


图 13-4 
ATEA, Sk SL EBUBUT BIZ x3mmE-x- 
上 的 积分 . 参看 图 13-4, E25* 上 的 面积 元 S 


Jag E 


at 


do! —dS'cos8 —d.5" 


v att! — (x! — x Y! — Gy! —yY ， 
ai 


—ds' 


Bp 
at 
Jee E ar S F 
又 ,球面 8% 的 上 下 两 半 都 投影 于 同一 圆 ,所 以 
at 
V aff — (x! x) — (y yy 


df’ — de 


2d.5" = Zda" 
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于 是 , 泊 松 公式 在 二 维 问题 中 成 为 
i 8 Fa 家 (y) dz' dy 
Braa M Vai (re — xy QU 


1 gG' y) " 
+ $xa 由 dr'dy'. 
I 


u(r yt) = 


4 at — (x — x) (yy) 


(13. 1. 7) 

注意 二 维 波 动 有 所 谓 后 效 . 把 图 13-3 当 作 二 维 的 图 来 看 ,只 

XE tda IP RT, 总 有 重合 部 分 ,积分 值 一 般 不 等 于 零 , 故 在 

《zyy) 点 总 有 扰动 . HAH £0 oo B] ou 才 趋 于 零 Lat 出 现在 

(13. 1. 7) 的 分 母 中 ]. 把 二 维 波 动 看 作 是 某 种 三 维 波动 的 横 痢 面 就 
不 难 理解 这 种 后 效 . 


3 HH 


1. aR ROGER I eR EX EB HR e EA. C: C= 一 RR : 工 的 情况 最 全 : 
CRR: 工 的 情况 有 什么 不 同 ? 

2. 研究 半 无 限 长 细 杆 导热 问题 . 杆 端 + 一 0 温度 保持 为 零 . 初始 湿度 分 
布 为 Kte —1). : 

3. EEIT FOR z= 二 0 有 谐 变 热流 Bsineu 进入 , 求 长 时 间 以 后 的 杆 上 
温度 分 布 nr. 

4 应 用 泊 松 公式 计算 下 述 定 解 间 题 的 解 . ze 一 aiax 一 0, 初 始 速度 为 零 ， 
初始 位 移 在 车 个 单位 球 内 为 1, 在 球 外 为 零 . 

5. 应 用 泊 松 公式 计算 下 述 定 解 问题 的 解 . wx 一 a*Au=0, 初 始 速 麻 为 等， 
韧 始 位 移 在 球 r =r ARH Acos {nr/2ro) ,在 球 外 为 零 . 

6. 二 维 波动 ,初始 速度 为 零 ,初始 位 秽 在 加 p= 以 内 为 1, 在 图 锥 为 零 . 
HOR u |p=o: 

7. GR E — ELI ERA PREE ua An — 0, lany). 

8. d 6 研究 三 维 无 界 空间 中 的 自由 握 动 是 从 初始 他 一 0 状况 推算 以 后 
GSMA. 试 量 新 求解 销 6, 从 初始 状况 反 推 以 前 性 拓 的 的 状况 ， 

9. 求解 一 维 半 无界 空间 的 输 运 问题 e — nm Oru (aao = AE u hee =. 

10， 在 -- 维 半 无 界 室 阿 中 求解 ea i — ula FO yu [ov gX« x3. 
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ll. TE— MESE JC ARM e—a tam 0 ul req Gu] s 0. 

12. fj Br — EDO x epp xin si de AS G — OREA AA 
GO 的 状况 - 试 重新 求解 例 7: 从 初始 (一 中 状况 反 挫 以 前 (<02? 的 状况 . 

13， 试用 隆 维 法 由 泊 松 公式 (13.1.4}) 推 出 一 纵波 动 的 达 关 贝尔 公式 
(7. 4. 72. 


$13.2 拉 普 拉 斯 变换 法 


拉 普 拉 斯 变换 方法 适 于 求解 初 值 问 题 , 不 管 方程 及 边界 条 件 
是 否 为 齐 次 的 . 
例 1 求解 硅 片 的 恒定 表面 浓度 扩散 问题 , 把 硅 片 的 厚度 当 
作 无 限 大 ,这 是 半 无 界 空间 的 定 解 问题 
u,—auw.-—0 (r0), 
| en. 
ul.-—0. 
解 ” 对 泛 定 方程 和 边界 条 件 施 行 拉 普 拉 斯 变换 ,至 于 初始 条 
件 则 通过 导数 定理 (6. 2. 12) 而 考虑 到 . 变换 的 结果 是 
pu—au,—0 (7-0, 
NP 
P 
AP u Æ r HKH p 则 作为 参数 而 进入 ww, 即 w= 一 Cr;p) 
这 个 常 微分 方程 的 通 解 是 
u(r;p)— Ae ?Ber "", 


考虑 到 limz 不 应 为 无 限 大 ,积分 常数 忆 定 为 零 . 又 ,利用 边界 条 件 
定 出 积分 常数 AN $. 于 是 ， 


u(zip)-—N, Le. 


进行 反 演 . 由 附录 二 的 公式 18 ,得 
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E 
us — Noerfe| ja | . 


HE $ 13.1 例 5, 可 对 照 . 
例 2 求解 无 界 纺 的 振动 

Ha — A tr 7-0, 

p tti lee = pl c 
解 ” 对 汉 定 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 ,初始 条 件 通 过 二 阶 导 数 

定理 (6. 2. 12) 而 考虑 到 . 变换 的 结果 是 
fu—pg—d-—au.,—0. 

这 个 非 齐 次 常 微分 方程 的 通 解 是 
hr; p) Aer Be dann | e e [AO 


+ pp(é) a8. T ern | T Dec 十 pp(e)]de. 
考虑 到 limz 不 应 为 无 限 大 ,积分 芝 数 A 定 为 零 ;limz 也 不 应 为 无 
限 大 ,积分 常数 如 也 定 为 零 . 为 了 保证 积分 鸡 伍 ,第 一 个 积分 的 下 
MRA, BARA 09 FRIR 20, 这 样 ， 
te d + pot) ae 


ET i-—d 


2a 
1 e Po 
tz ge 4 ppcéy dé 
pe 5 (一 此 ?ra 
- [Af e pEdE + al. NN 3 —9(4t] 
p — xa 
[af E rnt 
z P on 
+ 去 | 一 一 pede]. 


A—TLJE$—TIL "M PORET OD ,并 且 多 一 个 因子 
因此, 先 对 第 一 个 [ 进行 反 演 ,得 到 原 函 数 之 后 ,把 多 改 为 ?并 
对 + 求 导 就 得 第 二 个 [ J 的 原 函 数 . 


运用 延迟 定理 于 性 -H), 
= 419- 


eco H í-Ezz] u n (E— x-Fat), 
pp | | 2] lo (ez 十 ez) 
于 是 ， 
1 ao p P — xa nu 1 Tat 
zl > ecode =A [7 peat. 
E. 


1 z p fifa 1 z 
al p rodi f «oa. 


—wua 


这 样 , 完 成 反 演 


l ar e 1 at e d ] 
«cod. [7 sese 2 [1 f «cene 


=+ LL MEAE eG at 十 zat) . 
这 就 是 达 间 贝尔 公式 57.4. 7). 
例 3 求解 无 限 长 传输 线 上 的 电报 方程 
RGU + CEGTRCUTECU -U,,— 0, 
{0 oo ee 
解 $5 7.3 KERE, CE ES RE 
U(G,D-—e E uu, 


定 解 问题 转化 为 
i —a?!u,,-—u-—D0, 
u ls —q(ir) (UH, liom dr , 
其 中 
“一 产 „b= T (LG— RCM! Xx) —G)., 
9G) WG) ETE SU. 


AGGER ExESECEDR EE MEE E IEEE E 
(6. 2. 12) 而 考虑 到 - 变换 的 结果 是 
f^u—p9—d—a'u,,—b5u—Q0. 
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这 个 非 齐 次 常 微分 方程 的 通 解 是 
^p? — BÀ ja 二 Be™* Np! —8! jg 


u(xip)- Ae? 
] fee. ye 
^ 2a f yy DC) ye 
I Mery e Vt 
n] yup Gee ME. 


考虑 到 limg 不 应 为 无 限 大 ,积分 常数 4 GE ORE lim UR REL 
限 大 ,积分 常数 号 也 定 为 零 .为 了 保证 积分 收 伍 ,第 一 个 积分 的 下 
限 取 为 co ,第 二 个 积分 的 下 限 取 为 一 co. 这 样 ， 


i " £u pa 
ul(z;p)= nl. — TOES C£) Jd 
Lp e Vr- 
t» _ Vx DAD pp yg 
ETa VAR a 0000 E—8 AE 
— 1 i-i p-b 1 T^ e“ Fiti 
E f ep Pg u Ap Od 
f£—z 2.a 
1 [*e- 2 Vt 
+a | zay Od 


1 {7 e- 5f Vs 
^21] UE On 
第 二 个 [ ] 照 第 一 个 [ HER PORET (XD ,并 且 才 一 个 因子 
p. 因此 , 先 对 第 一 个 [ ] 进 行 摊 演 ,得 到 原 函 数 之 后 ,把 多 改 为 ?并 
对 z 求 导 就 得 第 二 个 [ ] 的 原 函 数 . 
由 附录 二 的 公式 30， 


x ?pt — 
eo t up E / GP afe E] 
VPE a? a 


TÉ. 
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二 4f 各 A Ce | code. 
RN RE 


“(aD =E JN | Ear pede 


a, [过 Jar a EF Jaat] 


ta lza loa 
-4 f7 n| are Ey ydé 


4 La +glxr—atr)] 
bt Ea: 1 i b j 
2 Jin at! (aE ? 


edt. 


习 HB 


1. 求解 一 维 无 界 空间 中 的 扩散 问题 即 ui au — 0 uiro qr. 

2. JKSERE Hr EPLEL S EC" Bic or hr. 把 碎片 的 厚度 当 作 无 限 大 ,这 是 半 无 界 
空间 的 定 解 问题 a aua =O pt laco Ou leo 8 CE — 00. [本 题 即 $13.1 
例 +, 可 对 照 . ] 

3. 求解 一 维 无 界 空间 的 有 效 输 运 问 题 u at — Fore 0. DR 
ERBI 8 13. VES [ERE ] 

4. 求 解 一 维 半 无 界 空间 的 输 运 问题 e—a t 0 L2, 70,38 PI AR PEE 
ule = f. [本题 为 813. 1 习题 10 的 一 部 分 ,可 对 照 . ] 

5. RA RET Led POENI MOTEL I CELL 
Cr). 
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第 十 四 章 保 角 变换 法 


$ 1.5 研 究 过 用 解析 函数 描写 平面 标量 场 的 问题 . 不 过 ,在 那 
里 只 是 先 任意 提出 一 个 解析 函数 ,然后 阑 明 它 描 写 什 么 样 的 平面 
标量 场 , 或 者 说 , 它 是 什么 样 的 平面 标量 场 的 复 势 . 但 实际 上 ,更 重 
要 的 问题 却 是 根据 给 定 的 边界 条 件 求 出 平面 标量 场 的 复 势 . 这 当 
然 可 以 考虑 用 分 离 变 数 法 或 利用 解 的 积分 公式 来 解决 . 但 是 ,如 果 
边界 的 形状 比较 复杂 ,分 离 变 数 法 或 积分 公式 用 起 来 都 有 困难 . 本 
章 提供 一 种 化 难为 易 的 办 法 ,把 边界 形状 比较 复杂 的 平面 标量 场 
转化 为 边界 形状 比较 简单 的 平面 标量 场 再 去 求解 . 


3141 保 角 变换 的 基本 性 质 


用 适当 的 变换 
=g lz), z—zD (14.1. 1) 
即 
eé—£G. y), 工 一 工 (二 7) 
9y—79G.), ly=y(é,7) 
可 以 将 复杂 的 边界 变 成 较 简 单 的 边界 . 但 是 ,还 得 研究 一 下 经 过 这 
样 的 变换 ,描述 平面 标量 场 的 拉 普 拉 斯 方程 变 成 什么 样子 . 事实 
上 ,经 过 变换 (14.1.1), 拉 普 拉 斯 方程 
A. d-ou,—0 (14.1. 3) 


(14. 1. 2) 


化 成 
Eiti uet 2€8,9, - 8,2 us H OE Dt, 
T GL TEE Due O3, = 0. 4. 1. 4) 
如 果 新 的 自 变数 “上 在 所 研究 的 区 域 上 是 = 的 解析 函数 , 则 根据 
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《1. 3. 124 (1. 3.22, (1. 3. 3). (1. 4. 0, (3. 4. 2 fff CT. 4. 2, 

&-Fei-— IP GO, PHS Ivo. 

EP HE —0,£,, HE —0,2,, 4-7, —0, 
而 (14.1.4) 就 威 为 

|£ C22 |? Cu F tig) —0 C14. 1. 5) 
EGG PDENACOL T II ERU MEM CPLIU Ep 
基 个 区 域 上 的 调和 函数 经 过 伐 换 人 14. 上 17? 即 Cl14-.1. 2 之 后 成 为 二 
平面 相应 区 域 上 的 调和 函数 . 

这 个 办 法 也 可 用 来 求解 二 维 泊 松 方程 

tr uw— f Guy) C14. 1. 6) 
的 边 值 问题 . FEE, AR IS EE ET EGO IBS NER OA. 1.1) F HB 
53r BELA. 1. 6) 变 为 

1 


uet um Te Leen) yen}. C14. 1. 7 


PRERE ER, HER GS SURE ITA Hi se UE. BI EE BED 
变 为 1/15 GO |f]. 注意 这 个 倍数 一 般 说 来 不 是 常数 而 是 逐 点 而 
8. 

MERRE FERRAN £— GO E BEC 
的 基本 性 质 . 


= 平面 PUES 4 
T 2 | 
z AT 
out Evi 
-— si 
-7 uL 24 Pet 
4 m Ut 
Ps E 
Es 
图 14-1 


在 z 平面 上 每 给 定 一 点 ,平面 必 有 一 点 ?一 t(z) 跟 它 相 对 
应 .这样 ,在 x 平面 上 每 给 定 一 根 曲线 ,ft 平面 必 有 一 根 对 应 的 得 
线 ( 图 14-1). 在 相应 的 两 曲线 上 各 截取 相应 的 一 小 段 (z,x 十 Az) 和 
G .E-CAD SOUS 
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lim &* =Ë —lim P (4.1.8) 
pese 


由 此 可 见 , 解 本 函数 的 导数 具有 如 下 于 何 意义 : 它 的 模 代 表 的 是 ， 
经 过 该 解析 函数 所 表示 的 变换 ,无穷小 线段 元 dz 变 为 上 平面 上 的 
无 穷 小 线段 元 此 ,其 长 度 伸缩 比 人 (或 称 放大 率 ); 导 数 的 辐 角 则 代 
3& dt 相对 于 dz 道 时 针 方 向 转 过 的 角度 . 

由 于 此 /dz 的 值 与 Az 一 0 的 方式 无 关 , 因 此 ,如 果 在 zz 平面 上 
有 两 根 曲线 相交 于 点 xz; 则 在 平面 上 也 有 相应 的 两 根 曲线 相交 
于 相应 的 点 .从 xz 平面 天 5 平面 ;两 曲线 都 是 逆 时 针 方 向 旋转 
argi’ Cz) ,所 以 两 曲线 交角 不 变 . 因此 ,解析 函数 =58(z) 所 表征 的 
代 换 叫 作 保 角 变换 ,或 保 角 映 象 . 

在 如 (zx) 一 0 的 点 ,argt (z) 失 去 意义 ,也 就 谈 不 上 交 戎 不 变 . 

WR y 是 = "的 解析 画 数 , 则 两 曲线 的 变 角 大 小 也 保持 不 变 , 但 由 于 "是 
xz 对 工 轴 的 反映 ,交角 的 方向 反 转 , 顺 时 针 变 为 闭 时 针 , 首 时针 变 为 硕 时 针 . 
通常 把 这 类 变换 称 为 第 二 类 保 角 灾 换 . 

设 在 x 平面 上 有 闭 曲线 i, 在 保 角 变换 下 , 闭 曲 线 i 变 为 £ 平 
Ti E B PIT BR ZR A. 在 这 两 个 闭 曲 线 上 沿 着 相应 的 方向 前 进 , 则 左 侧 
的 区 域 B 对 应 于 左 侧 的 区 域 8, 右 侧 的 区 域 C 对 应 于 石 侧 的 区 域 
站, 如 图 14-2. 


第 二 种 情商 


图 14-2 
利用 辐 角 原理 ($2.4) 还 可 以 证 明 , 如 果 t(z) 是 区 域 B 上 的 
解析 函数 , 则 发 生 图 14-2 的 第 一 种 情况 , 即 2 的 内 域 B 变 为 4 的 内 
域 8,1 的 外 域 C EH AAR yM EO RR B ERRAR. 
TH SEBR X — T SEL IS) — PAR i8 s RULES AERE 14-209 38 — Pii S RE / 
的 内 域 B 变 为 4 的 和 外域 8,! 的 外 域 C 变 为 4 的 内 域 X. 其实, 只 要 
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在 区 域 B 内 任 取 一 点 x, 按照 8 一 $(z) 算 出 相应 的 点 5, 就 可 判断 
究竟 发 生 第 一 种 情况 还 是 第 二 种 情况 ， 

可 以 证 明 , 任意 一 个 单 通 区 域 几 可 通过 某 个 保 角 变换 变 为 奴 
一 个 任意 给 定 的 单 通 区 域 ,这 叫 作 效 受 定理 , 不 过 ,对 我 们 说 来 ,更 
重要 的 是 ,在 各 个 具体 问题 中 找到 适当 的 保 角 变换 , 下 一 节 将 介绍 
pA NU EE R. 


$14.2 某 些 常用 的 保 角 变换 


(一 ) 线性 变换 
线性 函数 
tGo-—az-b (a 和 5 是 复 常 数 ) (14. 2. 1) 
的 导数 
t'{z)—a 

是 常数 . 这 是 说 ,长 度 放 大 率 是 常数 ,图 形 的 各 个 部 分 按 同样 比例 
故 太 因而 形状 不 变 . 

事实 上 ， 


E(z)—az-Fb—a 
这 可 以 分 解 为 


2x1 = ja |e" 
a 


< 十 过 | ， 
a 


b ; 
zz 十 一 ťing me g] 外 一 la |25- 


从 = 平面 到 z 3E pa . HE DEBITI OI EE ELTE ACBOSE ICT MEE 
b/a; h z! 平 面 到 zs 平面 ,图 象 绕 原 点 旋转 arga; 从 zs 平 面 到 8 平 
面 ,图 象 放大 到 |a| 倍 .形状 确实 保持 不 变 , 或 者 说 ,线性 变换 只 是 
把 图 象 变 为 它 的 相似 形 - 

既然 图 象 在 线性 变换 下 保持 形状 不 变 , 那 么 线性 变换 如 果 单 
独 使 用 ,对 于 研究 平面 场 并 无 帮助 . 但 线性 变换 中 其 他 保 角 变换 联 
合 使 用 可 能 还 是 有 作用 的 (参看 例 2). 
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{二 ) FARRE 
TE p 
Fe) =a (14. 2. 2) 
的 导数 
如 《一 me 
在 原点 ,导数 只 (0) 一 0, 交 角 并 不 保持 不 变 , 事实 上 ， 
arg 一 arg Cz") =nartgz, 
这 是 说 ,在 原点 的 交角 放大 为 = 倍 . 在 原点 以 外 任 一 有 限 远 点 , 交 
ARRETE. 
根 式 
COL (14. 2. 3) 


J& C14. 2. 20 B] 3E E B E D B3) e f REO 17m PN 
f. 


81 一 个 甚大 金属 导体 , 控 去 一 个 二 面 
角 , 角 的 大 小 为 60"( 图 14-3), 让 导体 充电 到 电势 
Vo, 斌 求 二 面 角 内 电场 中 的 电势 分 布 . 
E ”把 导体 看 作 无 限 长 ,只 须 研究 一 个 机 
截面 ,把 这 横 截面 叫 作 zz 平面 .在 < 平面 上 ,二 面 图 14-3 
角 表 现 为 顶 角 n / 365 fti (9 14-4). 


EY iir 
=R 
e 
Yo 导 | 体 Y. g 


图 14-4 
把 项 角 放 大 到 三 倍 则 成 为 ,而 预 角 为 的 角 域 即 半 平 面 , 问 
BUS AE E. 
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由 此 可 见 , 应 作 变 换 ?= 二 wi. 在 5 平面 ,下 半 平 面 是 导体 ,上 半 

平面 是 空间 . 在 上 半 平 面 的 电势 分 布 易 于 解 出 为 
u= tE 

常数 C 取决 于 导体 表面 的 电荷 面 密度 . 回 到 x 平面 ELIT 
热 分 布 是 

u—=Vot C=V iIm=VY+Cme =V, +E yyh 

例 2 研究 平底 水 槽 中 的 水 的 流动 , 档 诡 有 一 竖立 的 薄片 阻 
挡 水 流 ( 图 14-5a). 


su V 


图 14-5c 图 14-5 d 
E ”这 个 问题 的 困难 来 自 梭 底 的 薄片 , 它 的 特征 是 两 边 各 有 
一 个 直角 . 作 变 换 
直角 加 倍 成 为 平角 ( 即 x) ,如 图 14-5b. 整个 水 槽 底 吉 上 竖立 的 功 
片 变 为 = 平面 的 实 轴 上 从 一 如 经 原点 向 十 co 去 的 割 线 两 岸 , 这 样 ， 
问题 就 容易 得 多 - 
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zi 平面 的 割 线 螨 点 不 在 原点 ,这 不 大 方便 . 作 变 换 
z: =z +h", 
38] £998 e EP ELI ei CET 4- 50). 
i £x VA Hé n] Vo: e ftr 2 的 两 根 直 线 . VERE ER 
t- s, 
3 8 EOS 1/248. 5 FP. x XXE UR PHRA ECE TRES) Sch CERT 
14-5d). 
5 平面 上 的 速度 势 w 显然 是 
u=Cf= Re (CE) E 
回 到 原来 的 自 变 数 ， 
u-—Re(C 4 z, )  Re(C vz)h = Rel SAHR 
—Re(QC Gi — y! Eh!) Fizy) 
s ( 8 y*--h*) 4- { 3 2ER Y Arty? 
efe LI: 


至 于 在 省 点 的 流速 "= vu 不 难 从 ww 算出 ,但 这 计算 较 繁 , 利 
HERES wo) 二 C Yz? 十 如 来 计算 可 能 方便 些 ,这 是 因为 对 应 于 流 
XE db v 的 复数 是 


A i SEL RLG) -(&c EYE) 


u Cz | ” Cz' 
"rm LE AU 


既 已 求 得 流速 ,运用 流体 力学 中 的 伯 努 利 原理 还 可 以 计算 压强 p. 
为 了 痔 明 常 数 C 的 意义 ,考察 远离 竖立 的 薄片 的 地 方 和 的 流速 

v. 对 应 于 + 的 复数 是 

lim— lim C =C 

cert YA: 9 Fh yE 
这 是 说 ,流速 的 分 最 mw 和 > 分 量 zw 分 别 是 

v=, 号 一 (0. 
这 样 ,远离 竖立 的 薄片 的 地 方 , 水 是 平行 于 槽 底 而 流动 的 ,流速 就 
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EC. 

(=) 指数 函数 和 对 数 葬 数 

指数 函数 

EGO —et—ee", (14. 2. 4) 

REH, 6| =e, Argt— y. 这 样 ,z 平面 上 平行 于 实 轴 的 直线 “y 一 
常数 " 变 为 上 平面 上 的 "Are 一 常数 ”, 即 通过 原点 的 射线 , z 平面 
上 平行 于 虚 轴 的 直线 “z 一 常数 ” 变 为 5 平面 上 的 “18 | 二 常数 ”, 即 
以 原点 为 圆心 的 圆 . 

指数 函数 (14. 2. 4) 具 有 纯 虚 数 周期 i2x,z 平面 上 相同 而 y 
相差 27 的 整 倍数 的 那些 点 变 为 平面 上 同一 点 .xz 平面 土 任何 一 
个 平行 于 实 轴 而 宽度 为 2r 的 带 域 变 为 5 的 全 平面 , 带 域 上 的 直角 
坐标 网 变 为 了 平面 上 的 极 坐 标 网 . 

PE 08 Ed 

f£G) —Inz —In( [z |e^'*) —In | z | FiArgz C14. 2. 52 
f (14. 2. OHH. C14. 2.5) 亦 即 Ret—In[z |, Imt = Argz.3X 
样 ,= E T E ULIS PELIS I Ee | 一 常数 ” 变 为 8 平面 上 的 “Re 
一 常数 ”, 即 平行 于 虚 轴 的 直线 . z 平面 上 通过 原点 的 射线 “Argz 一 
常数 ? 蛮 为 上 平面 上 的 “Im 一 常数 ”, 即 平行 于 实 轴 的 直线 . x 平面 
上 药 极 坐标 网 变 为 上 平面 上 的 直 和 角 坐 标 网 . 点 z 的 辐 和 角 Arge 可 以 
m3 2« 的 任意 整数 倍数 ,所 以 是 z 的 多 值 函 数 . 沿 z 平面 的 正 
实 轴 作 割 线 , 把 Argz 限制 在 0 与 2r 之 间 , 就 是 说 , 取 8 的 主 值 , 则 x 
的 全 平面 变 为 5 平面 上 0 所 Imt 气 27 的 带 域 . 

例 3 两 个 同 轴 圆 柱 构成 柱 形 电 容器 ,内 外 圆柱 的 半径 分 别 
是 RA R. 计算 每 单位 长 度 贺 柱 电 容器 的 电容 量 . 

解 ” 圆 柱 电容 器 的 横 截面 见 图 14-6a. 等 势 线 和 电力 线 构成 极 
坐标 网 . 这 提示 我 们 采用 对 数 变 换 8 二 lnz 一 ln|x| 十 iArgz, 对 数 函 
数 是 多 值 函 数 , 它 把 内 图 柱 变 为 直线 E= nR HEES? 
的 一 段 ; 它 把 外 圆柱 变 为 直线 一 InR;, 其 主 什 也 是 0 所 7<27 的 一 
R. 这 样 ,圆柱 形 电容 器 变 为 平板 电容 器 ,两 极 板 的 宽度 为 2x, 相 下 
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InR; —InR,—lnCR;/ R)) , 8n El 14-6b. 


toTg FB 1:4 tT 


d 


I—E-ER OE T3) 44.1713 


一 上 全 


14-6a 图 14-6b 

用 国际 单位 制 , 平 板 电 容器 的 电容 量 为 ee4/a ,其 中 4 是 极 板 
的 面积 .5 如 用 高 斯 单位 制 , 则 电容 量 为 A/ 4d. ) 以 单位 长 典 计 
算 , 极 板 的 面积 A — 2x X 1— 2x, HR EE 
SA &2x 
d ln(R,/R,Y 
jX 40,8 Ee 8g E Gr KC E DL EE HB RE D FRE Rl. 

附 ( 辐 轴线 的 电感 ; 把 同 轴 画 柱 作 为 同 轴 传 输 线 使 用 , 它 不 仅 具 有 上 面 
算出 的 电容 ;而且 还 有 电感 . 这 里 计算 每 单位 长 度 的 电感 工 . 

作为 同 轴 线 使 用 ,电流 方向 垂直 于 图 14-4 的 图 面 , 设 内 较 柱 上 的 电 访 了 
向 让 ,外 加 柱 上 的 电流 了 帘 内 .图 14-5 的 同心 轩 就 是 磁力 钱 { 方 向 为 递 时针 
的 ). 在 这 些 问心 国之 中 取 半 径 为 的 作为 代表 . 运用 电磁 学 的 安培 回路 定 
律 ， 


C= 


H2szp—I, 
—4 1 
=p 
磁感应 强度 
sd 1 
2n p 
FEMKE ARP PHBERE 2n 18] C eu E 
Ry pol fRe 1 pd, R, 


p= " Bde z, 方 de 一 24^ Re 


B—uH 
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于 是 ,每 单位 长 度 的 电感 


29 su E 
L= T =n” RU 


$7. LEE HB FL F6 fl SE IZ HL RFECT.. 14) Fr HLCA. 
这 里 就 是 一 个 例证 ,因为 对 于 同 轴 传输 线 来 说 ， 


d. H In(R;/R;? 1 
LC  (Qu/2x)n(QR/R:) — Ex fin 
- 19,36710 L gx Jotta (3x 10m/)! = Oti". 
(四 ) E ii 
变换 
R? 
=> CR 为 实 常 数 ) (14. 2. 6) 
称 为 反 演 变换 . 采用 指数 式 = 一 esf , 则 
2 
be €14. 2.7) 
这 可 以 分 解 为 前 后 相继 的 两 变换 
s met -£| , (14. 2. 8) 
=z. (14. 2. 9) 
» 
| fmm 
"a 
Jd 
Vd 
~ 
=fr 
图 14-7 


变换 (14. 2. 8) 将 z TIED z. (图 14-7) 中 zz 与 z 辐 角 相 同 ,这 是 说 ， 
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两 者 位 于 从 原点 出 发 的 间 一 条 射线 上 ;zx 与 z 的 模 之 积 
MEN LER. (14. 2. 10) 
这 是 说 ,> 与 = 之 中 ,一 个 在 圆 |z| —R 的 内 部 , 另 一 在 此 图 外 部 . 
变换 514.2.9) 又 将 = 蛮 为 上 而 “与 zx: 相对 于 实 轴 对 称 . 这样 , 反 
i8 C14. 2. 6KM Le | =R 的 内 部 蛮 为 外 部 ,而 外 部 则 变 为 内 部 . 
反 演 变换 在 全 平面 包括 无 限 远 点 在 内 都 是 保 角 的 ,该 者 不 生 


自行 证 明 . 
Ch) 分 式 线 性 变换 
变换 
p= Cad—be#0) (44. 2.11) 


的 分 子 分 母 都 是 线性 的 ,因而 称 为 分 式 线性 变换 . 条 件 ad —5c250 
十 分 必要 ,否则 a/c=b/d, M £—(az-J-5D/CGz-- d) —a/c—b/d 是 
常数 ,于 是 = 平面 上 所 有 的 点 都 变 为 同一 点 + 二 ayc ,这样 的 变换 没 
有 意义 . 

RAUL 2. 6) 是 分 式 线性 变换 (14. 2. 11) 的 特例 ,其 中 a 二 0， 
d=0,b/ c= ZAR. 

变换 (14, 2. 1D HT H8 

a ,b—ad/c a —ad) /c 
$= € 十 E Te E d 
这 是 说 , 它 可 以 分 解 成 相继 的 三 个 变换 
— P] 
上 面 已 经 说 明 ,线性 变换 及 反 演 变换 都 是 在 全 平面 上 保 角 的 变换 ， 
因而 分 式 线 性 变换 亦 是 在 包括 ce 在 内 的 全 平面 上 保 稻 的 变换 . 

分 式 线 任 变换 的 重要 特点 是 贺 保 持 为 圆 (直线 作为 圆 的 特例 
TD. 变换 z1 一 z 十 d/c A ES tal 都 是 整体 的 平移 , 圆 保持 为 
圆 是 不 成 问题 的 . 需要 证 明 的 是 变换 z.— z (常数 了 即 上 面 的 
Gc— ad) / c? ME WU Re AA SI. 设 有 任意 给 定 的 图 
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ACri y12 43-2B8x,7-2C€y, 4-D—0, 
[4E 7 B/A, —C/ A) ,半径 是 V BICI AD/ A. 用 复 变数 z 
=n tiy XT BER 776 n]'5S 

Aziz, T (GBd-iCOx! + CB —1C)z-D—0, 


id B+iC 为 EE, 则 . 
Aziz; 十 五 " n +Ezr + DD=0. 
作 变 换 (14. 2. 6), 
A LE+E"L+E £ +D=0, 
Rp 


Dez; TLES Je GE! fx HAI 一 0 

与 变换 前 的 方程 类 型 相同 ,因而 仍然 是 图. RERA., 
可 看 出 这 个 加 的 圆心 在 (一 Re(E' 门 7 一 Im D/D) ,半径 是 
IF| v TET — AD/D. 

Ar SX ERLTETIE BRODUBE [HB Re 2 [RT ,而 且 对 于 四 的 对 称 点 保持 
为 对 称 点 . 

所 谓 对 于 圆 的 对 称 点 可 参看 图 14-8. „7n 
已 给 圆 C ,半径 为 RR. 有 两 点 4 ABE, Ha / N 
线 通 过 圆 忆 的 圆心 口 , 而 且 O4 OB = 
RW AH B PS EXER EXE A C 为 . 
对 称 点 , 该 者 想必 还 记得 $12.27] 8 
像 法 . 点 电荷 和 它 的 电 像 两 者 的 位 置 
正 是 互 为 对 称 点 . 对 称 点 的 一 个 特例 - 
是 圆心 和 无限 远 点 . 

X PRA A A B EE D. EIL C 的 圆心 O VEBI D (54 
A OTT 是 切 点 . 从 几何 学 知道 DT 二 VOA OB— VR 一 R, 可 见 
了 正好 在 圆 C 8398] E.BD T EB C 和 DD 的 交点 .OT REA D 
的 切线 ,又 是 图 C 的 半径 ,这 说 明 圆 C RU [I D EXA. 因此 ,对 
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T LC 的 对 称 点 也 可 定义 为 ;过 对 称 点 的 酝 一 圆 也 ERI C 正 
x. 

现在 来 证 明 对 称 点 保持 为 对 称 点 . 事实 上 ,在 分 式 线性 变换 
下 ,= 平面 上 的 圆 C 和 厂 : 点 4 和 吾 (图 14-8) 分 别 变 为 上 平面 上 的 
CH D', 5 A 和 B'. 由 于 变换 的 保 角 性 质 , 圆 C' 和 D EZ. 这 
是 说 ,通过 AURI B' AEA D HEEL C' 正 交 , 即 AURI 8' 对 于 图 
C' 为 对 称 点 . 

掌握 “对 称 点 保持 为 对 称 点 "这 个 性 质 ,有 助 于 寻找 适当 的 分 
AREH. 

例 4 有 一 其 大 接地 导体 平面 , 另 有 一 其 长 导线 平行 于 导体 
平面 ,相距 为 a. 如 导线 均匀 带电 ,每 单位 长 电量 为 Q. 求 此 电场 中 
的 电势 . 

E KREE. 从 横 被 面 看 ,接地 平面 成 为 实 轴 , 导 线 则 成 为 
虚 轴 上 的 点 ie (14-9. 设想 把 实 轴 变 为 圆 ,点 ie 变 为 该 圆 的 加 
心 ,问题 就 容易 解 得 多 . 


p 
| 
Qr 
|- 
Li x 


图 14-9 


在 x 平面 上 ,电势 w 满足 
eis 2 8(y —a)8(2), 


ar' ay 
u | -9 一 0. 
这 个 定 解 问题 可 用 电 像 法 求解 ,并 不 复杂 ,但 这 里 用 保 角 变换 法 求 
解 , 以 便 相互 印证 . 
设想 把 x 平面 的 实 轴 变 为 上 平面 的 图 |5| 一 R, 而 zz 平面 的 点 
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= 一 过 3E Jg £ ^F ii G 5 一 0, 癌 题 就 容易 解 得 多 . 现在 来 寻找 合 
乎 要 求 的 分 式 线性 变换 . 
43 ER TERE d CT4. 6. 112 B[ pA PEE INL 
一 -— 
RREME ba. 这 三 个 参数 . 
首先 ,= 一 ia 变 为 5 二 0, 由 此 知 a 二 ja. 
其 次 ,= 一 ia 相对 于 实 轴 的 对 称 点 ( 即 < 二 一 ia) 应 该 变 为 t 一 0 
相对 于 圆 | 上 | — R 的 对 称 点 ( 即 £— 905 ,由 此 可 知 8— ia. 
我 们 的 设想 已 经 实现 ,因而 不 妨 随意 地 置 人 一 1. 这 样 ， 
t= Fie 
PAA SR 的 半径 REE RKERRACEH : 平面 的 实 
轴 > 一 0 变 来 ,我 们 以 y=0 代 入 了 的 表达 式 并 计算 + 的 模 ， 
e-a et L, 
Es — Jai 
AXXTÉ.R—1. = 平面 的 实 轴 变 成 了 “ 平面 的 单位 圆 | 上 | 一 1. 
蛮 换 后 , 定 解 问题 成 为 


au ou Q 
PA d (pop, 
ug 0. 


它 代表 这 样 一 个 物理 问题 :一 个 半径 等 于 1 的 空心 圆柱 ,其 轴线 上 
有 一 均匀 带电 的 导线 . 柱 肉 电势 易 知 为 


-Qp t- 2 -.Q. 
u= Sec ln "in zre, PPS Ine," |£J. 
HESA) 
L z—ia Q | x*d-y—iaY 
e 2AE, perum Arg, t (yia 


fs 两 个 平行 沿 柱 ,半径 分 别 是 RA R;, 柱 轴 相 距 L(>R， 
HR). 试 求 每 单位 长 度 的 电容 量 . 
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ME BREEK AHX Y [eir DTE, e up 81 A 3 8 ARE D [8] 
题 . 
取 模 截面 - 从 横 截 面 看 ,两 圆柱 成 为 两 个 圆 Cu 和 C (图 14- 
105. 
为 把 CUm CF AECA, c 3€ a fil 5 两 点 ,它们 对 于 图 C 
是 对 称 点 ,对 于 贺 C: 也 是 对 称 点 . 


图 14-10 

a 和 可 用 几何 方法 找到 . SEDE CLARO C 的 各 切 线 ,以 公司 线 
为 直径 作 圆 ,这 圆 与 Ci 和 和 Cs 的 连 心 线 的 商 个 交点 就 是 < 和 二 

a 和 了 也 可 用 代数 方法 找到 . CRI C 的 圆心 为 = 平面 的 原点 ， 
取 连 心 线 为 + h. fE a 和 上 的 坐标 分 别 记 作 和 zx;. 由 对 称 点 的 
定义 ,得 

mnki, 
THEN 

从 这 两 个 方程 解 得 


_ 1 
z= HR RDN (ERER ar |» 


1 
z;—3r| a2 RI RO A- AHROR ARD | 
Wi FS BI 上 十 RI 十 RE 一 202R? 一 2L2RE 一 2RiRi, 它 又 可 改 
写 为 
CL! ERIT RÍ—2L'RÍ—ZLRiT2RÍRD—ARIRi 
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— (Q7 — RI—RD!— (R R” 

— Q2 — RUC-2RR,— RD CL’ — R} — 2RR — RD 
=[L— (R, -RV ]LE — Qs +R] | 
— GER, — RO G-REROG TE RUERO GR R2. 
作 分 式 线性 变换 


£G)—2—5. 


这 把 点 a 变 为 5 平面 的 原点 5 一 0, 点 如 变 为 上 平面 的 无 限 远 点 5 一 
oo. [El C, 3575 € ^T Bi EB BT Cs. 点 a 和 5 对 于 图 C 是 对 称 点 ;因而 
“一 0 和 “一 co 对 于 圆 Ci 为 对 称 点 . 撞 句 话说 , 贺 CC 以 原点 5 二 9 为 
Bc. 同 理 , 贺 Cs: 变 为 平面 上 的 而 C m a Cs 也 是 以 原点 “一 0 
为 圆心 . 这 样 ,图 CLR Ci FS o DART 

为 了 计算 电容 量 , 还 必须 知道 加 Ci 和 Cs 的 半径 RA R TE 
平面 的 图 C, ER — z= -R 它 变 为 《平面 的 图 Ci 上 的 


t= —R,-z, R +z 
—R,—x, R Frs 


TER 
R= R +z, 


R, Hr; 


LER —R— V Q?—RL- RD! -ARIRI 


(LHR Y REM —Rt — RD —ARIRE 
同 理 ,在 z CET C; EHL— A z—L-cTRSTLUEGRSCOEBÉSB C, 
上 的 


| L4R,—a, 
UT LER, z; 


TR, 
R= LHR: — z, 
UC LHR, — x. 
_ (TCHR Rity -RRD --ARIRI 
(EHR: — RL— N G7 — Rj— RIY — RIR 
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引用 例 3 的 管 案 , 每 单位 长 度 的 电容 量 
c= & 2r 
In CR; / RD" 
im RR. 
R, [ER RI+ VU- RI RD!  ARIRÍ] 
Ri [LHR RI VL R RD —ARIRI] 
x, LEER! — RE URR ARER] 
[LHR — R]— (L2 — RL—RIY' - ARIRI ) 
LLGO-ER;Y RIERO — RE] 3 2LCL-R, +R) 
[G-3-R,X — RE] GL - R,Y — RILLER +R) 


VP —RE- RI? — ARIRIT- [G2 Ri- RD! ARR] 
V/ QA — RE RI — ARIRE-E [G7 — RE RED! — ARER] 
LUCERCCROG 7 Rec Roc V (2— RI - RD - ARIRI 
(L+R —ROG.— R,-F Re) — v (7 —Ri— RID! — ARIRI 
AT 042r BEA) BITE ULT) BERE ACARUIR SL BD 09 
R, IRI- R, DRR) 
R, ZR,R; 2R,R 
因此 ,每 单位 长 度 的 电容 量 


e,2 


I Z—RE-RE, [FzR-RV Ou) 
2R,R, ZR R, 


这 也 可 以 写 为 


C= ET 
— arc ch[ (L^ — RT — R2)/2R,R,] 


X 8 ECOL £R £698 £& .R, — R,— RS AELE Hr EHE 
EAK 
In| Z L D 
[EG EE] 
例 6 RA RIESGO ERE EXPERS RAJAH. 两 柱 的 辅 
平行 而 相距 LOIR RO. 试 求 每 单位 长 度 的 电 和 容重 ， 


C= 
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E RRR. MRENE. BAHR AN Ci 和 CL CE 14- 
11a). 现在 设法 把 这 两 个 圆 变 为 同心 久 , A o ER a b P. 
它们 对 于 回 是 对称 点 ,对 于 圈 Cs 也 是 对 称 点 . 


转 14-11a 图 14-1ib 
RA CHECA < PERR. BEDR H z Sl. ia 和 5 的 
坐标 分 别 记 作 cif cu. 由 对 称 点 的 定义 ,得 
raqr— Ri, 
| Cr L) Cra — L) = R}. 
xk 981-7; RES. BERE AMIAMA 不 过 考虑 到 LR — 
Rs,R>R: ,演算 需 适当 修改 . 管 案 是 


£o2 
W| RRE [BERT ;| 
2RR; ZKR, 


£o2X 
“arc ch[ (RIF RÍ- L)/2RR.] 
例 7 实 轴 上 有 半圆 形 突 起 (图 14-12a), 图 的 半径 为 1. 试 找 
一 保 角 变换 ,把 它 变 为 无 突起 的 实 轴 . 
E 这 个 图 象 可 看 作 由 两 段 圆 弧 组 成 ,一 个 是 通过 一 1(4 
点 Di 了 点 ) 和 十 1(CC 点 ) 的 半圆 , 另 -- 个 是 通过 上 二 14C 点 ) ,无 限 远 
点 和 一 1(4 点 ) 的 圆 弧 (其 实 是 直线 且 ). 
分 式 线性 变换 
z—1 
l1 
Tt B BEDA SL] Az ex x — E1488 2; —0 38.53 — 3E 2 — — VE s 
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Zi 


一 c, 国 而 = 平面 上 的 两 段 圆 弧 变 为 n PH EXE ORI Cog HEN, 
即 通 过 原点 的 射线 ,它们 之 间 的 夹攻 保持 为 x/2( 图 14-12b). 


图 14-12a 图 14-12b 


叉 把 这 两 射线 变 为 正 负 实 轴 (图 14-12c), 对 应 于 z 平面 上 = 一 1 


CA 点},1CB 点 ) ,十 1(C 点 ) 的 各 点 是 e, =o, —1(B,50,0€C, 
A). 


i 《平面 
| 
Az Ig, C 
图 14-12c 
为 了 便于 跟 原 来 的 图 象 ( 本 14-12a) 对 了 照 ,再 作 分 式 线性 变换 
/—O4z-b5 
cz; Hd 


把 =:= eco, 一 1,0 各 点 分 别 变 为 了 一 一 1.0, 十 1 各 点 (图 14-12c). 根 
据 这 些 点 的 对 应 关系 ,不 难 确定 系数 a — 56— d — 一 c, 即 


— z4 +1 
n —z,l 


拿 图 14-12d RR EE 14-12a E REL. 半圆 形 突起 已 被 消除 ,成 为 实 
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轴 上 的 一 1 到 十 1 的 直线 段 . 


z 平面 


图 14-124 


总 结 起 来 看 ,从 < 平面 到 5 平面 的 变换 是 
zl _ z+ Cl/(z+1)+1 


= S4] ti -—(G-—DUGTDHA4I 


-Dte  z-1 1 Le 
C—G—DURGELPM 2 2 z] 
BUE 5 一 去 | sol UERBO REGN 
CAO Ride 
LIED Ei! 
OTIR (14. 2.12) 
的 实 部 和 成 部 分 别 是 
一 工 | rpl =} p44 
eg nr) ntt mm 


—-l(,-...-l[o l|, 
ib zXy]-2l^ p Jine 
< 平面 上 的 同心 圆 族 |z| 二 po( 图 14-138) 挛 为 5 平 商 上 的 


E= y [nce ]eose. 
| 17 nt ]sine 
这 是 参数 方程 式 . 消去 参数 p, 得 
E PL 
atp 
* d42- 


Race) o7 i o|. icem amas xt 


K. 5E 882) JE a I 5. Vah —1, 3X JE Ve NER E 3E s 
的 ,焦点 在 5 一 士 1. 


图 1d4-13a 图 14-13b 

Po 从 1 开始 而 无 限 增 大 , 则 a Hi 5 确 着 无 限 增 大 , 这 样 ,= 平面 
单位 图 外 部 变 为 了 的 全 平面 ,只 是 从 一 1 到 十 1 沿 着 实 轴 有 一 割 线 . 
〈 例 ?7 就 是 把 = 平面 单位 贺 外 部 的 上 半 部 分 变 为 上 平面 的 上 半 平 
H.) 

从 1 开始 而 遂 近 于 零 , 则 a 和 五 也 无 限 增 大 . 这 样 ,x 平面 单 
位 加 内 部 也 变 为 的 全 平面 ,从 一 1 到 十 1 沿 着 实 轴 有 制 线 . 

z 平面 上 的 射线 族 atg z 一 名 (图 14-13a) 谈 为 了 平面 上 的 


He 


COSQ, 


77 3| 0— sine. 
这 是 参数 方程 式 - 消去 参数 p, 得 
E F 


a poh 
HP a= [cosa | ,5— [sing |. 这 是 双 曲 线 族 ( 图 14-13b), 实 和 虚 半 
轴 分 别 是 |cosg |M [sings i. Ya 十 天 =1 ,这 是 说 , 双 曲 线 族 是 共 焦 
点 的 ,焦点 在 f== 土 1. 
RIA E R E Lr I NULLE E 
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2g CR SUIS BLU , 3C UR ZR AS Jp GER e XX HE Zi oco Bh PK 
AIR US] iO gi £5 (er fa ERES. 

例 8 水 流 本 来 是 均匀 的 ,流速 为 vo. AERA, EE e 
直 于 水 流速 度 方向 , 横 截 面 的 椭圆 长 轴 平 行 于 本 来 的 流速 方向 . 试 
解 这 个 绕 杭 图 柱 水 流 问题 (图 14-14a7). 

解 ” 绕 椭圆 柱 水 流 的 速度 势 & 的 问题 是 定 解 问题 


|7 二 平面 y z Emi 
一 -全 一 
MS M LAN. 
B - -一 个 
— - " - -— ê C -— 
5 | 


7 


一 一 - 一 


P4 
N -2 -一 
MUT EN 
c= adut 
Hl 14-142 图 14-14b 


-Lt 一 0 (E FH). 


limi —voé, 
Ec 


LUE ICE EE 
£1 1 i 
f-:ei] 
把 问题 化 为 绕 圆柱 水 流 问 题 ‘ 图 14-14b》 
u=) (z 平面 )， 
limu— limo, | eti cosg— Swopeosg, 
Su 
ap 
绕 圆 柱 水 流 的 解 ( 参 看 8 8. 1 习题 27 的 答案 ?是 


Pn tat hie 


* 4dd- 


| 1 1 Catb) 1l r 
u 一 vopcosp+ Bu 5 cosg Sr 


1 1 Caty 1 r 
Ee a czoz 十 2 c z Hapine] " 
其 中 卫 为 任意 常数 , 它 代 表 绕 柱 的 环流 量 ， 
Ea rH, 
“一 Re| Zev] 上 上 4 十 二 rd HIS. 
: 十 in| tiveca) | 


Igt TF 27i 

一 Re| gv. GH- VETE) olathe VEL 

tuu lppl rd | 
3X WC Je Se i [LEE z ICE D) e BE A. 环流 在 图 14-14b 里 没有 画 出 . 

既 解 出 速度 势 x, 就 可 以 计算 流速 v 和 压强 p. 沿 着 柱 面 把 p 
积分 ,可 算出 水 流 施 于 椭圆 柱 的 作用 为 F. 这 个 计算 ,读者 可 自己 
进行 或 查考 流体 力学 书籍 ,其 结果 是 

F= -pm F50. 
这 是 说 ,如 果 没 有 环流 ,流水 对 柱 并 无 作用 力 . 当然 ,这 里 还 没有 把 
粘 滞 性 所 引起 的 作用 力 计 算 进 去 . 
fis Nei K 9r pa OOV Bb E HR SE RS R38, pd dm E S LN T 


面 5 图 14-15) ,这 可 了 前述 如 下 . 
之 平面 


图 14-15a 图 14-15b 


首先 研究 z 平面 上 以 二 为 图 心 并 通过 士 1 的 贺 即 图 14-15a 的 
. 445+* 


ERA. 分 式 线性 变换 
z—] 
"TFI 
把 = FHR 4-150 — 15) 8 ZE 78 =: 平面 的 0 和 co ,因而 把 > 平面 的 虚 
线 圆 变 为 通过 0 和 ce 的 郴 ,实际 上 即 通 过 原点 z 一 0 的 直线 (图 14- 
150). z 平面 的 虚线 圆 在 < 一 十 1 跟 实 轴 夹 角 为 8 一 x/2 一 arc tgh, 
而 = 平面 的 实 轴 变 到 xz 平面 仍 为 实 轴 ;所 以 虚线 圆 在 x, 平面 上 的 
图 象 ( 即 前 述 直线 ) 跟 实 轴 夹 前 亦 为 B 一 r/2 一 arc tgh. 
再 研究 二 平面 上 从 十 1 径 访 到 一 1 的 圆 弧 即 图 14-15b 的 虚线 
弧 . 分 式 线性 变换 
| | 
PE. EN 5 平面 
~ 
E 


“CS O xN 


图 14-15c 本 14-15d 
5= 尘 : 

把 才 平 面 的 十 1 和 一 1 分 别 变 为 吕 平 面 的 0 和 co DRE TITEL CERTES 
线 弧 变 到 从 原点 部 一 0 指向 总 王 ce 的 射线 , 它 跟 实 轴 夹 角 应 等 于 世 
平面 虚线 强 在 十 1 女 实 轴 的 夹 角 a. 现在 计算 e 在 平面 取 囊 线 弧 
的 圆心 O. X 40, 一 方面 ,人 BOA 一 x 一 a; 另 一 方面 ,BOA 是 
AB 骤 所 张 圆心 角 , 它 等 于 2Xx AB 弧 所 张 贺 周 角 , 即 AC 弧 所 张 回 
周 角 , 即 2arc tgh. 这 样 ,x 一 a 二 2arc tg, Bp 

a—T— Zarc tgh=2p. 

TR RANEH 
{fizi 
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把 图 14-15c 的 直线 变 为 图 14-15d 的 射线 的 来 回 . 
总 结 起 来 ,* 平面 的 嫂 线 圆 变 为 了 平面 的 赔 线 弧 的 来 回 ,这 个 
SEHR dE 5x. BD 


十 1 GI? 
即 
0o (GHI G—D eiO 1 1l 
E= tD GOI £m -Hdei 


ni D EROR LE OS 

既然 x ERREEN CY TRÉRA HERR ,那么 ,= 平面 上 凡 
是 跟 虚 线 圆 切 于 十 1 的 加 (图 14-15a 3c £X PD AE 8] 0 3E Di Pr RR HR 2X 
J [eL 3 EH UL CP 14-15b 实 线 描 出 ), 就 成 为 机 器 剖 面 图 - 86 I8 K 
斯 基 提 出 的 求 各 种 机 棕 痢 面 ( 傅 阔 夫 斯 基 前 面 ) 的 方法 就 以 此 为 基 
础 . 

《七 》 施 瓦 兹 -克利 斯 多 非 变换 (条 角形 变换 ) 

在 不 少 情况 下 ,平面 场 涉及 多 角形 区 域 , 现在 研究 名 角形 区 域 
和 上 半 平 面 之 间 的 变换 . 

设 在 z PHA n 角形 (图 14-16a), 沿 着 多 角形 周 界 的 正方 向 
行进 (就 是 说 ,多 角形 区 域 始 终 在 左 侧 ) ,在 各 个 顶点 转 过 的 角 即 是 
Jt fi 0,0, , 7 0,. 这 些 角 以 道 时 针 的 为 正 , 顺 时 针 的 为 负 . 行进 一 
周 ,总 共 转 过 的 角 应 为 2r, 因 而 8.70. n 4-6, 2m. 


| 
zu D 
| 
| 
| 
| 
| 
4 


bo b b. b, 


图 14-15b 


„= dd] 


试 把 这 多 角形 变 为 上 的 上 半 平 面 ,多 角形 的 顶点 asata, 
分 别 变 为 8 平面 实 轴 上 的 n sbt obu 

z 平面 上 多 和 区 形 的 各 个 顶 第 , 变 措 到 + 平面 上 全 成 为 x, 并 不 
具有 保 角 的 性 质 , 可 见 名 (xz) 在 这 些 点 为 零 或 ,现在 研究 (2) 或 
z (5 在 这 些 点 的 性 质 . 以 a; 和 和 三 作为 代表 而 加 以 考察 . 试 在 其 前 

后 各 取 一 :小段 ,由 (C14. 1. 85 
dz dz 
e a R a 


因此 ， 


pp dz dz 
人 
XX RUE. k E Ee ABUSE s C BS ARE PECES RE, ERRED 0. 
另 一 方面 ,从 图 14-16b 8j ee Ho € £e PPS ERE e—a A 
WAEA RE, HRE Ar. 因此 ， 
z EAE CE poba) (14. 2. 13) 
考虑 到 所 有 的 顶点 ,可 以 断定 
z DS AES ^^ (E—B,) EP» (E b,) Hn, 
(14. 2. 14) 


积分 一 次 ， 
z=7 tA f CE E ba S... (Eb TAE. 


(14.2. 152 
(14. 2. 140 B] C14. 2. 152 UI] PE ME E dc Ya 0X dE E MA. 
如 果菜 个 bis 比方 说 六, 是 无 限 远 点 ,相应 的 (14, 2. 1323€ 
z (D AES CE. Eb e). (14. 2. 16) 
ifi (14. 2. 140 3338 Et P. RR. 天 有 关 的 那个 因子 以 外 的 乘积 
AG —5)0 HE by) ^h^--(—5,) * 
— ACC t sa -4 $— AE A 于 ~b =), 
58 £8 6, —2x 与 义 本 来 是 一 回 事 , 所 以 上 式 已 经 满足 (14. 2. 160 B9 
- 448* 


XR. RFK in 5, —oo. , 则 (14, 2. 140 RBS IADL-T (50 ^^ RE 
E, 
z' (x) - AG — 6) ^i" (b) 5 B.) ^. 
Q4. 2.17) 
积分 一 次 ,就 得 到 这 种 情况 下 的 施 瓦 兹 -克利 斯 多 菲 变换 


z—£ A f (Q—50 Cb) e (Q—5,) ndr. 


(14. 2. 18) 

dk B, 2k - ve Hr e dE E H8 C14. 2. 15 ?可 看 作 前 后 相继 的 两 个 变 
5 

«c | €—2079 4 bot Eb ) hdt, 

z= z H Az. 

前 一 变换 把 5 的 上 半 平 面 变 为 所 平面 上 的 多 角形 ,其 外 角 为 名 
68,，…,0,, 各 个 顶点 则 是 由 平面 实 轴 上 的 点 名, 如，…,h 变换 过 
来 的 . 尽管 这 个 多 角形 的 各 个 外 角 数 值 是 对 的 , 却 不 见得 就 基 我 们 
所 要 的 包 角 形 . 后 一 变换 是 线性 变换 , 它 把 前 一 变换 所 得 的 多 角形 
变 为 其 相似 形 . 但 我 们 所 妻 的 多 角形 跟前 一 变换 所 得 多 角形 并 不 
见得 相似 ;如果 [TT 是 性 意 指定 的 话 . 不 过 ,三 角形 只 要 三 
个 顶 关 相同, 必 是 相似 形 . 因此 ,对 于 三 角形 , 施 瓦 兹 -克利 斯 多 菲 
变换 的 声 , 包 和 B; RT ELIEREIEGE T 上 3 的 多 角形 ,不 能 任意 指 
E bobo bu. 多 角形 任意 三 个 顶点 可 联 成 三 角形 ,所 以 而 , 玉 ， 
esb, 之 中 可 以 指定 任意 三 个 的 数值 ,其 余 药 则 不 可 指定 ,它们 必 
须 在 写 出 施 瓦 兹 -克利 斯 多 菲 变 换 公式 之 后 根据 顶点 的 对 应 关系 
吉 以 确定 . 

Dio 用 施 瓦 兹 -克利 斯 名 菲 变换 求解 例 2( 图 14-5a) 

ME 图 14-5a 的 水 流 所 充满 的 多 域 可 说 是 “四 角形 ”ajasasas， 
ad 在 z 一 ca 在 = 一 0,as 在 * 一 过 ,ea 在 z—0,.08 £5 18 0,— 4 x/2.06, 
— —2,0,— -- n/2. 我 们 希望 把 这 区 域 变 为 上 的 上 半 平 面 5 图 14- 
5d). 指定 big £— oo. b, E E— —h bip £—0. 由 于 对 称 性 , 闷 必 在 
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应 用 施 瓦 效 -克利 斯 儿 菲 变换 (14. 2. 18), 


z =ztA| Gti Eh dee tA| = 
=z +A VEN. 
常数 ze 和 4 还 有 待 确定 . 


由 as 和 加 的 对 应 ,0 一 十 A0 BH zy 0. AX, 由 a; fl 本 的 对 应 Tr 

=z + Aih.Bl2A—1. 这 样 , 需 要 进行 的 变换 是 
zë = hi. 

ARZA T CRE p c .平移 、 根 式 ) 的 “ 积 * 正 是 这 个 变换 . 

平面 上 的 速度 势 u—CC-Req. 回 到 原来 的 自 变数 ， 

u —ReGQC wz 十 中 3 

-CA EH LE SEIFE, 

C ERE A E. 


例 10 研究 平行 板 电容 器 的 边缘 效应 . 
解 ” 斌 究 某 一 端的 边缘 效应 ,不妨 把 另 一 端 看 作 伸展 到 无 限 


im. 

EB, E 38 EE ER E c5 de i) E I RT ERR 14-17a 的 “四 角形 ” 
ABCD(AB 和 BC REAM). BE ERR LR CD 和 DA 也 是 重 
合 药 , 即 电容 器 的 另 一 极 酸 ). 在 顶点 B.C ORI D (8855 f8 4) E 
=x, Hr 利 一 x. 


M 
z, 平面 
v | 
-v 
ft " | 
ddím —— pw Oi Ly 
E + - - 一 一 4; 
A 万 C 有 A 
ehr 
A 一 mo | 
图 14-17a 图 14-1?b 
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先 把 这 四 角形 变 为 x 的 上 半 平 面 (图 14-17b). 指定 A dE 二 一 
o, BÆ z, — —1,C. E = 一 0. 由 于 对 称 性 ,万 必 在 z,— L. 

应 用 施 瓦 兹 -克利 斯 多 非 变换 (14. 2.185, 

z =z; tA f {ei Dts ia Dde =r tA | Ean 


=a tA | [z1 i]an— s Eat — Alna. 
HF BA B 对 应 ,了 和 DRA 


从 这 组 联 交 代数 方程 解 得 
A=— 2 z= —i 
这 样 ,z 平面 和 e P 2 E E 


z=—i d fg —]nzi. — (14. 2. 19) 


TE £148 HERE DAC EET EEEH ve — ve ED] 二 平面 的 
IE S Bp RU 5 3 A ULLUS ES -vR vs 3XCII REL ET ATO 
解 . 利用 对 数 函 数 


PE 


z,—2lnz;, (14. 2. 20) 
可 把 二 平面 的 正 . 负 实 轴 变 为 z: 平 面 上 的 两 条 平行 线 y— 09 y= 
2x( 图 14-17c) ,这 代表 两 方 都 伸展 到 无 限 远 的 平板 电容 器 .为 了 司 
图 形 更 对 称 , 又 作 平 称 得 图 14-17d. 


LLL 1” Dg 
| 
| 一 也 B 
FE c e—a 
c 一 一 | 一 一 一 一 | m 
E — 4 1 -一 一 二 
izz 1 Fa 
Bod A00 M A — ——-- A 
C. —9., D, 
mE 3i 
图 14-17c 图 14-174d 
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=z ir, (14. 2. 21) 
£& (04. 2. 190— (14. 2. 21)， 从 = 平面 到 “平面 的 变换 是 


EN E! doo 1X. 40. ay 
z—-—i$y—e DRE i et "sr Go im. 
d 
一 (ED. (14. 2. 22) 


topygmpPETBmBEmE Ie HARA vt RE 
sae m[ 9t). 
& 39 wu tiv= 7C 以 此 代入 (14. 2. 22218 


£. (14. 2. 23) 
ix H.E Nw 作为 坐标 = IH RRUUEUI SESS UIDES B. 


考察 电场 强 座 E RAKD E, 


E= E: ED | w+ il 


n 
r= em n- ae 
Ti 


ar a 
Hg O.3. DAC. 3. 3X EE E= |dw/dzl. 因此 ， 
-l Lo L1 26 
E= dz | Jempi 4^ (14.2. 24) 
dze 


先 看 = 平面 的 电容 器 深 处 , 即 远 离 边 毕 的 地 方 , 亦 即 xw 王 一 co . 
Jf y | /2. 3X 3E SE-F E 3Y- B9 £— — oci 1g n BREITE w 
一 一 ce 十 Ag. 4A 04.2. 2, 

p= l 2s 20 
lotil d d’ 
AERE IR 2 80 RV Hr 43 89 55 d. 

FARA BA D 的 地 方 . 这 对 应 于 平面 上 上 靠近 BH 
D,W8) 3k A. Bl £o 0T 92 n. 3B RZ LS HL o ivy. 代入 
(14. 2. 24, 

1 ZUg — 
EU 
. 452° 


在 平板 电容 器 边缘 , 极 板 的 曲率 可 说 为 无 限 大 ,尖端 效应 极为 强 
烈 , 场 强 吾 亦 表 现 为 无 限 大 . 

研究 电击 奔 问 题 时 ,必须 注意 边缘 效应 . 当 电 容器 中 部 的 场 强 
还 远 远 低 于 击 穿 电压 时 ,电容 器 边缘 的 场 强 却 己 达 到 和 击 穿 电压 从 
而 把 电容 器 两 极 板 间 的 电介质 击 穿 . 

为 更 细致 地 考察 场 强 在 空间 中 的 分 布 情况 ,需要 把 514. 2. 24) 
号 得 更 具体 一 些 ， 


E= H Zwo 


| em tim Ed | d 
1 ZU, 


TU... TU d 
e" "| cos — -hisin — | 4-1 
Up Uo 


1 2; 


d' 


(14. 2. 25) 


m 2e"""»cos = +1 
考察 场 强 的 大 小 , 需 着 重 考察 根 号 下 的 式 子 
en 2e™ "gcos 于 十 1. (14. 2. 26) 


现在 研究 沿 着 一 定 的 等 势 线 (vw 一 常数 ) 的 场 强 分 布 . 为 此 ,研究 对 
于 给 定 的 wv 和 w,(14.2.26) 式 的 值 如 何 变化 . 按照 通常 研究 极 值 


的 方法 ,很 容易 得 到 如 下 结论 : 随 着 x HEX, 
P" |v|27w./2. (14. 2. 260 JE E /] MEUS X. E 3T ; 


in |o v. /2. (14. 2. 26) 单 调 上 升 , 从 而 (14. 2. 25) 单 调 下 降 . 
这 样 ， 如 果 把 电容 器 极 板 做 成 图 14-17a 粗 线 所 示 形 状 o= 
士 wo/2), 那么 , 场 强 从 电容 器 中 部 向 边缘 单调 下 降 ， 这 就 保证 了 
不 致 由 于 边缘 效应 而 引起 击 穿 。 这 种 电容 器 叫 作 洛 困 夫 斯 基 电 容 
gs. 

例 11 宽度 为 5 的 两 条 导体 薄 带 ,平行 地 放置 在 同一 平面 
里 ,相近 的 两 边 之 则 的 间隔 为 22. 试 求 每 单位 长 度 的 电容 量 . 

和 解 ” 取 横 截 面 .这 两 条 划 带 的 截 口 是 从 一 (ae 十 纺 到 一 和 从 a 
到 a 十 5 的 两 段 直线 (图 14-18a) , 作 访 换 
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n=}, 
两 条 注 带 的 截 口 变 为 4 平面 上 的 | 000 
HRE bhh A DL (图 1418b) ,图 CT o On 
中 的 k —a/€a 52) «1. XX FE bb 
和 5 各 为 等 热线 sbab fil hoob Wl 
PEHR. Hi14-18a 
| = hi 
| TET T Y 
b b b, b, i ^ T 
1 -1 90 1:bF 7 
È n | 
B 14-18b Bl14-18c 


利用 施 瓦 兹 -克利 斯 儿 菲 变换 (14. 2. 180. 可 把 包 的 上 半 平 面 
变 为 < 平面 的 四 角形 easasa 的 内 部 . 在 四 角形 的 每 个 项 点 ,偏转 
和 角 都 是 十 ry/2. PNE, 


z=ata | (ttt) eoten- dt 


1 


—3£. As | d$, =- 
N GEDk) 
常数 %% 和 4 玻 决 于 四 第 形 的 大 小 和 方位 . 这 里 ,我 们 对 于 四 角形 
的 大 小 和 方位 ,并 未 提出 特定 的 要 求 , 不 妨 取 = 一 0,4K 一 1. 于 是 
z= f d . (14. 2. 27) 
Vaan) 
这 个 积分 不 能 用 初等 函数 起 出 TS DU HERE — 3E RENE 23-. 椭 回 积分 
的 数值 有 表格 可 查 , 这 种 表格 在 普通 的 数学 手册 里 都 能 找到 . METRI 
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积分 的 数值 也 可 表 为 级 数 
d£, 


f Va tna kr) 


2 
— Ra sing, 


avie et aiis Aet], 


Z2*4*6 
(14. 2. 28) 
1 1 
其 中 下 见 下 面 的 (14 2. 29) 式 ， A 
33 7:5-3 
tagg T itg LU gi E tt Dade 


现在 确定 x -平面 上 asara Ñ a EIR. 先 看 as;: 它 对 应 于 G 
笠 面 的 高 即 名 = 二 十 1 以 名 = 二 十 1 代入 (4.2.27) ,得 
1 dt, 
"4 aak) 
ix nt| fe 88 — 365p 9-38 B5 ,通常 记 作 K GO. K GOBS EIC ZEIT 
积分 表 中 可 以 查 出 ,或 者 用 下 列 级 数 表 示 
1 1.312,, 513 ， 
ka shes "(E 2t k+ E e k +j. 
(14. 2. 29) 
这 样 ,a: 的 坐标 是 m — KE GO. 同 理 ,a: 的 坐标 是 S——KOGOD. 再 看 
al 它 对 应 于 term bE £6 -—1/k. 以 £—1/k f£ A (14. 2. 272.18 
„= M dé, 
" 4 a-eoaoa-edg 
1/4 d£, 
=K (k) + m. 
Í. V a-ta-et) 
在 最 后 那个 积分 中 , 作 积 分 变数 的 代 换 
1 


h=- OS, 


z= 


则 
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dt 


=K HiK). 
4/(1-—28)—£*?60) 


1 
z—KüO-i f 


(14. 2. 30) 

Ete pite, i a BT AA ER 2 — K GO HK) 通常 还 把 天 
GO ie1E K' C8) ,所 以 a fg b de z— KK. 同 理 ,ai 的 坐标 是 = 
—-—K-iK'. 

PRE, 3d] c 8 5 EPI ESEEIBIRE y x FEH A AÉ aaraa 
的 内 部 ,并 且 确 定 了 四 个 顶点 的 坐标 . 

由 于 对 称 性 , 纺 的 王 半 平面 当然 变 为 x 平面 的 四 角形 aaao 
的 内 部 ,而 a1 的 坐标 可 在 (14. 2. 30) 的 土 号 中 取 一 号 得 到 , 即 * 一 
K—iK. 同 理 ,aa 的 坐标 是 z——K-—iK'. 

这 样 , 生 全 平面 上 的 静电 场 变 为 = 平面 上 weiate: 四 角形 的 内 
部 .ai 和 mas 是 等 热线 ,aia, 和 aa 是 电力 线 . = 平面 的 图 象 是 平 
行 板 电容 器 (注意 这 里 没有 边缘 效应 ) , 极 板 宽度 为 2K', 极 板 之 间 
ERAK ,因而 每 单位 长 度 的 电容 量 


y Lathy —a* 
co SRK SK!) ek] "E 
—2K KA) pja | 
a3- 5| 


这 也 就 是 原来 那 两 条 薄 带 每 单位 长 度 的 电容 量 . ooh KC UO RR 
一 类 完全 椭 加 积分 , 它 的 数值 需 查 椭 回 积分 数值 表 或 用 级 数 
(14. 2. 29) 计 算 . 
x a 
1. 例 1 的 一 面 角 的 二 等 分 面 上 有 一 带电 网 导线 ,平行 于 二 面 角 的 项 角 线 ， 
HEX a SER REIR fr C BE IAEA Q GE ES. 
2. 接地 其 长 空心 金属 圆柱 半径 为 a, 柱 内 有 组 导线 ,平行 于 柱 轴 ,相距 b. 
导线 每 单位 长 度 带 电量 为 Q. 试 求 图 柱 内 电势 分 布 . 
3 甚 长 金属 圆柱 的 辅 平 行 于 甚大 金属 平板 ,两 者 相距 5, 平 板 接地 . DE 
半径 为 a. 试 求 每 单位 长 度 的 电容 量 . 
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4. 其 大 金属 平面 上 有 柱 形 隆 起 HRE SSE. 弓形 在 0 和 a ZI INILS 
形 的 弧 的 半径 为 a. 求解 带电 后 葛 静 电场 . 

5. KAME, HRE HARAMA AARNE A, ERA 
a;y 交 点 在 0 和 a. 求解 金属 柱 带 电 后 的 周围 静电 场 . 

6. iE T FU COR DECR ERE DA IC. 

WO BÉ Imr, |zix:2. C2) 男 |z1==2 外 ,除去 第 一 象限， 

G5 Bg-T- 38 85 B9 ERE Lc] ERI e 3 110A PHI DECRE. 


TIMES ST nA 
a ls1<3 外 ， 突 pM 


Imz 一 o, 
OscRezszl. 


Go 心脏 线 的 内 部 1z1<cos*| args |. 
COXEL ER — XE Ex | v cosl zarge]. 


7. RERE E Se Hc MEAE 8 HELD IRR o EE D a. 
8. BESE CE EF rb 88 DIS PEE JUI REIR HER e B RII Sj Kho a oe fio 


GB I Lc A RAE | 


9. TET AH EIL EE E CHEESE RC TER Fe 8 1-3 lc MINE , 半 长 轴 分 别 
是 ea 和 az PERE A 5s. 试 求 每 单位 长 遮 的 电容 量 . 

10. 求解 二 维稳 恒 水 流通 过 宽度 为 24 的 辣 门 的 情形 . 

11. 图 14-19 是 六 角 “ 星 ”, 六 个 辟 彼 此 丰 隔 60°, 各 自 长 麻 为 1. 试 把 * 星 ”的 
外 部 变 为 4 平 面 的 单位 加 外 部 . 

[提示 ,zi 一 xz! ,= 二 如 ,再 撑 eR EZ BIB dE. ] 


图 14-19 
12. 研究 电机 的 转子 和 定子 之 间 ( 图 14-20) 的 磁场 . ze MEC FO E o) x 
场 之 比 . 
13.3K z E iii ERN IE AO Rez-a'lmzl-0 EB UEGRU GEL LA AE 
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Ju 1- 一 0,x [22.7 O ste | yo = Tto» 
14. 把 可 变 电 容 器 中 的 静电 场所 占 空 间 ( 图 14-24) 蛮 为 上 半 平 面 . 
定 片 
a 
hi 
Em 
图 14-21 
15. 研究 回旋 加 速 器 了 形 合 (图 14-22) 的 静电 场 .可 把 D JE fr ds o BE os 
作 在 无 限 远 ， 
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第 十 五 章 ”近似 方法 简介 


许 过 定 解 问题 ,或 由 于 边界 形状 较为 复杂 ,或 由 于 活 定 方程 较为 复杂 ,或 
由 于 其 他 各 种 原因 ,难以 严格 解 出 . 因此 ,又 发 展 了 近似 方法 , 只 要 近似 程度 
足以 满足 实 配 工作 的 要 求 , 近 似 解 的 价值 一 点 也 不 低 于 严格 解 . 其 实 ,认真 说 
来 , 推 寻 数学 物理 方程 时 不 免 机 作 一 些 简化 很 定 , 定 解 条 件 本 身 也 带 有 或 骆 
或 少 的 近似 性 ,所 请 严格 解说 到 底 也 还 是 近似 的 . 

因此 ,近似 方法 具有 重大 音义. 

如 果 某 个 定 解 启 恶 不 能 严格 解 出 ,但 另 一 个 眼 它 相差 很 小 的 定 解 问题 已 
严格 解 出 ,就 可 运用 微 扰 法 求 近 羽 解 . 量子 力学 教科 书 和 参考 书 都 要 讲 到 微 
护法, 李 书 就 省 略 不 讲 , 以 免 重 复 . 不 过 ,应 当 指 出 , 微 搞 法 是 一 个 普遍 方法 ， 
并 不 是 只 能 用 于 求解 量子 力学 的 其 定 词 方程 . 率 实 上 , 徽 扰 法 起 源 于 无 体力 
学 ,在 那里 它 叫 作 摄 动 法 .(“ 微 扰 " 和 “ 摄 动 "在 英文 里 是 同一 个 词 perturba- 
tion ,在 俄 文 里 也 是 同一 个 词 posmyuteHne. ) 

另 一 种 常用 的 近似 方法 是 这 分 方法 , 抬 定 解 问题 转化 为 变 分 回 题 . 再 求 
变 分 问题 的 近似 解 . 

电子 计算 机 的 使 用 日 见 普及 ,用 电子 计算 机 求 定 解 问题 的 数值 解 是 很 方 
便 的 . 用 有 限 吾 分 法 把 定 解 问 题 转化 为 代数 方程 组 ,就 可 由 电子 计算 机 计算 
T. 

HEPS LEAH dL ET bd BELE O AE G E TP Winb:3 Lupe A 
量 解 的 数值 . 


$15.1 作为 近似 方法 的 变 分 法 


鼓 嫁 变 分 问题 可 以 转化 为 相应 的 欧 勒 方程 (党 微分 方程 或 偏 微 分 方程 )， 
反 过 来 说 , 定 解 问题 里 的 证 定 方程 地 就 可 以 看 作 是 某 个 变 分 同 题 的 欧 勒 方 
程 ,而 变 分 向 题 可 以 按 瑞 利 -里 兹 方法 求 得 近似 解 . 
A 用 变 分 方法 求解 区 形 域 |1p|<za LA ERSE EREE 
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Au d- Àn — 90, 
u | aa =Ò 
85r aT PEE. 
7 8 E] e RRT FERAE H, EE u= Jat 4048/22 EIEE AAS 
«2. 4048)* —5. 7831. 试 拿 变 分 法 所 得 近似 解 跟 这 严格 解 进行 比较 ， 
E ”不 难 验证 , 施 定 方程 是 座 画 
J= ffe: 4 oui sydrdy (5.1-1) 
A A (LIST a R 7, R2. 
用 瑞 利 -里 兹 方法 来 解 这 个 变 分 问题 . ARA E AA 2: 2 le = 0R 
SE! 
u=r GI — e) d oQat— o», (15. 1. 2) 
其 中 常数 oM cs 是 有 待 确定 的 . AEE NA EE ER E X A 
CIS. 1. 204 A C15. 1. 5, 


17 ASI SUR jme 
=z | [(35 e) -ae eie 


- GIL Ag! — Mat — 1] 
FesesL16g! (a? — 9^) — 2a(a? — p] 


HALA Gi — AG ~ p*]]àq^ 
ZEE 2a! 一 Lata) tac Dat Lata 
EE =at ie l. 


既然 J 取 极 值 ,应 应 有 aJ /aci — OI aJ /ac; = 0, Rp 


对 a 和 eui ox Er GIC ZERO IB. 齐 次 代数 方程 组 有 非 零 解 的 条 忻 是 系 
数 行 列 式 为 零 , 由 此 解 得 本 征 值 4 这 样 解 出 的 4 有 两 个 ,其 中 较 小 的 一 个 是 
5. 7841/a*. 取 这 个 4, 得 划 
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ca/c1 = 0. 638/a*. 
3X FE . ifr oU GE GERIEIE EARE 
A—5. 7841, u = [a Ca? — 9) 4-0. 638Ca* — &^5* ]/1. 638. 
Và P KE Eo 87 EMEIS. 7841 略 天 于 严格 本 征 值 5. 7831 ,准确 到 10 736. 
至 于 本 征 函 数 的 比较 见 下 裘 


pia 0.1 0.2 
xri dE 0. 987a* 
PRGRGRSEBEÉQ 0. 986a* 


ü.3 0.4 0.5 


0. 7894* 9. &77a* 


0. 7834 9. 671a! 


pla 0.5 
iride dE UE 0. 550a* 
FREER] 0.5455* 


读者 可 以 看 到 ,用 (15. 1.2? 那 样 简单 的 尝试 函数 ,得 到 的 近似 解 是 相当 
淮 确 的 ,本 征 值 的 准确 程 评 更 是 优 于 本 征 函 数 的 准确 程度 . 本 征 值 的 准确 度 
优 于 本 征 函 数 的 准确 度 , 这 是 恋 分 法 的 特点 . 

尝试 函数 (15.1.2) 是 待定 常数 a p 
和 cx 的 线性 画 数 . 这 并 不 是 必须 的 ,党 
TA BEC S e RT De X D BE E EC XE 
线性 函数 . 

如 果 边 界 的 形状 比较 复杂 , 变 分 法 
更 能 显示 优越 性 , 例如 ,过 界 是 两 个 相 
Hi A x Hy aR rt eart y= 
HED RARAS EAA 
严格 解 相 当 困 难 . TRHA 
法 ,对 于 第 一 类 齐 次 边界 条 件 , 只 要 选 
m 


| 


图 15-1 


niriy) = lr ty — aD —azxd- y 2f Gay) 
D W:ETSCNT EG OEW -SOEDROE 2L PRSCCONIE PEDI ud EE Ei od R E. 
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$15.2 权 HJ 法 


我 们 知道 ,有 许多 物理 本 贰 完全 不 同 的 牺 理 柯 题 ,翻译 ?成 数学 问题 总 
是 一 样 的 ,就 是 说 ,在 数学 上 表示 为 同一 个 定 解 问 题 . 因此 ,为 了 研究 茶 个 物 
理 问 题 而 求解 相应 的 定 解 问 题 时 ,完全 可 以 用 另 一 个 物理 问题 的 实验 研究 来 
代替 定 解 问题 的 求解 .例如 ,研究 某 个 不 规则 形状 的 物体 里 的 稳定 温度 分 布 
问题 .在 数学 上 这 县 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 . 由 于 物体 形状 不 规则 ,这 个 边 
值 问题 的 严格 解 很 困难 , 考虑 到 静电 场 或 稳 恒 电流 场 中 的 电势 也 旭 守 拉 普 拉 
斯 方 种 ,对 相应 的 静电 场 或 稳 恒 电流 场 进行 实验 研究 ,测定 场 中 各 处 的 电势 ， 
也 就 解决 了 稳定 温度 场 中 的 袍 度 分 布 . 这 就 是 用 静电 场 或 稳 恒 电流 场 权 氛 稳 
定 淮 座 场 ,或 者 说 ,用 遂 电 场 或 稳 恒 电流 场 作 拉 普 拉 斯 方程 的 物理 模型 . 

物理 模型 并 不 限于 电学 的 模型 ,但 电学 的 测量 比较 方便 而 准确 ,所 雇 电 
学 的 模型 是 常用 的 


$15.3 有 限 差分 法 


psi pid Kd EE eA MER ODE EGESG E 1d 
数 表 的 形式 给 出 定 解 问题 的 解 的 数值 ,虽然 没有 给 出 公式 ,还 是 可 以 说 定 解 
问题 已 经 解 出 . 其 实 ,不 少 实 际 工作 需要 的 正 基 这 种 数 信 表 . 
数值 解法 将 有 专门 的 课程 加 以 论 述 , 这 里 只 对 有 限 丈 分 法 作 箱 略 的 介 
绍 . 有 限 差分 法 的 基本 概念 是 用 差 商 代替 徽 南 ， 
导数 或 叫 微 商 
y =P = lim 29 — lim ?+r €) 


是 元 限 小 的 微分 limAy 除 以 无 限 小 的 微分 limAz 的 商 . 它 可 以 近似 为 


dy Ay, yGH- Ax) —yGr) . 
dr Ax Ar 


BIER ii 334p Ay 除 以 有 限 小 的 着 分 Ar 的 商 Lac n] (EMEN. dE RETO RE BOE 
法 ,导数 y 还 可 近似 为 


“15- 3. 15 


dy | Ay yGr) —yGr— Ax) 
de As —— Ar , (15. 3. 22 


' 462* 


或 近似 为 
dy Ay  yGr-TAr)— y(r— Ar) 
AL ALT DA (15. 3. 3) 
TERROS 3. 1) 和 (15. 3.2) 相 当 于 把 泰勒 级 数 


yx Ax) ylz) + (Ary + gj (Ay He ， 
sG—Az)o yG)— (a) y 4- c az H 


ak CT CAD VR BECA U ENSE 3 DENEN E. (15.3.3) 风 四 当 
TERES ERE 

yUr-- Az) — yz — Az) = Ary" HË Ayt 
M ECTE2ZOm m.m CAZO'HEUI ROBES m GER E. 因此 , 15. 3. 3》 
(5A E UR RT (15. 3. DAS. 3.22. 


二 阶 导 数 可 近似 为 差 商 的 差 商 ， 
iaa -型 | ] 
dz ^ ÁAr|dr|l.4. drl. 
m 1 | 5620 xe yG)— y(z— Az) 
Az AZ AZ 
一 caer G-- Ar) +y Ar) — 2yG). (15. 3. 4) 
这 相当 于 把 泰勒 级 数 


Gr tår) dr y Gr— Ax) 
—iyG H AoE p Ay I4... 

EEF GAZ" DE, OLOURU BOX OPER ENE. 

仿 导 数 也 可 仿照 (15.3.1) 一 (15. 3. 2 XEHEUR 288. 这 样 一 来 , 偏 微分 方 
BART EHHE. V 

Am EMER CHEARR S. LCHII5-2)0R E 维 拉 普 拉 斯 方程 

trr yy 77 0 

的 边 信和 问题 . 用 方 格 网 覆盖 在 xy 平面 上 , 方 格 每 进发 ,把 方 格 的 结 点 坐标 
iE y). DERE CIS. 3. 4) ,二 和 礁 拉 普 镁 斯 方程 可 近 伺 为 
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就 是 说 ,* 在 每 一 缚 点 的 值 等 于 o EOR i ELDER. T Je URS C 
XE USER C. DURS 近似 为 5;, EB u XE C. ES Ms 的 值 林 近似 好 认为 
就 等 于 xz 在 如 上 最 邻近 的 点 好 的 值 , 后 者 根据 边界 条 件 是 已 知 的 . ECT u TE 
S, 内 各 结 点 的 值 则 是 待 求 的 未 知 数 . 对 于 每 一 个 这 样 的 结 点 ,按照 515,.3.5) 
可 等 出 一 个 代数 方程 . 这 样 ,我 们 得 到 代数 方程 组 ,方程 的 个 数 等 于 5; 内 结 
点 数 , 也 就 等 于 未 知 数 的 个 数 . 用 电子 计算 机 求解 这 种 代数 方程 组 是 很 方便 
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图 15-2 图 15-3 
曾经 有 人 用 模拟 法 来 解 这 种 代数 方程 组 .办 法 是 用 电阻 相等 的 电阻 器 组 
成 方 格 网 5 图 15-3) 按 照 电路 的 基 尔 替 兴 定律 ,流向 结 点 Mo 的 电流 的 代数 和 
为 零 , 即 
A4 fad 0. 
接 照 欧姆 定律 ,上 式 即 
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跟 (15. 3. 5) 完 全 相同 . 因此 ,只 要 在 边界 的 结 点 加 上 已 知 的 电势 ,测量 区 域内 
各 结 点 的 电势 Ies] nnn mesa. 

久 如 ,在 区 辣 (0,1) 上 求解 一 维 输 运 方程 

th 二 a 

把 整个 区 间 分 为 本 个 “上 直子”, 每 一 步 的 长 度 Si. 于 是 , 自 变数 x 以 步 长 上 
WEEK , 它 的 取 值 是 mom i667 0,3,2, 7,0. X PHBT [ELI 2B IESUS. ri E REA 
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这 是 说 , RA RANET TU E EM PE X LU NOE D I EA 
(15. 3. 6 的 右边 ,就 得 到 下 一 时 刻 s u 在 各 个 地 点 z BE Gn na 0. 这 
TE^ MA DRA E Pa EE DRE ufzi,to) 出 恬 , 不 难 依次 递 推出 二 ,tz 二 ;种 个 时 刻 
的 w EH. 
但 是 ,人 人 们 发 现 , 时 间 z 的 步子 不 能 里 得 太 大 ,必须 满足 条 件 
i. 
否则 某 一 步 算 出 的 数 众 的 某 项 售 人 误差 (由 四 舍 五 人 造成 的 误差 ?会 在 其 后 
各 步 的 计算 中 发 挥 越 来 越 大 的 影响 , 凡 枉 使 算出 的 数值 完全 失去 孝 立 . 
偏 导数 wm 7 — 58 SE DE EE O15. 3. 1) 近 但 为 剖 商 ,也 可 以 仿照 (15. 3.2)? 近 
. 位 为 其 商 , 这 就 使 一 维 输 运 方程 近似 为 
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地 点 rs 的 值 uC tO E JE REP CIS. 3.8) 直 接 得 到 下 一 时 刻 reas Crs 
unb ADE ;一 1,2.3 7 一 1 的 (15. 3. 68) 共计 了 一 1 个 方程 联 立 起 来 求 
SR un uer Gn steam ru aite. 这 种 联 立 居 数 方程 用 电子 计算 机 
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较 好 的 近似 是 仿照 15. 3. DENER ww D 
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知道 某 个 时 刻 & 的 & 在 各 个 地 点 zi 的 值 wkziya) 后 ,必须 招 61.2.3, 
— 18g C15. 3.9) 共 计 一 1 个 方程 联 立 起 来 求解 Gn naa DuC nto 
€x £0. 这 联 立 代数 方程 用 电子 计算 机 求解 是 方便 的 , SERERE GIAO KK r 
qu UE. B EE CIS. 3.20 ESOS, 
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把 整个 区 间 分 为 了 个 “步子 ”, 每 一 步 长 麻 E— 1/7. 取 时 间 的 步 长 为 .仿照 
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这 是 说 ,只 要 知道 某 个 时 肇 扣 及 其 以 前 时 刻 的 * 在 各 个 地 点 五 的 入 ,代入 
(15. 3. 10) 的 右边 ,就 得 到 下 一 时 刻 二 + 的 在 各 个 地 点 as 的 值 mre. 
对 时 间 的 步 长 r 的 限制 是 
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三 、 高 斯 函数 和 误差 函数 
六 计 自 基数 (2/ Vx )e 一 的 数值 ,可 利用 它 的 麦克 劳 宁 级 数 
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为 计算 误差 函数 eriz — C2/ Va) [eae v fe PUR OR EO e € 
劳 林 级 数 ,然后 逐 项 积分 ， " 
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这 样 算出 的 数值 早已 列 成 了 表格 . 下 面 就 是 简略 的 “高 斯 函数 表 ” 和 *“ 误 
LII. 
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0.0 1.1284 0. 00000 
0.1 l. 1172 0.11246 |0.G 0.7872 D. 60386 9. 88021 
0.2| 1.0841 0.22270 |0 7] 0.6913 0. 67780 Ò. $1031 
0. 3 1. 0313 0.32863 0.2] 0.5950 0. 74210 Q0. 93401 
0.4| 0.9615 0.42839 |0.9|] 60.5020 0. 796981 60. 35228 
0.51 9.2788 0.52050 j|1.0| 9.4151 0. 84270 0. 96611 
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四 、 勒 让 往 方 程 的 级 数 解 (9. 2. 7} 和 (9. 2.8) 
在 r= 二 土 1 发 散 


勤 让 德 方程 的 妇 数 镍 (9- 2.7) 和 (9. 2. 8 在 工 一 土 1 分 别 盛 为 
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这 星 用 高 斯 判别 法 证 明 级 数 (1) 和 (2) 是 发 散 的 ,而 且 勒 让 德 方程 的 任 一 个 解 
都 不 可 能 在 x 二 一 1 和 r= +i AR. 
高 斯 判别 法 ERAM D jus MElim lrr| 一 1, 则 比值 类别 法 ( 达 


朗 页 尔 判 别 法 ) 失 效 , 可 把 前 后 邻 项 之 比 表 为 


À 
o olt tp LI 


了 十 1 


其 中 p1.gü ws dB. 


GD 


CSS 


如 常数 1 一 We (rr 


xl. 
[A EE AED METE ESI M 
级 数 51) 和 (27? 的 比较 后 的 项 二 比较 太 的 项 ?具有 相同 的 符号 ,可 作 正 项 
级 数 看 待 . 现在 对 它们 应 用 正 项 级 数 的 商 斯 判别 法 . 
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这 已 是 (3) 的 形式 ,其 中 Ac 1. 根据 高斯 判别 法 ,级 数 是 发 散 的 . 
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这 已 是 {3) 的 形式 ,其 中 4=1. 根据 高 斯 判别 法 ,级 数 是 发 前 的 . 
五 、 连 带 邯 让 德 函 数 


(1—2)$ aite 
m ds 


Prier ?一 人 


PrOxl— Gr* — 3» 


Fa ZAPT GO 


PiCr)——a 1 —sin£ 
PG) — 30 23 e -Esini 3sinfcosd 
Pie) m 304^) - 3 C —cos20) - 3sin' 

1 3 FEES i 003,4. . . 15. 
Pit:r}= 30-74 Mr —CD-—X (sing + 5sin 38) = 6sing— EX 8 
PiGo-—15( zc B (cos — cos 30) = 15sin'ücos& 


PiG)— 150 aty? - D asino sin36) — 15sin'd 
PG= acsi ae 3x) 


* 476* 


(2sin28 + 7sin485 


= 
zh 


= lOsinfcos6— T uin? fcos8 


PIDs Ear) 
15 


(016 
, 0105, o dac 
Piizr)—105(l—r T= = Gsiuz0— sin46) — 105sin ficosB 


IO 4cos28— Teosi} — A6sint8— Ping 


, 195 


PiCr2—10501 — a (3— 4cos 28— cos 105 = ]O05sin*8 


g 
A. ERBAK 


z. 
pA 
| 2. 
n 
| 2- 
n 
£. 
a. 
TS 
$. 
| 3. 
ES 
| 5. 
Hn 
3. 
| 3. 
8. 
| 4- 
la 
ES 
4- 
| 4- 
|4- 


和 


s 


5.90; +0. 298 -0 035 || 8. 
7.00 O. 30G | —0. 005 f8 
T.16 f 10.289 | +9.025 | 8. 
7.20 | +0- 295 +0. 054 | 8. 
7.30 | 0-288 T0.083 B5 
7.40 | c 0.2798 | +0110 |9} 
7.50 | +0. 266 | --0.135 f$ 
7.80 Fo. 252 +0. 159 | 8 
7. TO Fo. 235 To6.1m [o 
7.80| *0.215 | c 0.201 |9 
7.90 | 00.1584 | 0.219 |9 
8.00 | +0. 172 | 40.235 | 9 
8$.10| r0.148 | 0.248 | 9 
8.20| +0.122 | -F0.258 i10 
8.30 | -rF0.056 | -0.266 |10. 
8.40 . 190. 
8.50 . 19. 


w bh n cn m Cm -2 
cO Oo n5 050 


Fr 
[v] 


— 0. 033 
— 0. 065 
— 0. 000 
—U. 114 
— 0-137 
— 0. 158 
~ü. 177 
—U. 194 
—0. 208 
— 0. 222 
— 9. 232 
— 0. 240 
— 0. 246 
— 0. 249 
— 0. 250 
— 0. 248 


+0. 270 
7-0. 264 
+0. 256 
+0. 245 
+0. 232 
+0. 217 
T0. 200 
+0. 182 
+0. 161 
+0- 140 
T 0-117 
+0. 093 
+0. 668 
+Ò. 043 
+0. 018 
-- 0. 007 
— 90. 031 


10. 40| —0. 243 
10. 501 —0. 237 
16. 60| — 0. 228 
10. 70] — 0. 216 


11. 80; —60. 002 
11. 90| +0. 025 
12. 00| 4-0. 048 


16. 80| — 0. 203 
16. 90| — 9. 188 
11. 004 — 0. 171 
11.160| —6. 153 
11. 20| —0. 133 
11. 30| —0- 112]- 
11. 401 — 0. 086 
11. 50| —0. 068 
11. 60| — 0. 045 
11.70 —0.021 


Ed xi |a Cai? | E 
1 2. 4048 3.8317 18.0711 | 0.1877 | 19.6159 
2 5. 5201 7.0156 | 21.2116 | 6.1733 | 22.760] 
E 8. 6537 10.1735 | 24.3525 | 0.1817 | 25.9037 
4 j] n- 79105 13. 3237 27.4935 | 0.1522 | 28.0488 
16.4706 30. 8346 | 0.1442 | 32.1897 


14. 9308 


h zi Tz 


T3 
00 , 0.0000 3- 8317 7.0156 10.1735 13.3237 | 15.4706 
0. 01 0. 1412 3. 8343 7. 0170 10. 1745 13. 3244 16.4712 
0. 602 95. 1295 3. 8389 7. 0184 10. 1754 13. 3252 16.4718 


A T Fg T3 EXI Gr 

0. 03 0. 2814 3. 8421 7. 0213 10. 1774 13. 3267 
0. 06 0. 3438 3. 8473 7. 0241 10. 1734 13. 3282 
0. 08 9. 3960 3. 8525 7.0270 16. 1813 13. 3297 
9. 10 90. 4417 3. 8977 7.0298 16. 1833 13. 3312 
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60.0 2. 3651 5. 4291 8. 5116 11. 5990 14. 6889 
80.0 2.3750 5. 4516 B. 5466 11. 6461 14. 7475 
100.6 2.3809 5. 4652 8.5678 ll. 6747 14. 7834 


8 


18.4731 


18. 4743 
18.4755 
16. 4767 
16.4787 
18.4828 
16. 4888 
16. 1849 
18.5010 
18.5070 
16. 5131 
18.5191 
18. 5251 
18. 5312 
16. 5612 
16.5910 
6. 5499 
86. 7073 
18.7630 
16.8168 
16.8684 
6. 8179 
18. 9650 
17.0099 
17. 2008 
17. 3442 
17.5348 
17. 6508 
17.7272 
17.7807 
17. 8502 
17. 8931 


: 
2. 4048 | 5. 5201 8. 6537 [ 11.7915 | 14.9309 | 18.0711 
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t. RBEGM 
(9. 3. 24038 X. T FER o SEP REX 


J.Greocosx» —]J. ir) 


N.G— ainne 
当 阶 数 "为 整数 mm 时 ， 
N-(z) 一 limNv Gr) lim UT Lro, Gn) 
is HE HREN, 


A Felt) .9 Lu) 
Nn Gr) E Cn 207 ] 


(—1»* j nd 
AR LG)- 35 peo s 2)" eor ose, 


1-0 


M. 


2 (—1X* zp" 
AKIPGJ3- £105 2 
C- 10 (£) [s z-Re-keD . 
OHTOTRED 2 . lo4HRT 


令 * 一 一 整数 六 ,运用 附录 十 三 的 (17) 式 ， 


al 《一 1 六 ( 2) | 
a| E£IDGd- 83-12! 2 wm 
- (—1»* (zj"" 
klnk) 2 


E 2 — (14 二) te], 


其 中 心 Nl hor 
一 | 1 E TIT 1l. = LI 
Clin l+ 2 T 3 Ter i In] 0. 577216 


这 样 ， 


NOE ze 
x [tn £c (14 L. xa ] 
=J- e) |In Zac] 


一 D nl ( LEA 2] 


kn 
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D 


TER XL MER o Anm BB s — mcr RI 


A| -ro[»£e] 
UT eot tg) (£7 QD 
BUR T.C 
JG) Š ETE "m 
MED nal z Jae 


H x Zím— 1} 
*a-—DIG-D6-2-0 n ] 


+ Saren ao 


EE rG-rD--To)5. 


利用 公式 了 (DPCT 一 由 一 一 


sinx 


l= sinn 3 Tir— Twe z z ) 


p ureceepéz) 


—vw- Zu 


仿照 上 面 对 * 求 导 ， 
Es| -courm 5 Da z ) A 
tXameern [下 
a mea 
=n $ bnl 


Bm 


* $58 (7 
HEPAT DmHEBy x TAHI —à41G20,1,2.-— 和 附录 十 三 中 的 公式 
《173 ,再 利用 该 附录 的 公式 POND 二 一 局, 并 在 第 二 个 求 和 式 中 作 指 标 


TOR. Lic k=n— m, Wl 
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alej = 
at nm 


—p? S m 
- (to zc) S 


Zi" 


njam)! 


1 PE 
(—1» 


marzo! xi Tnte 


(天 


Hla 


+ "—7mtl nlin—m)! 
由 于 
”和 
ra 《一 13r T m-- 3n ea (—]1»7** ( T wisi m 
2 ot z) 2d r) CD, 
因此 ， 
alef (opu [Ian £c) -c- n7 
Sv [s 7 E 
3 moahi z) T 
a-ó nl 2 
D" 1., 1 (2) mtz 
+ 二 本 aita tet) (3) 
以 (23 和 (3) 代 入 (1) ,得 
2 in x Y 《m 一 zo E A 
N.GO- Jn >] In £c] D z) 
1 《一 13e-= 1 1 1 m0 
Aae MH 
1 ẹṣ (—1»* z) mte 
x PETS iz] a 
JON Ga) — NuCr)JoCar) 一 0 的 前 五 个 根 
k Tı T} Xa aM 3a Er 
1.2 15.7014 | 31.4126 | 47-1217 | 62.8304 | 78.5385 
1.5 6.2702 12. 5598 18. 8451 25.1284 31. 4133 
2.0 3.1230 6.2734 9. 4182 12.5614 15. 7040 
2.5 2.0732 4. 1778 6. 2754 8.3717 10. 4672 
3. 0 1.5485 3. 1281 4. 7038 6.2767 T. RART 
3. 5 1. 2339 2. 5002 3. 760B 5-0196 85.2776 
4.0 1- 0244 2. 08098 $. 1322 4. 1816 5. 2301 
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A. URBODUUETUEATSE  WEREOXTETURÉÉE 


t3 ACE ESI E 

z z LG) 
0.0| 1.0000 3.1| 5. 6.1 73. 663 67. 318 
0.1| 1.0025 0.6501 [|3.2] 5.7472 B.2| 80.718 73. 886 
0.2! 1.0100 0. 1005 [|3.3] 6.2425 8.3| 88.462 B1. 1060 
0. 3j 1.0226 0.1517 [3.4 5. 7848 B.4 96. 962 R9. 026 
O.4| 1.0404 0.2040 [3.5 7. 3782 6&.5| 106. 29 9T. 735 
0.5! 1.0635 0.25798 W3 Gj 8.0277 8.6| 115. 54 107. 30 
0.6| 1.0520 0.3137 |3.7| 8.7385 8. 7| 127. 79 117-82 
0.7| 1.1263 0.3719 |3.8| 9.5169 8.1404 |6- 8! 140. 14 129. 38 
0. 8| 1.1565 0.4329 ]|3.95 10. 369 8.9128 ]6.5, 153. 70 142. 08 
0.9| 1.2130 0.4971 ]4.0| 11.302 9. 7595 7. 0| 168. 59 156. 04 
].0| 1.2651 0.5652 |4. 1| 12. 324 10. 588 7. 11 154. 95 171. 38 
J.1| 1.3282 0.6375 /|4.2| 13. 442 l1. 706 7.2 202. 83 188.25 
1.2] 1.3937 0.7147 |[4.3]| 14. 668 12. 822 7. 3| 222. 66 206. 79 
1.3| 1.46383 0.7973 ]4.4| 16. 010 14. 046 7T. 4| 244. 34 227.17 
1.4| 1.5534 0.8861 ]|4.51! 17. 481 15. 389 7. 5| 268. 16 249. 58 
1.5] 1.54657 0.9817 ]4.5| 19.093 16.8563 7.6 | 294. 33 274. 22 
1.6] 1.7500 1.0848 j4.7| 20. 859 18. 479 7. T | 323. 088 301.31 
1.7| 1.8640 i.1963 |4.8| 22. 794 20. 253 7. 8| 354. 58 331.10 
1.8| 1.9896 1.3172 ]|4.9]| 24. 515 22.198 7.9! 389. 41 363. 35 
1 9| 2.1277? 1.4482 145.01 27. 240 24. 336 8.0| 427. 55 398. 87 
2.0| 2.27986 1.5906 [5.1| 29. 789 25. 680 &.1| 469. 52 439. 48 
2.1| 23.4463 1-7455 (5.2| 32.584 23. 254 $8. 2| 515. 5B 483. 05 
2.2| 2.68291 1.3141 ]||5.3| 35. 648 32. 080 8. 3| 566. 26 530. 96 
2.3| 2.8296 2.0978 5.4] 39. 009 35. 182 8.4| 621. 94 583. 66 
2.41 à. 2. 8.5| 683.15 641.62 
2.5| 3. 2. 8.6; 150. 46 705.38 
2.6) 8. 2. B. 7| 824. 45 775.51 
2.7, 3. a. &.8| 905. 80 852.56 
2.8' 4. 3. 8.0: 995. 24 837.54 
2.9 4. 3- 9. opes. 6 1030. 3 
3.01 4. 3. 
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LE) CEEUCI E 


£ | Kiz? 
0.1 0.1008 | 0. l4.1| o 0.011L 
09.2 6.0893 | o 4.2| 0. 6- 0095 
0.3 0.0791 | O. leal o. 0. 0083 
0.4 0.0702 ; 4$. 4.4| 0. 0. 0075 
0.5 0.0823 | 9. 4.5| 0. 6. 0071 
0. 6 0.0554 | O- lai 0 0. 0063 
0.7 0.0492 | o 4. 7| o 0. 0056 
0.8 0.0438 | Q. 4.8] o 0. 0051 
0.9 0.0390 | o 4.9| o 0. 0045 
1.0 0.037 | 9. 5.0. Q0. D. 0040 
L1 0.0310 | 6. 5.1| o 0. 0036 
1.2 0. 0276 o. s.2| Uu. D. DO32 
1.3 0.0246 | 0. 5.3| o. p. 0029 
1.4 0.0220 | œ 5.4| Q. D. 0026 
1.5 0.0198 | 0. 5.5| o. 0.0023 
1.8 9.0175 | € sal o 0. 0021 
L7 0.0156 | o 5.7| 0. 0. 0019 
1.8 0.0140 | € 5.8! 0. 0. 0017 
1. 9 9.0125 | o. 5.9| 0. 0. 2015 
2.0 0.0112 | 0. 6.0] 0. 0. 0013 


JL. RIERA 


‘一 ) SR ULICTUR EOS 

在 半径 为 rH PE REOR RC REL 267 ENERE RAE EA N j: 
Uiar) ,其 中 心 ERRET KAA SR UE RE HAE E. 

HB Gom N”, 


UN? y= [* ti ridr = [d eue Frar. 
这 就 转化 为 计算 Tu GB ME. 引用 (11. 2. 105, 


z . ^ 
UP ( [ri SER Joss aero tuse]. co 


进一步 的 计算 取决 于 边 异 条 件 ， 
第 一 类 齐 次 边 罩 条 件 jiroy?= 一 0: 即 Jar 一 0. 式 (1) 起 为 
* 4847 


z 
NP TI A Deui Gere) J. D 


第 二 类 齐 次 xu 3k EF [disk r)/dr |... 一 0, Bp B lin (kr) — deas 
Gro) /2r, = 0. HAER E se CD PIE Jos Gun, 


Ne [i RD Oner T. (32 
第 三 类 章 次 边界 条 件 iOS n +H Cdj Gur) /dm Jeer, — 0, B] 
2r. — H 


Ua dea Cur EHE aua Charo) =0, 
To 


RIF SESETEZ X OD PAI Jikar) 得 


ref HD Gu /H -—-1) 104-1) 
T E 


JOmo. (42 


uq Elo 
CN] 4k, [n 
(二 )》 球 见 塞 尔 函 数 表 


he) z hir} 
0.0 i 00000 0.00000 | zo 6. 0. 43540 
0.1 0. 99833 0.03330 | 2.1 0. 0. 43614 
0.2 0. 99335 0.06640 | 2.2 p. 0. 43455 
9.3 0. 98507 50. 09810 2.3 o. 0. 43065 
0.4 0. 97355 0.1321 | 2.4 o. 0. 42452 
0.6 0. 95885 0.18284 | 2.5 o. 0. 41621 
0.6 0. 94107 0.19289 | 2.6 o. 0. 40583 
0.7 0. 92031 0.22210 | 2.7 0. 0. 39347 
0.8 0. 89570 0.24999 | 2.8 o. 0. 37924 
0.9 0. 87036 0.27639 | z.9 o. 0. 36326 
1.0 0. 84147 0.30117 | 3-0 a. 0. 34568 
1n 0. 81019 0.32417 [3.1 0. 32663 
1.2 0. 77670 0.94528 | 3.2 0. 30627 
i.3 0. 74120 0.38438 | 3.3 0. 28475 
1.4 0. 70389 o.3838 | 3.4 0. 26225 
1.5 | — 0.86500 0.39617 | 3.5 0. 23892 
1.6 5 — 0.62473 0.40871 ]3.6| 0. 21495 
L7 0. 58333 0.41893 | 9.7 | 0. 19051 
1.8 0. 54103 o.42679 | 3.8 | 0. 16578 
1.9 0. 49805 0.493229 | 3.9 0. 14092 
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续 表 


E hiri jir?) x hir) hir) 

4.0 — 6.18920 0.11811] 7.0 8.3855(—2) | —9. 4292( —2) 
4- 1 — 0. 19958 0. 09152 ‖ T. 1 1.0267«—13 | —8. 1554(—2) 
4.2 : 0. 20752 0.06732 | 7.2 1.1023€—1) | — 6. 9183(—2) 
4.3 — 0. 21306 0. 04356 | 7.3 1.1650(—1) | —5. 8107(—2) 
4.4 —0. 21627 *0.02070 | 7.4 1.2145€— 1) | —4. 2851(— 2) 
4.5 -- 0.21723 —6.00143 | 7.5 1.2507€—12 | — 2. 8542€— 2) 
EAE: — 0. 21802 —0.02258 | 7.8 1.2736(—12) | 71. 6303€— 2) 
1.7 — 0. 21275 -0 04263 | 7.7 i.2833(—1) | —3. 2520(— 32 
1.8 — 0. 20753 —t.06148 | 7.8 1.2802(—3) | +9. 49:3(— 2 
1.9 — 0. 20050 —0. 078858 | 7.9 1.2645t —1)? 2. 1829(— 2) 
5.0 --0. 19178 —4. 09508 | 8.0 1.2367(t—1) 3. 3648(—2) 
了 |—-1.8178C— 159| 一 9 5089€—22 | 8-1 1.1974(—1) 4. 4850€ —2) 
3.1 | —1.815:€— Di —1. 60871C—12 | 8.2 1. 14720— DD 5. 5351(— 2) 
3.2 1.8890(— D| —1. 2277€ —12 | 8.3 1.0870(— 15 8. 5059€— 22 
5-3 | —1.5703(— D! —1.3423€— D || 8.4 1-0174£—12 7. 3832( — 2) 
8.4 | - 43167 D| —1.4404C—1D | 8.5 9. 38400 — 2) 8.1877(—2) 
5.5 - 2828(— D| — 1. 5217 (--1) | 8.6 8.5395(— 2) 8. 8851(— 2) 
5.6 | - L1273€— D) —1. 5862(--12 | 8. 7 7.62030— 2) 9. 48]0( — 2) 
5.7 - 9. 6611725; —1.5338C— 2 | &.8 6- 6468 — 2) 9. 9723( — 2) 
5.8 | —8.0104(— 2) —1.6649€-:321 &. 9 5-62840(— 2) 1. 0457 (— 1) 
5.9 | -85.3369( -2)| —:.6794(— :3 | 9.0 4.5791(—2) 1. 0632€ — 12 
6-0 | -4 55686 2)| --1.6779€—12 | 9.1 3.5056C— 22 1.0800€— D 
8.1 -2.98630—2)| —1.6609(—15 | 5.2 2.4227(—2) i. 0858€— 1) 
6.2 | —1.3402€—2)| —1. 828-1) | 9.3 1. 3382(— 2) 7. 0813(—- D 
63 f —2.8689(- 9| —1.5828€—12 | 9.4 | 4-2.6357(— 32 1. 08663C— 2 
6.4 82110723] —1.5234(—12 | 8.5 | 7 7. 81060— 32 l 0413C—:) 
8.5 3.3095€—2) —1.4515C— 13 T 8.6 |- 1. 8159(— 22 1- 0068(— i2 
8.6 4.7203 -2?) —1.3682( 13i 9.7 | —2.8017(— 25 3. 85825(— 2) 
$7. G6f4250-20) —1.27485(- D | 9.8 | —3.7396(— 22 8. 1126(— 2) 
B F ! TOTUÉ40 2) —1..737(— 1D | $9 | —4.8216C— 22 8. 5149(— 2) 
5.0 &.28320—21| - LL 0807(— 1) -4402(— 25 7. BA467(—2) 


T C aO Kg x107",4591.--1.9178C — 2 BE — 1, 9378 XC 107. 
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三》 PRUDEKIRIS SEBUSE rie 


ag 


jo GE 3; C22 HAEA ntn 


EO 


I 


EL 


3. 141593 
6-283185 
5. 424778 
12.566371 
15.707963 


(quo RULES ESEESE EU 


4. 493409 
7. 725252 
10. 204122 
14. 056194 
17. 220755 


18.849556 
21.951149 
25.132741 
28. 274334 
31. 415827 


20. 271303 
23. 519452 
26. 656054 
28. 811599 
32. 956389 


hcx) 的 前 七 个 零点 , 即 方 程 nj Gc) — 25 (0z) 的 前 七 售 根 atn 


< 


tU 


常 微 分 方程 


叫 作 埃 尔 米 特 方 程 . 


—0. 36741 


+0. 28469 
— 9. 24062 
+0. 21221 


十 、 埃 尔 米 特 杀 项 式 


y -2ry 二 Ay=0 


(— cox roo) 


— 0. 14195 
+0. 17657 
—0.16437 


《17 


xzo 一 0 是 埃 尔 米 特 方程 的 常 点 . 在 v. 089 30 5 E09 ER ARR 
YETI =o yt Te Ge, 


À 


= AG — 0 


yir) =1 + 


yr) =z 十 - 


21* T 


(— A4 — ADe Cin — 4 — à). 
GUI zm 


2—4 


zt 十 d- 


31 


(2 — A306 — D- (dn —2 — 


z’ 十 


O DE Ds 


(Zn + 1)! 


(2) 


(35 


atl 4o 
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级 数 的 收 敏 半径 为 无 限 大 ， 
如 》 为 4 的 倍数 , 则 yw(z) 退 化 为 二 1 次 多 项 式 . 如 4 为 个 数 但 不 是 4 的 信 
数 , 则 y hEN A 次 多 项 式 . 用 适当 的 常数 乘 这 些 多 项 式 使 最 高 泗 项 成 


为 (2z7 S9] fede JOE b om NE HC). 
于 4=0， 有 五 一 1， 


A=2， 五 :一 2r。 

A 二 44， H;—Azx— 2. 

À—b, H;,—8z5—12z. 

A—SB, H= 16z*—48z* 4-12. 

4 一 10， H;—323?—160x!4-120z. 
À-—12, H,—64a* — 480x* d3- 720r —120. 


HR Gnome" E es OBS A IRR RO TT TE o= OD AB SL ERR 
开 为 泰勒 级 数 


wun)— Re) 二 e» 


LI 


DEAD (COE E EIMCORE. S DPIGOS LU TAQGU:21 Yi, 
E3I E 


F ww. 


ux 


aF 
g 204 MP-—0. 


EL BOT SE GD A4 A. . BL RS o3 
— z" = pt! 
之 HG. = 2i 2H, GOTT 


DU = pi = P 
z nH.G) t 之 2H. — 之 22H.Cz) rp —0 


BS P3 352 ha 810 3I E ,得 
H,(z)—22H, i02. (5) 
Hanı G)— 2zH. r2 + 20H, Cr) — 0. (6) 
JE CO XE HL n 全 换 为 na 一 1, 得 l 
Hac) —2xH, lr tH 20n— DH, a 2 =, 
利用 (5) 把 上 式 改 写 为 
* ABR 


H.G) — 2x iH 2—1) H =0. 
Fn 
再 利用 (557? 进 一 步 改 写 ， 
HG) — LH, GO-- 3B G2 =o, 
Anm or que X E IOBER Fut X iE TE E 1E Cp iv E E: E 
REHAR ARET 经 具体 验算 ,得 知 并 不 差 常数 因子 . 以 ) 里 的 H, Cr) 
确 是 埃 尔 米 特 包 项 式 . gd 


— ll 
2Cn—1) 


re 
因而 叫 作 埃 尔 米 特 多 项 式 的 母 前 数 
《6) 式 是 埃 尔 米 符 多 项 式 的 渤 推 公式 . 
荆 然 H(z) 是 更 (t,x) 的 泰 甚 展开 的 系数 , 那 就 有 


dz 
上 式 利用 了 $ 2. 4 习题 1. XR E e IO EEUU WO EU 


埃 尔 米 竺 方程 (1) 可 改写 为 施 图 姆 - 刘 维 尔 型 


d 
a [ed le ,—o (— cox x00). (8) 


fF Artis PE sni e ZR DE JÉE [8 XICTO EZER (9. 4. 120 ELI OZONE EIE 
REREH- ocre PRE e EE, 


-(—1Ye7 d" e, t7) 
t-9 


三 Halad H. (Cr)e "dr=0. (mn) (9) 


埃 尔 洲 特 多 项 式 HOR N, RTREBD WEIT RGRGSR COEUR CAT RMN 
得 ， 


Ni- 站 Dne Fe- as zu n. ao) 
TR TE DE FEE 820] ME ZR E GE (B [o] ERI HE RECO [ 01. $ 9. 4], XE] on anoo E, 
VARAROR NE ZETA OS EG in POE REL IRE f(x} 展开 为 


1 


ZRI ox 


1) 


[fion ce an, 
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T—. Hom SA 


Li p E 
ay" + Gay AAy—0 ara) (D 
n fEhr 3p; 8. 
+ 一 0 是 拉 盖 尔 方程 的 正则 奇 点 . 在 zeo=0 及 其 邻 域 上 为 有 限 的 级 数 租 是 
-a (AA 
yie) a| i++ s ltp 
(C-20—2--0—1—2 
GIy z+ |. 


+ 


RC HA RSS RE GERE. 
如 1 为 整数 , 解 yz 退化 为 4 次 多 项 式 . 用 适当 的 常数 乘 这 些 多 项 式 使 
TELE HR LO C x07 EU hr MOT TE iO ME LC. 
于 4008 LG2-—1. 
4 一 1， Liir)——r-l1. 
à=, Lostz) 一 了 -一 4 十 2- 
A-3,  Latz)— —2zx d-8x!— 18r 6. 
A—4. L.C) —x* — 16z! 4- 72x? — 96x 4- 24. 
A—5. Ls) — x? 1 25x* — 2002 + 6007? — 600z 4-120. 


(2) 


eon 


BU YO D= E s s Of QR ERE ROSE S] de es — OR URL E 


展开 为 泰勒 级 数 


VG P Lodi 《3) 
! 


现在 来 证 明 (3) 式 里 的 L(x) 正 是 拉 盖 尔 多 项 式 .既然 (3) 式 里 的 二 1.,(z) 是 


L,G)-- T 


d -= 
_ de 2. (4) 


上 式 利 用 了 $2.42] 82. 3E ((] RREA CO SCIE REPE EUR RO RUE TD 
rae ^, 
容易 验证 ,= 满足 
xz! Ür—n)r-—0. 
ERI e RF nx 十 1 次 ， 
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gab 5 keH 1) alo e (n 152071 — 0, 

REH u= BR 

zu" rt tat 1524 70. 
EROR. FAEH C —e "LOO, R LPR EIE 

xL" I wL +aL=0, 

这 正 涯 拉 甘 尔 广 程 (1}. 拉 盖 尔 方程 的 多 项 式 解 只 能 是 拉 羔 尔 多 项 式 , 最 多 相 
E XOT. 经 具体 验算 ,得 知 并 不 差 常 数 因 子 . (3) 和 (4) 轩 的 L,(x} 确 
是 拉 盖 尔 儿 项 式 . 函数 


e muc 
T.) 一 T 
ER mi nii E poss Z8 E AE PT BIG. 
EN DE RE EL eL Xr 


IE EGEGSPESSSCESG db UE E 
二 | ze bee y=0, (Qca«ceo) (5) 


TF 25 3 PEL gon] HE ZR de E (EE PR EC] TE. 303 3 O 4. 12) 的 特例 , 拉 盖 尔 密 项 式 
在 区 各 0<*<ee 上 带 权 重 。 E, 


F Lall, Cre *"dz-—0.  (msÉn) (65 
拉 盖 尔 多 项 式 的 模 N, 可 惜 助 微分 表示 式 (4) 并 累 次 分 部 积分 而 算得 ， 
N:= [L, Cx) Fe7"dz- (n1 Y. C 


TELHRCE PEL 8 20 RE QE TRE REOL 8 9. 4 ] E DEBT eo 上 ,以 
Tir 8 278050 7g Heo UR MERN FCD REOS 


fao 24 fA Gn, 
| (8) 


f= N Fr te dr. 


(n n 


十 二 、 方 程 x 十 migzr 一 0 的 前 六 个 根 


Tn 
17. 2788 
17. 2845 


o | 1.5708 
0.1] 1-6320 


4. 1124 
4. 7335 


14.1372 


7. 8540 10.9956 
7. 8667 11.0047 14.1443 
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- 4559 18. 5497 
- 5164 18. 6209 
« 5537 18. 6650 
. T080 18. 8496 


90.2 1. T. 14.1513 17. 2903 
0.3 1. 7. 14.1584 17. 2961 
0.4 1l. 7. 14.1654 17. 3018 
0.5 l. 7. 14.1724 17. 3076 
0.6 l. 7. -1795 17. 3134 
5.7 1. T. . 1865 17. 3192 
0. & l- T. 1935 17. 3249 
0.8 1. Te 2005 17. 3306 
1.0 2. 7. 2075 17. 3384 
1.5 2. 8. 2421 17. 3649 
8.0 2. 8. 2764 17. 3932 
3.0 2. [3 - 3434 i7. 4490 
1.0 2. 8. . 4080 17. 5034 
5-0 2. 8. . 4699 17.5562 
8.0 2. B. . 5288 17. 6072 
7. 0 2. &. - 8847 17. 6562 
8.0 Z. &. .8374 17- 7032 
9.0 2. 8. + 8860 TIT. 7481 
19.0| 2. 8. .7335 17. 7908 
15.0 | 2. $. : 9251 17- 9742 
20.0 | 2. 9. . 0625 18. 1136 
30.0) 3 B. . 2380 18. 3018 
40.0] 3. g. « 9417 18. 4180 
50.0| 3. 8. + A000 18. 4953 

0| 3 8. 

6] 3. B. 

3. 9. 

3. 9. 


十 三 、 厂 函数 (第 二 类 欧 拉 积 分 ) 


一 般 的 “高 等 数学 ”教材 都 讲 到 实 变 数 工 的 醋 函 数 
riz}=— [eee G0). (D 


上 式 右 边 的 积分 收 化 条 件 是 20.) ULCO SERE SUT. 085 D 函数 .根据 
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ERO)» 
en 
rL) = [eta = IET APIS 
一 2f ev “dv t= Yn. (2) 
x rGeD- f e rdc ETARE RAR 


ro) = Pe — ee-: 
D 


DG D aDGO,BI TGO- TaD. (» 
如 = KERR n. A COR 
Tort Da P6)-20G- DPG-10) —-—a21 TG) n! 7 


X IEIXM 函数 是 阶乘 的 推广 . | 
弟 推 公式 率 来 是 在 z 六 0 的 情况 下 推导 出 来 的 , 通常 你 用 它 把 T BEI 
z<0 的 区 域 延 拓 . 例如 ,对 于 区 间 ( 一 1,0) 上 的 了 , 定 文 


r= ren, 
r-ciERBO,.DEb,.Lbziu4iRTG-J-1dEOOudJEOR GE XS. pp 
faii—2,— D Ef r EA 


DG) rt) = Tt2), 


{æ 5 
z+ GO DE EAHA Mera N. 照 此 类 推 ,对 
FRK- nia D EBL x, 定义 


Tir) = 


1 | 
TT I Ta c9 (5) 


zta ERAO, DE ES PIG SECOS AUS EI. OE HE EAS 
BRODA, 


r0 一 ra= 
EEr Dre e EME dI. r= RAK, rtz) 就 是 


ADDA ELT KER r HT AN RER ER e Pe 
3h Lig GUT D EWESGÀXGEXHIDL REPRE M BOE, 


TG le -dt (Rez>0), (6) 
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TG =r kr), (D 


1 
z(zd-deeiEn—15 


mme DCOBmNSBERERL 事实 上 ， 


Tz } = 


TG) (Relist m>). (85 


roa [dre] cov, 
-11 . ,人 ~ nl 
roi. [ereta], Cocrp Tat 
B 1 
rotae]. ， 
~ : coul 
COOC DEZ 2le+?' 
B 1 
TGYM..-. [mp9] 
~ l cir ld 
(—52)6C -an piheg itn) ntatna' 
可 见 一 xn 一 0 或 下 整数) 殉 是 T(z) 的 单 航 点 ,而 且 留 数 为 (一 1)" Loi 
LIE Jap MCN Tipus I3 
X CONES Ross 
TG - 2, (9) 
Pe 1 d 1 
T C zo zii n A) ` ao 
ms-eE E Re aD 
=l 
i bn, » 
lim 1*2 * (125 
VE TG -277rGor( z+4) ， a3 
其 中 心 是 欧 拉 常数 , 下 面 是 这 些 公 式 的 推导 . 
在 定名 (6) 之 中 , 令 1 二 wt, 可 把 定义 改写 成 
rosz f eu da, a4 


BHi- BLR HOW 
TT — 2) 4 F F e tD uei Ce Ddrdy. 
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WEARI” y ob gr ERI o. 
reora-a-á (etg)? dp | etae 


一 之 É (ctgg)? lde 
在 右 计 的 积分 中 引用 新 的 积分 变数 c —ctg*g. M 


rerd—a)= | III unm 
土 式 最 后 一 步 引 用 了 $44.3 例 1. 这 就 是 公式 49)， 只 不 过 它 是 在 0<< 1 的 条 
忻 下 导出 的 . 根据 83. 4 关于 解析 延 拓 的 唯一 性 ,可 把 公式 :9) 延 拓 到 整个 算 
数 平面 而 取消 0<<z<! 的 限制 . 

利用 会 式 59) 可 以 证 明了 画 数 在 全 平面 上 无 零点 ,事实 上 ,假如 其 个 z 
是 T(z) 的 零点 , 则 1-. zo 必 是 TO-A A B T up RESP n REI t] 
话说 zo 必 是 正 整 歼 , 但 (4} 涉 已 指出 ,对 于 正 整 数 z DOO 2) :并 不 是 零 . 
出 此 可 见 Tx) 没有 零点 . 

lz) 只 有 等 和 ABOA REUS os A 当 z BERE — n" O0 是 零 或 正 


EPOR T uv — 


ET 


r meyid d 
T" Cz) |e- .—C—12 Ai pn’ 
l 


x+n 


[T' (0 Tiz) .~ 


因此 可 以 设想 

TÈ- > | zu 常数 . “(15) 
(15) 趟 的 证 明 大 致 如 下 : 取 图 Ci: 使 Tz) 的 单 极点 z= 二 0, 一 1, 72,7, —k E 
BI C, 区 内 部 .对 圆 C 上 的 解析 函数 n (GO — T GO /TGO — > [一 17(z 十 


nj 应 用 柯 西 公 涉 (2. 4.1) 令 oo, 用 刘 维 尔 定 理 C 见 2. 入 证 明 Jim gz) 是 
常数 . 
以 z 一 1 代入 (15) 以 确定 常数 ,结果 得 到 


T_T Sl, 1 
TG) 7 TO 7 之 n 2 E 


--c-i- EAD 


a=] 


* 495* 


KARLA. HtA C EAE), 


C——I" OQ/T (D. a6) 
公式 (中 的 一 个 特例 是 :二 整数 M 的 情况 
TH = (1-4 +g) e (CM 为 整数 ). 7) 
附录 七 用 到 过 这 个 公式 . 


拿 公式 (10) 从 1 到 z 积分 (积分 下 限 不 取 * 零 ?而 取 1, ix REED DO 一 
=œ), 


InP(z) — —C(z -1)—Inz4 x In(z+n) | 


se] 


-5 [二 -me+D | a8) 
这 式 最 得 相当 黑 装 ELE UTOR TELE REGERE PG Dome ERU 
点 , 贷 整 数 是 它 的 单 根 点 .于 是 ,代替 (15} 的 是 
PCz+iD X 
Fe 之 (=r) + 常数 
以 z 二 0 代入 上 式 以 确定 常数 ,结果 得 到 


I'tz--1» [1 1 
Triz+i} =C + 之 (+-+) ” 
拿 上 式 从 0 到 > 积分 (这 次 积分 下 限 可 到 * 零 "了 ) ,得 
InP(4-1)— -Ce S [4 ln(z4 n) |+ S Im. 


LE 


MGE ER X DOO —TG T 12 /z Al InPG2 — InPG4- 12 —1nz, 
因而 


InPGz)  —Cz —Inz + »3 [= -nea |+ £ Inn. a9 
《19) 式 比 t18) 简 洁 得 多 . 出 较 418? 和 (19) 还 可 得 改 控 常 数 C 的 值 
C= > [lmao D-n ]-tin[ 57d 一 一 Zin 2d 


-im [5i —ln DHJ- y -neto ] 


— 1,1 a 1 | È 
—lin| 1 十 2*3 EE i Ink) + limin z 1 
E 1 ll =), 527216« 
lim[ 1+ p 十 3 Mel p ink | 0. 577216 . (205 


《19) 可 以 改写 为 


通常 采用 上 式 的 倒数 形式 , 即 
ragat lla). 


这 就 是 公式 《113. 上 面 这 个 式 子 即 


1 . "as Eu A Ru seb. Sr 
Pos Slime t p i E e (Oben), 


3g C MIR GAOGUMEA Ex ifs 


l | , sm 十 1 zd 2. zd 
DG mee "UU. P 


— lim zleti izt?) Gk) 
m 1:2:3--—4 


这 就 是 公式 (12). 现在 用 公式 (12) 来 证 明 公式 (13). 把 rosirl 2x) 按 
DREA, KÆ TI2z) 也 按 (12) 写 出 ,但 其 中 的 下 改 为 路 ,于 是 


z rcr d 


kt 


TG» 
=lim 27771 GHY'2z Quz - 1) C+ 2R) E 
7 Sa 
| (D 
&—1 H à—2 a 
chm 22D aus lm ED, 


en (RI vk lim AIT A1 (024)] Ka 
BERGE GUIR = 无 关 , 可 见得 左 按 实际 上 也 四 2 无 美 . 在 左边 置 2l ,得 


=r r| < 十 二 | 
Tx 


=r l|. 
rí 2 | r. 
这 就 是 公式 (13). 
+ 很 大 的 T(z) 的 渐 近 公式 是 
DE deo Y BT, 
ITee) ~| z— ) inz— 2 nc. (21) 


这 叫 知 斯 特 令 公式 .斯 特 令 公 式 的 一 个 较 粗 赂 的 近似 基 
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Tir) le/e, dnÉGO-z(nz— 12. 
最 后 介绍 8 函数 ‘第 一 类 欧 拉 积分 ), 它 的 定义 是 


Bip,q)= [^7a-oc. (22) 
HERE O4, 
TGOT(G)—4 NM daž ia ye drdy. 

把 “直角 坐标 ”x 和 y FA REB e 和 p 

TipoTtg)=4 [ep dp NEL 
按照 定义 (i147 ,上 式 即 

TDD =T pg) f" sin- 'p cos”-1g dg. 
在 上 式 右边 把 积分 变数 改 为 t= sin*g, M 
TOLD =T pHo) 上 BO cd, 


Bp 


TDT) 


Bipig)— T4 


(23) 
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习题 答案 


$3.1. 1. CD. 以 厌 点 为 圆心 而 半径 为 2 的 圆 及 其 内 部 ， 
《27a 与 5 的 连 线 的 垂直 平分 线 ， 


D zx> 寺 的 于 平面 ， 


《4) WHR v—1—2z 及 其 内 部 ， 

(D 射线 pe 与 rr 有 .直线 x 一 a 与 x—5 所 围 成 的 梯形 ， 

(D APPA z<<0, 但 除去 圆 (x 十 1)* 十 y*: 二 2 及 其 内 部 ， 

CÓ AFFE 0, 

€ Miry y =g, 

(9) XX Hi £& 75 — 4^ a, 

(O0) EFT TRE XE f CUTS 8T PLAGAE rU PS fr 
2. (13 e"? ,costx/2) T-isin(x/2). 

(22 e".cosr-L-isint, 

(3) Ze"^ ,2[cos(x /3) J- isin (1/3) ], 

(D [25in(a/2) Jernet, 

(E) Ge —3zy^2 Hir y — y 2, pe?*, p (cos3p-Fisin3g) , 

(6) eefe Cos] -isinl), 

(PD —i.e"* ,cosC3n/2) +isin (31/25. 


3. (1) ( | JEFF tati V ATE] v 2 f, 


(2 gait im 3) ` 


(3) e V5 im, 

(4) ev tim, 

(5) cos*p— 10cos?g sintet 5cosg sin*g, 

(6) 5cos'e sing— 10cos*g sin?g-d- sin^g 
i 


D [sinf n+] p—sin £ J/zsin t. 


(8) [cos £ —cos[ 十 二 g |/2sin f 
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$1.2.2. 


8 1.5. 1. 


(D lee *)aina +i detect cosa, 


(2) Xe osoti L (e! eDsina, 
(32 iCZn-- Dm, 

GOD 1, 

(G2 chr, 

(6) ish, 

(7) costs, 


(8) isinz, 


(9) g se Y jer 


- 二 x 十 2nx 一 ilnk2 二 M3 )， 
$ 1.4.2. 


(1) —ie*--iC, (2) ze", 
(3) 2sin2x —i(ef —e-i*) 
ette 1* —2co82x 
OD 1/2— le, 
(5) fz, 
CE) z^(1—1/25. 
C zi, 
(8) z'(1—2D, 
(0) z+, 
£10? Inz, 
(1D) —ilnz. 
2 (o8) + au -0 2 (oZ) - 18$, BB (1.4. 22 和 
Boop ep 
a. 4- 30 TE BE AE 1j PERAR RERELA E CAIERHENDE 
程 . 
fr A OZ, — DIN EAR < 一 2 相 切 以 及 跟 直 线 y — — 138 TS [BE 


Br Ctgz, 


L 


2. Cinz- CCo 4-1C 3). 

3. Cailns 十 万 >。 

d- — Ci /z- GÀ 4 FiC4). 

5. 9/2rR( 高 斯 制 . 

6. 这 两 直线 各 交 复 数 平面 于 一 点 , 取 两 交点 连 线 为 实 轴 ,了 权 连 线 中 点 


为 项 点 ,参照 第 3 题 复 势 24gln[(z 二 al/iz 一 ea)], 电 力 线 为 图 族 xz: 十 
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Cy — Cia —a* (1 - 1/CD), ESI ER 3o DLE [:$— a (0, 2-197007, — 12 


+y” = 4Csa*/ (0,— 1. 


81.6. 0D 一 阶 支点 e —a 和 e — oo. RA I Fn] FPE 3b HELGA x 0REAR Z7 DJ 


$3. 2. 


8 3. 3. 


T=. 


(2) 一 阶 支点 = 一 = 和 x 一 6. 获 曼 面 有 两 叶 , 在 每 一 叶 上 从 =a 到 = 一 
丘 作 切割 ,切割 下 兰 连 搂 于 第 二 叶 的 上 岸 ,第 二 时 的 下 涯 则 连接 于 


第 一 叶 的 上 岸 。 


(3) 无 限 阶 支点 z 一 0 和 x — oo. SE E JO ERE EL TERT HEA = 一 
0 到 = 一 =“ 作 切 割 , 每 一 叶 药 切割 下 岸 连 接 于 下 一 叶 的 上 岸 。 


(45 E a ,但 以 z=a E z— 0. 

3. D. |z—i| ^ 1. (2) |x—2|—1. 

G2 |z| x00; RE z JC RU EE PC 
(42 1z|=e. 

(5) |z—3|—0; HE zz5 ARAR ER. 
-DAD 至 少 等 于 只 和 RH ERU n. 
(3) R,R,. 《4) Ri/R,. 


p 


.2-5:8 
4n at 
(G—1» | (Cw 
2i* * KL 


lí m egy 


(g—iy e 


(3) mi +~ : 


(1—m)(1—2m) 


站 
(4) 十 十 21) 
fi». 
3:13, 2] ~ 
O e[1- ere un . 


了 工 loa. 
g7 192^ 十 . 


31m? 


(6) In2-4- --a— 


z 


CO ef 1— 2 


eMe). 


- à = 
(8) sin?z— 1 EM D^ asp os e= sinl] x 


{z 


Dix (E 


" 22 
(7D Gor 
1 


J 5 Z rt _ 一 mw3 rat 1l {4—5Y "M 
83.5. QD zr qe vr MP TES 十 


(25 Dt 15*. 


QD 一 之 ee D—14 G—1)—G--D-- (—D!-— 
(42 ARM z [7 1089 DIL HD RET Hoo 二 0 并 不 是 奇 点 ( 奇 点 县 z 


= 1». 应 用 (3， 2. TORESETE E |z | 27 10 10 17] «1. 1-4-1- 
1 1 
6x gas 
G) F gen parny, 
&——1 
(8) i622 (6-4- t1! —9.g-ctD yet. 
e -2uhs- p 
(8) PX " -Me 
(9) hex 2—0.— L.EML L z1, 
— 一 3-1 
Q0) 青 点 x 一 o. 2X Dci. 
一 #1 1 
(11) 8 Hz DX 1) GE Oa 
1 1 1 
(125 Aar D, z 3* rid 
-1 
aa zli) (zti) D+ 
ni Rec 
IPSE ;3 t2 
ze S-F 
Á B 一 u 
45 PNE Es > > l 2; >e | 2278 
k=] Z 上 一 一 so rem 2 "T0, Ex 


8 3. 6. 


$ 4. 1. 


8 4.2. 


是 一 了 


(155 L potaz tarit eetk be ide S pu 
x z5 z* nx z 


OD mn 阶 极点 ， 
(22 m —n Erf dx. [E fin men NJ dg AR. 
(32 极点 , 阶 数 等 于 mA s PRHKA T. 但 如 m= 则 阶 数 可 能 二 


m 


t2 


e cr 


ul 


nmi, 


. 《1) 单 极 点 一 1, 留 数 1/e; 本 性 奇 点 c=, 留 数 一 1/e. 


(25 单 极点 1, 留 数 1; 二 阶 极点 2, 留 数 一 1， 

(D R A tia Mi et /2ia LISTES 0o, BEN Ce" 7872 /2ia. 

(D BUE A tia BL e/a pE oo. ERE Ce — e ia. 

《5) 三 阶 极点 as BHRCCL ray 227 iE PEE oo MR (172/206. 

{6) 单 极点 士 1, 留 数 一 172; 三 阶 极点 0, 留 数 1， 

(7) ZHR MATA. 

(8) a RLL ERIT Oat a Da 阶 极点 
co, HAC 1a)! lial] 

《3) 本 性 奇 点 < 一 1, 留 数 一 t. 

(10) BR A eh 012905 0,1,2, 7 28 — D BE — e 0 7/2. 


. (1) 一 mi72. (2) — mi. 


(3) 0. (4) — zi. 


-ra), 这 结果 正 是 柯 西 公式 《2. 4. 3). 
0D 2z/ v 3. (2) 2z/ (1—68)»**, 


(3) x(1-4-80/0 —€20..— (4 (a— v at Rn. 


(5) xf wa 十 1， (6) n2e/ (1— €. 
(7) n/2v/2. 
(8) 2x[ 1*3*5* (2n — 12 ]/L2:4* 67 (22) ]. 
0) Y 2. (2) x/200. 
(3) n(2a--5) /2a* 5a tby. 
(4) x/2 w 2 d. (5) x/2. 
(8) w/4a. (72 x/nsin[s(2m -- 1 /2n ]. 


. O2. [eos m/ w 2 2--sinGn/ x 2 2] V 2 ne m E fA. 
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$ 5.1. 1. 


(3) (1—e "2n/2a*. (32 n/e. 

(43 ev «2, (5) (1 -maDe^""n/4a*. 
(6) Ce" /b—e' * /a)n/2Ca! — 5), 

(7) n/2. 

(8) Zxie"7" ,0. 


ce 


2 Z k+ 4 CE, 


*-11— 


i TX Lain az 


1 g cos inet. 基 波 消失 ， 


fl 
. Least. 一 CD oss 2 ACD ang 


(12 PES 这 个 傅 里 叶 级 数 只 有 两 项 . 


(2) 1 + 2 9 jed'coskz, 
下 =1 
2sinxaf 1 z ecoser 
o EE S Mc pta ipe 1! 


2shex[ | v (— ]D'coskr 
(4) TET PED ES | 


一 ai 
l + 于 cosz 4 2> 5 £ cU ——-—-cosPnx. 


(5) x 


mi 


2k 


.OD Dbsinkz ;二 去 下 一 RSLI 十 (一 1)'*'cosax ]. 


El 
(2) 2)(— 1) [2E panes. 


(3) E | sinx-L- 本 sin3z 十 言 sin5z 十 …】 ` 


llo 2 N^ Cc H os I 
(OD ck 7 2 ee Te 
a _ dex 1 (Zn 一 1)rz 
(2) 2 十 x2) rq 7 - 
do 8x 1 (4n + 2)zx 
GU 之 Gn R29 5 poo 
> [ (—1Y*u & cos Cn Dnr 
全 | Ca 十 Dr a-i 275 -c 


(25. ?) 


-i 
8. THÈ + Iz pon PRSE 


$5.2.1. 实数 形式 :4 (二 — [coseT + wTsineT — 1]&/xe? Blw) = LsinwT— 
wTeoswT Jè nw. 


复数 形式 :3 | Lem pire ). 
a CH/sOrect(r /212. 
.BG)— 21- coseT 


tl 


2 
3 

4. OD Ren. (2) Bl ERE. 
1 2c . 

5 i[ rd 

§ 5.3, 2. | coswrdo. 


8 6.2. D) w/p — ) p/p a). 
(2) e/[CGe-- 205 tath Cod 20 /L Gp HAY +a]. 


(3) 1/v p. 
(e? 
$6.3818 6.4.1. (D) Pe (2) 3ch: BP 3(e' 4-e72/2. 
(3) yt) —e* zt) je”. (4) 2t*e'/41 
4L 


2. in R'— c9 jo m Fe 


2 fi 
m g! — 0, W pom Eeeh VRAC 


. 2E _ 5 
VR! — AL/C 2L 
i 
in gt Sco, RM jq) — — LE. e ein VALER, & 
V ALIC— R 2 
— C;C,N, -cl C,C,N, Dcu 
NUNC. EE EOLA Ot ! 
CC No ca 
ta 60€, 65 ^ 
1 | 1 m M 
tomga 2 一 二 ce] 。 e 一 
i t D EWCe —ÉRC — 
. $. jo FID | sine dh cosa |— RL LCa" ,第 一 项 也 
可 写成 一 一 下 一 sintax 十 9) er - 
v R+ 1/C*aft 
= AIC COS —HBrC s0 |, 
v Rip /Ci v RIF I/C t 
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Al 1 
na af — mat E 


zT = l x [eoem — e 9n ddr, 


6. TG 


[ «sin S — H sinon] . 

& Tc) = [e 7^ car. 

9. 膨 分 部 积分 法 可 导出 公式 eprdp = ze pr — 2 — D x 
epr-zdp. vic m S AMICI C: 一 0,C1 关 0, 一 次 又 一 次 分 
部 积分 可 得 SC) 为 1/P 的 多 项 式 ,相应 的 原画 数 必 亦 为 多 项 式 ;如 
J. 为 奇数 ,可 选 Ci — 0,0, H 0, 亦 得 多 项 式 . 但 如 必 不 是 整数 , 则 不 


可 能 得 到 多 项 式 ， 

10. 4 应 为 整数 

11. 9! — &/m. 

12. (12 e "x/2a. (2) x/2. 
(2 (O—e Daz/2.. 《4) m/f?, 


$7.1. 1. wa— a ts =Ù, 


2. uu= a" Biru) ,光标 z 以 惟 顶 为 原点 ， 
3. us atu. d Tu, — 0. 
P 


S. cpu — [E aut ZG 2 duo |= Q^ Rc Q 是 开始 
时 屠 存 的 水 北 热 密度 . 

6. cpu, — k&u — jr. 

7. uu — raf 2| e-a% |=0. 


8. e c BEBE RAEE ER Mig S| 179 ] utum. 


9.6,— 79, Jer I BAEK TA MERIA. 


10. Jf z AA KED. a 为 水 的 质点 的 z+ 方向 位 移 , 则 x, 一 


FLE AN . 
87.2. l ulos Fo- Ada TAEA] E), — FohG— x2 TELA] 
上 ). 
2. Y Sus |224 Fo tY Stir | zm = Fo. 
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$7.3. 1. 


a — fu. lz=0= ga DIM MEL 


. Bg sb bs o SR EET. PEDE s Bl Cou/ap-A- Hu) lpr gsingCOsc gs 


T), -—Ü(rmgEL2m). 


- 否 . 在 振动 过程 中 ,点 x= 并 不 是 折 点 . 
. 把 连接 处 的 坐标 记 作 x 二 0, 则 


wu" Jamo mut [zeo Y) Sul |se mY! Sud |... 


. 电势 & 连续 , 即 ul eul l AREA. I IA e: 


Ei, Bf CE' au' /an) |z— (el ew I /an) |z. 


. 设 两 端 分 别 在 之 一 2 和 r= r MRE m—Fe 点 分 界 . ue — Ch! fe! 


pw = eu | ous! |- = Orter! — (K ! /c! p! Oud, —0, ut 
| -一 at T LL |a= =u l p "ir [z-., 74 Eyd ls. 
OD 令 E—y—z.-x.l unt Eut ut umo. 

(2) & E= ry g= 3r y Fl] dus uet 324 — 0. 

(3) & £— ,— 2x .2— x | tig dre t ti — O. 

(4) 对 于 3<0 他 £—242 i 一 Ys 二 一 此 Y — y, Bil c£— Ptit 


到 (ma 一 ao) 一 0 对 于 yl0.,4 =ar, g= V y W) settim 


1 


Luc. 


7 
(5) 对 于 x 之 0, 令 £— 3 yc V —ay ap y CO — XY M] us 


1 3 
BEY He tig) 0. 对 于 20,4 £— yum — Y e N 


1 
agp F tim t 35^—9 


(6) 4 £y! qm M suut deua ura m. 
(7) A E—y'-Ee* g— y'— e* Wl] ACÉ ae Huete — 0. 
£ 1 


eO 令 umet Eo, M va tust t-g- +A )e=o. 


4 


G6 uet 


sehe ey, BN v. — 1,770. 
$ aa? — 
(3) 令 neta B En, i v, Eta, o. 
(4) S u—e "77, | v., — 10» — 0. 
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$ 7.4. 1. 
v= Acosh Cr =at), j= v C/LAcoskGr —at). 


-tud 1 1 {7 
je (eG + an + eo - and S geyde). 


S u= 


£1 


7. 
8. 
8 8.1. 1. 


8. 


6. 


G) Q £y a/g — eau m EP M ve t oy H 


pi ol 
(= : 2c xijv 


uccgXx —aD. 只 朝 一 个 方 商 传播 . 


.w= {HLz— Gat 1 Hz— Ga] as 


二 [CA (xat) faltat} ]. 


于 :> alau 一 二 [pz + at) + giat — 22] + | "eoa n 
z X P TEE tg eosol: 一 Z] — s, 


— R= V L/C, AE v L/C UHR EH Br. 
u= F iara),  —4Asime(i—zr/a)UCF fa. 
AB LER =F U xoa TOO n. —Fwyretd — x) UD nu 


m. ub0r.g4)— 


ZF - : 
Tz z DE. Rn hein cos 2 


Bb N 1 . (Zkt lar tl 
EK — À FÉ i 


ae E "guine i 
. DPE miro — 9r xn 4-82, 


.., duoi i x. ntal. nm. 
: > 3 Asin A BU sin AP. TT 
T? 4 m 一 ] H H i 


加 ”初速 xocos M B-Cx«xyd-8), 


Buð 1 1 sin eog HO in nnat nn 
nia iom i- [ 2n) Mn I cog 7 sin Uu sin I 
i 


u= 


RE 1 (2n T 15nat nr 1x 
cos 1 . 


ox? (nc 13 i 


(YH 


ON i» 


YS iz (2n ses 
定 解 条 件 是 和 站 | = Ov pL 一 ( RHE È) J | -一 Dj 一 mm 
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Tu MEL 一 i Jima = 0. M vir.) = u 之 z pes er pre 
(atl nr 


2i 
7. 以 重力 作用 下 的 平衡 状态 作为 基准 来 计算 位 移 x, 则 斌 定 方 程 是 
齐 次 的 . 


sin 


Ce 

ukr psi 1 sin - 2 ”2 

» na L [a "uL Fi i sin " + 
2 
Bariv B; a'—D. 
ANS k - 
9. uD Ni CEEDRE 对 于 较 大 的 
tulat) = No— ee a “sin T. 
PLE 

10. LODEN det OR Zine 

E ym 8, H 

d, datats 
对 于 较 大 的 at A08, e` cos zu 
" endi 
11, prime yajus ne sapo Bb (7D 
. sh(zb/a) Sat qi 2n4-1 
(2n 4- 1??sh Up m 
X sin Dmm 

4uQ S^ 1o Bnt ERS ores 
13. 2» dl emm gin m 

H r=, A A 


14- AmC OS ant H B men Smt }sin sin "Rm 


emm) +E 
除 边缘 外 ,平行 于 y 轴 的 节 线 有 m—1 条 , 即 == 三 的 整 倍数 ;平行 
于 = 输 的 节 线 有 n 一 1 条 , 即 y= EER. 节 线 保持 不 动 , 节 线 


两 方 振动 方向 相反 ， 
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15. uper 2 {A.cosnp B.sinng?e^ «uh Wr A, dU B, RE f(g) 


iab ot olo KAZETENN u= Tue | 


16. DÅ rose QA+Ž psing. 
Po Ps 
4a, = 1 p Hlc 
17. 7X zi zai 2) sin{24 +1) 


18. ug — — i arp ron EANA 


HW. E— E 柱 认 极 化 强度 P= De E- 26 Lg. HE 
Hp ddr m BEP BEI AE S e iEocosp 


19. uCp,q)— Hth 2 —p sinp 
- " 
| 
| 之 UG dog ene 
29, S dne — Ae Ine, PPA inp 


2C1neg; —1npi? 20ng,— Ing? 


S APALA ,Bm PR, 
-zi| , 5 
ami Pe" — Bm AP” — P gi 


i Jeme 


; ail p" — epp". ep al p js 
t£ aeea BrT Ue 


其 中 po 一 二 | Apin m = LP none 


B 一 1f fip cosng dp, Bi? = if F;Gpicosng dg, 
ei o if fiGpsinng dg, ol? = i[ fap sinng dg. 
at D 
21. wp cosp Hv poo 25^ T tX. 
22. v—wsinLeQ — x2 v LC ]sinez/sin Gol v LC), 
j=—vo Al 7 cos[ «eG — x2 v LC jcosoet /sinGet Y LC). 
- L JÁLC 1 
Zw ^ 77 we | -ri pL Foll iud LC». 加 [一 于波 长 , 则 


Ze 520 
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一 Agite ARREN G aTa) icm HR FEE Haya 
23. v— Ae'7 TECIE a geitm- CREME ICD 


j— A AJ SEC nt LETICII) 
d R-rieL 


[Cie C (Lc Er 
+B Riiel ;其 中 


CR, iL, —/Cqo) — s RHEL) (G--ioC) 
2R t iwla — 1 /Codcha£ 4-2Zsha£L , 


CRot iE, —- i/Cqu) + V (R-- ie) / (G-4- iC) 
? 2CR,-FioL, Ai/Cw)chaL4-2ZshaL ' 


e" A — n, 


没有 反射 波 即 4 一 0, 这 要 求 Ri -ioL i/ Cum AIR TE ,等 号 


右边 叫 作 传输 线 的 特征 蛆 抗 Z, 又 ,ae 一 RAI LY (G- iex). 
aF, .WT 
YSucos (al/a) ^ a 


E 
25. mle D= DE dis 
* (n 十 到 ?Pr 


sincat. 


24. 


LE loei Jele- eM Feos erp m 


ing, 一 Inp Maps A l MA fi 
26. u(p,g) — 2 . Pn : [ 2) E 
nOD Uy na ina nalar L p JP aA 
ei 


|^ - pere 


5 2w(1—tosz,) 5 


Tsin ^. 
$1 x.—sinz,cosz, | UU 


其 中 工 为 方程 nmi —0 EI LEO RR LA 为 热 交换 系 数 ， 


T 


27. ux ut) 


下 为 热传导 系数 . 
一 3 一 8 (26— ])xa . (2&8—])m 
$8.21.uCr,0 2, GE-—D[GE—1X€—4)] 95 ^ ; $n p 4 
fo 1 2TA - ön 
tys M "E ( cos 202, sosar) sin ut 
BÉ 


1 
E e) iat nc uix 
2. u(r) =b pe (up, s bri 
m 
———— 
* óll* 


SG ee 
P 
(n+ t) wat | (s+ li} 
B sine 一 excosat | cos P z 
S 2AC-ODX "IM 
"EHI e i e 
n" 


e F cos 1 € 
Mm m 
eti 


D$ Lf atsin 2 aré qg | sein "7*1 一 Toner sin F, 
Taam "rs w — na JE 
pu ES EE $4 dL IMPER ES 
其 极限 为 | sinas 一 二 teoswt ,其 中 第 二 部 分 的 振幅 为 二 +, 随 时 
闻 而 增长 ,这 就 是 共振 . 

4. MAS 1 d sin m "sin ant E Hr ine 
Wen ia 


op 


- u(x,0) = > Antos t + B,sin "ma, sin Ta 


十 Difp. insin E — rdz |sin E. 


其 中 a= ewe 字 zdz; B,= Z [osin T rda. 


in 


D, Cr} = zl fF Gr ,r)sin Fede 
8. 能 用 博 里 叶 级 数 法 求解 


Hr 
| elr) = p [A l . ersin ES 
RP a 一 D | Ce isin uda. 
ü 
.512 。 


本 题 中 出 现 的 本 征 函 数 为 X,(z) 二 Ae 直 "sin T r, EER MO, 
EUBOEIKI e ES. 


7. JE E A IBAF x. 一 a "us Tru IR , 则 解 
APRN d. 1 
TC so Znd-1(Gn 4- 1)? xàa? /P Alep 


Xain um —el a UC 


u= 


$8.3. 1. u+ I NIE uo) 1» 14 8 c. D" 


n=] 


nima 
xsin " HC 


2A[1-i) "JE: ) s( 7) (F) ] 


BARSA ljn TT samez， 
Ta oy P r POM 


Fa | n 1) nat 
3. — _ sin 2 sinw T Z 
YSocos É È A.cos i 
n 十 i) nat (a + i TT 
+ Bsin sin , 
a i 
2n (a 十 ij nÊ 
其 中 A= Z f resin i dé, 
2 ; F,asin —Ẹ E + 让} 
B, = 1 | gE) — sin 7 d£, 
(ntt) aa” YSros —I 
dus - 1 . fOQa4a| - (2nd 1x 
4. oco za Zn--1* ern "* sin M C 


5. an= —— — ET EX v A dcos «f ALI 
Ut XS EI mA 


—sin ww ai) ZE lsin ki 1 frin Y À, xcosa v Aet» 
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其 中 人 是 Atg Vi — 于 的 第 = 个 根 . 注 意 , 本 题 的 本 征 荔 数 sin 
Vx 并 不 彼此 正 交 , 即 | ra ade 0, MÆ f'sin 
V/A, xsin. v/ À, xda 十 $n VÀ, isin. w A, 1 — 0. 

$8.4. La? — pg, 2. aj G^ — p sinag 


d 


2 . m 一 
3. r(a— z) ga: >) blat Day/a in 2n Dnz/a, 
= Gr D'ch| [0273] za | 


ai S^ abetan] nny. anr 
M 2; nm ghinns 2a) sh a nu 
$ 9. 1. 1. T0) — Acos£at + Bsin&at Pip —Cceosmg- Dsinmp 


O(n—0,1.2,-2, 
JR 1dR m 

JUGE e LE [1 5] R=0, 其 中 r—bkp. 

LTO — Ae OOA ROA EJ. 

8. 令 u Gr 0 —RGOY (0.90, Rl Y MERANIE. 

1 d dR Erin Ze +n], 
ROME ban a)-f A* Lu r | je 

$9.2. 1. y&r)— 


a1 d conta 


XY (ua 
4. 124 E 


l daus s d 2a | 
qi o cT; 12 GR 9 十 


to eo dr ez d Gon — CD 


GE Corp JHH p ee ] —agcOsuzx-- asinar. 


2. yCGr)—asgyoir) Hayir) + 


1*4*7:"(GR—2) y 
GAL 7 
= 2 agta 29t uw... 

yir) Tte 71 + jop * ^ 

* * Re 下 一 
mt, iK BOE ER LE. 


3. yCx) — ao yo Gr) taiyi Ce. 


3 + 
»GOm REL 十 …， 


十 


y») —14- ET Ag GLA A g - 


(1-25—2--(48—3—3) 9 |. 
+ (1 地 十 
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M Gym i ipu. SO DO D uus 


4 (3 DOE 1 A tl 
当 一 奇数 LS F k RRR y oR ER €T E 
当 4 一 奇数 OLSECCLEEXILCHEPC KERA. 
He = 1, H; —2z,H; = 4z! —2,H; = Br? — 12x: H, — 16xz* — 48x* t 
12,H,— 32r — 16027 -- 120», "=. 
4. yir) —asyotax? Hairy lr), 


aoa éire a, GHDD 2658440 
yr) =i + 21 7 十 " x'4- 
j E —30C2&— 50-- C— 10 - 6 Bor 2E ED uL 
| GDi aiu 
《> 一 二- 


在 (9. 2.77? 之 中 ,以 :一 3 代入 ,并 求 二 阶 导 数 ,出 正 是 本 题 的 yir) 
PRRD. 4, 在 (9.2.8) 之 中 ;以 /二 3 代入 ,并 求 二 阶 导 数 ， 
WE FERRI va COREL CT 22 5, 因此 ,可 以 说 本 题 的 解 正 
R3 Eire mme E x. 

5. y — P aa LEER 


Am 


anp É V Atat At V a—B 
us G2) TD Da Rata 


RT EL :H Bit JL 3I HERE DUE iB — echt SCC C. 
89.3.1. y G2 Ca" +D I. 


2. yGr) Sagt Fai xt 


—À -一 站 —À 
3. y— as [1 tT C VIT dee 
CAA lA , 
to re. 


4 一 整数 w, 则 退化 为 n FC ES. 
L,ír)-—1,. LiCo —- —c1. LiCz)mz5—4r-2. 
Lilin = rH ir m Brt Gla r0 a Ibr ?27 — 986z4-24. 


U+1— ZIA 

IT ryg 0 

UHI ZIANI Z/N 
21 GFOS) 


4. y= agr { 1 十 


十 


QAY E vr. 
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8 9. 


H ZAS ER s R DBTE n —n—1-1 次 多 项 式 , 解 成 为 
zl 
en LeaGD ,其 中 cL s 


T2) 1 [1—x| F3) 1 (1—x)* 
vy afi r5 arl E | rapa z) 


-fenamUz)--l 


TO—2) GBA 2 
mni EMIDBAOSIORA, 


6. y= sero [eine icr 


zog 1 z+- 21 zb] 


21 31 31 4! 
T. Ux) — a; (x— xL 1 sprte), 
v ? it zi "ui 21 "at BETET 
3 
»G)- acta L5 KEEA " 
D ud 3 105 07 
POI 太一 bul 2'2.37^8.4^ 


2k 
ta SOLA T. 
aß z(DÉCGIH-D ， 
8- y LED Y ^8 YO 10D 


eG DG DÉGH GT ， 
CUR YOGRDOY T EUSE (ep, Yz), 
ya ax! T Fa 1 y. 84 1—7,2 Tix. 
BENE: alat 1) zi., alatat?) 3L. 
y li ta yD 57 53 yy ya 


=F (la, Yir); vma "Fatl—Y,2— Yrr). 


4. 1. © is [eorr] agraryo. 
d d - 
(2 & [2633 ]-ar Cle *y—Q. 
Z u|...—0.x—I 端 为 自然 边界 条 件 s. —3 m B. 
3. 加 本 征 函 数 X.GOmsinp Goa) (G-1,2,) 
E: Ne: Ni-—(5—a)/2. 
回 本 征 画 数 X.(—cos Pl c. 为 方程 = 一 ftgz 一 的 根 ， 
站 一 站 下， (01,42, 
r 一 二 si 
HN. Ni— 2 [+ 去 sz ] 


4 边界 条 件 并 非 第 一 类 .第 二 类 或 第 三 类 齐 次 边界 条 件 , 也 不 是 自然 边 
* o16* 


界 条 件 . 
810.1. CD ir. Gp. G4 Pi GO EP GO-- EP GO; 


o EPa) ÍB (+EP, C)+ LP GO 
S^ CD Gs-4- 3) Cn — 3211 
+ 之 (2221d- 4511 
Un/21 


(2n — 4k-- 1251 
13) »3 GDI Ga- AFIDI 


Prilzty. 


Patr). 


人 十 到 v,—v, X f (24— IIIf r |? 
2. 球 内 ， + 2 D GCSE» 


z Yo 
i Pupi cosg? ? 
Yttre | Uv S n | (C28—1)11! 
RR oS TUI VPE DD (MET) ET 


rp i-i 
x | 2) Parritcosd}. 


$a p = en + z) Fiz a 1 
far 2 iror F 
(mor a mm/ 2) rr l 
+Í Hos" " zs Picos). 


= - 1 2+1 
1 Du Z aD ern E) Pa cosf). Oun. 


a 
5. u(r,0) = — Eercost-4- E, T$ cos6. 


S 201 
6. ERI s 2 Fer piii Peost?, 
EE 3EE LEER 
RT n. v d! — 2rdcost 4-7 se D Liet 41jg 0 H 
* Picos). 
gqscos8 — (OO n/2), 
7T. Au —0 (rn), | EHE | =f(0)= 
oo -- I 0 (x/2«8«x). 
一 l 9 l 4.55 
“=H Hnil2 rPi (cost). yp Fs ro ig” P; coag). 
S 1 do „minti 
t2) mrn Dr 


(2n— 3211 Zn 
XOnTIMM P; Ccoa). 


» 5I7* 


Ea 
8. 2 [Acos Y nOn — latt B,sin Vn (2n Dac]P. i( I] ; 
ín — 1f Ej 
系数 4. = Hf cops Fdz, 


B > -S yp ,| i] dz. 


"o Va(n — Dol 
08 V, va GRE n)? 
9. utr. B) zt 1? ESL TEN { E) Palcos) (rn 
0g S Laya GE Darf n jaN 
u= 2« 1? oR | 2) Palcos) (rir). 
11- , . FEIN 
+ {==2n (11.2.72 
I=4 1 E 
2" i d 
(y G7 DII 
(2508 T 2211 i-—32a--1 (n—1,2,7)5 


$ 10. 3. 1. (1) Pi(cosfDcosq-- P3 Gos8Dcosq. 


IBS (23—3)H 
a4 -2X« D*Ga-- DOR E Pe (cost) 


_ 6 
2k D Gn [1er 


(2n — 221 n7 Dp 
{Bn 2)! CAnD E] 
P 


4 5s 4! r Yu. 2 ue . 
3. (12 FRI PéGos8) | 5) Pstcos + -7 P Pitcos&6Dsin2q. 
L 


2 


X -cost cos2g. 


i kl 
(2) RA. * "* PE Gs) — (2. Peeosg) + 3 z) Pi (cos) 
r 3 r 3 r 


sin2g. 
3. (2 Bo. I pee s —L-. pie sieos? 
` :6 Fa 2icOf 12 ra 2C CORZQ. 
1 


9 


2 o " Zu, zp% Hg zpi ， 
ER 3 u;P5CcosO) 35, 2A) FZR” P*(cos£) + 3 tr Tan (r, 42197 P; Ceos sing 


A 4 
D 球 外 :一 二 ， 瑟 Pg(cosb) 十 古 + P PHGosf)coszg 


uri 3, 1 qm mr} 2 0,5. loni ， 
5. Aril rd: E Pi ceos) 4 Fr ritum )Pitcos8Dsing: 


B8. ur, -15 Cr! — rx P leos). 


* 5618-7 


$ I1. 2. L z^ (8— x*0Jo (x2 d- 4x Cz — 43], Cr) C. 
2. JoeCr2— Ax! JyCE3H- C. 


3. D deca) ,其 中 zf 为 Justzy 的 第 天 个 零点 ， 
4 一 人 


4 (p Dy 
4. 22; zi, ml 1 C zy] (sh TE feh E j| zi e) . 


Hy =s) Aug; h 
9. 2 gia z+ > (z shir L/o, zsh 


D» 

(L-z) | m J. 

J P e | 
XE a! 为 Ji(z) 的 第 ”个 零点 . 
= 2 os p ze EX 

6 2 RGEU S Cee ;[ 5 eC EG- z] 
ri 

1| 59). 


其 中 r” 39g ORE s 个 零点 . 


= 


E 
LU 


n 
I» Ex SUL (a Je (SR e) cos P at. 
8. EERE oi" ax /p。， 
本 征 振动 ve， Co. qnt) uh P sinmg| Acos #2 


- 


zm 


t 
ci] 


HBS sin Z 2 CEDE RR Oz oos, 0< gecn) 


E] 
Is] 
EN 
be] 
un 
rA 
心 


(—10** Bi Los . 1 
no p=1 upxCris JD) | =) z ( z) z 


Po 


, FORES prit Qo PR EE 
sin (=) «(8 at + sin aj [ Eo]. 


11. 
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* 526* 


13. 


14. 


8 AD CH B.C BI, EP 000 FI S3 ERNA E ,把 这 四 点 依次 变 为 
£ 3E gH 3» E 85360,0001. 02 (a3 ,00 C4 co, 0D D ax Eue 


ESL a MUNERE MET f a] 


- R? n UL Itv 
i E 一 dm. 一 一 -1 " 1 
a! 不 能 任意 指定 , 它 =1 十 去 再 作 变 换 5 一 并 n Je iun 
TE 8500,00, C1,00, tooa PE o, 05, Coo, 0 W iV 9, CO, 


1 


al: d£, di 


y an p -| Jno 
y £; Cb we — D V E, H v um 
B= Buis Ah-—1.B-— Baa 
Bas Bus 2 VHH, 
a*—] 


一 一 eos T (0,0) (a. 0) , CO. HR a,00)8E 7h E EERO 1. 
90,C1,0), C 09,00. 利用 (12. 2. 220 ,在 上 平面 解 得 
um T arctg 本 光一， 
_ sh (my /a)sin(zz/a) 
DES EIER u= z AC sh? (xy/a) — sin! (&z/a)" 
RA 14-2 的 动 片 右 端 点 为 原点 ,z 办 向 右 ,y 轴 向 上 . 


A hr 
= žna ps resi) 


JE z CE iE BE C— 09,0 9X — A (00, 一 起 Wh) (7 00, HA 3x 02, 


(0,0325 35 E XE SRI SERES (1,0) (4200,00 .C— Rh / hs 00, (0,00. BER 


HEK 86 8 89-5 IC wo 种 ORA OZ 2. 220 E p ET ERR 


Ye aret nl 二 ha) 
8 BETE h DE- h/h 


回 到 原 自 变数 即 得 解 ， 


H= Vi 


15. 取 图 14-22D Æ AH TEA ARA z 轴 向 右 ,y 轴 向 上 ， 


ED 4Ha PU 2H, a 

iHa et - 2 一 -im tra 
GE HD ORED Cose EBD COR D Gee HY. 
— H), Coo tH), (A HE HE 00,00, (— 5,00, (72,00, - 1,02, 


: 5277 


(0,0) 01,00, (2,00 (0, OO Hor a.a 应 满足 


_ AHa epp 2H, 4—1. 
z(ai—] 4 +1) z "zpi 


再 作 变 换 E— Inf, BA v=o Eg, ARE o= H argh. 
EPA STE CE: 


~ 528* 


Pessel DUE 
Cauchy #75 
Christoffel WAM 3E 
d'Alembert 3A ER T iR 
Dirichlet 3 fj 37 £8 
Euler Bk dir 

Fourier 4l E n] 
Fresnel RA 
Gauss 高 斯 

Green 格林 

Hankel NE 
Heaviside $ HERE 
Helmholtz ZAR 
Hermite 埃 尔 米 特 
Hilbert 希 尔 怕 特 
Jacobi fin] ffe 
Jeffreys X RÆK 
Jordan 35 RH 
Kirchhoff EK E 
Kronecker HFHH 
Laguerre EH A 
Laplace fr Y tity 


A4 xp GE 


Laurent 7f BH 

Leibnitz 3E JE ik 
Legendre 勒 让 德 
l'Hospital FEJA 
Livouville WEF 
Mellin 梅林 

Neumann WPS 
Poisson TE P 
Rayleigh 瑞 利 
Riemann && 

Ritz EW 

Rodrigues 185 HB ds Nf 
Rogowski 沙 果 去 斯 基 
Rouche AEk 

Sehlafli 施 列 夫 利 
Schwarz MER% 
Sommerfeld KK dE 
Stirling 斯 特 令 

Sturm B ETE 

Taylor 泰勒 


' Wronski 六 斯 基 


水 yroncrwB TE BR EAT AE 


* 529* 


